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SCIENCES  MATHÉMATIQUES. 


PREMIERE    PARTIE. 


COMPTES    RENDUS    ET    ANALYSES. 


IIF.I.M  (Gborg).  —  Du;  Grundlehren  der  hoheren  Mathematik,  zum  ge- 
brauch  bei  Anwendungen  und  Wiederholungen  zusammengestellt.  In-8, 
xvi-420  pages  avec  887  figures  dans  le  texte.  Leipzig,  Akademische  Verlags- 
gesellschafl  m.  b.  IL.   1910. 

Il  s'agit  ici  d'un  Ouvrage  destiné  au\  auditeurs  des  Ecoles 
techniques  supérieures  d'Allemagne  où,  connue  on  sait,  l'Ensei- 
gnement et,  en  particulier,  renseignement  des  Mathématiques  est 
fortement  organisé.  Pour  indiquer  les  mérites  de  cet  Ouvrage,  il 
nous  suffira  de  donner  une  idée  de  son  contenu.  Les  Chapitres 
successifs  en  sont  consacrés  à  la  notion  de  fonction,  à  la  théorie 
des  limites  et  des  dérivées,  aux  applications  du  Calcul  différentiel, 
aux  méthodes  les  plus  simples  d'intégration,  aux  vecteurs  et  aux 
moments,  à  l'étude  des  courbes  en  coordonnées  polaires  el  en 
coordonnées  cartésiennes,  à  la  théorie  des  séries  infinies,  à  la 
Géométrie  analytique  à  trois  dimensions,  aux  dérivées  partielles, 
aux  intégrales  multiples,  à  la  Géométrie  analytique  plane,  aux 
équations   différentielles,   aux  intégrales,   à   l'interpolation,   à   la 
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Géométrie  analytique  de  l'espace.  L'exposition,  très  claire  et  très 
simple,  se  Lermine  par  l'étude  de  la  série  de  Taylor  et  quelques 
notions  sur  la  courbure  des  surfaces  et  des  courbes  dans  l'espace. 

I  ) .    I . 


BERZOLARI  (Liigi).  —  Geometria  analitica.  Tomo  I  :  //  metodo  dellc  coor- 
dinale,  eon  54  incisioiii.  i  volume  in- 12.  xv-4og  pages.  Milan, U.  Hœpli,  [911. 

Ce  petit  Volume,  qui  fait  partie  < I < -  —  Manuels  Hœpli,  fera 
honneur  à  celte  collection.  Ecrit  nécessairement  avec  brièveté,  il 
contient  tout  ce  qu  il  y  a  il  essentiel  à  savoir  sur  la  méthode  des 
coordonnées.  Pour  donner  une  idée  nette  de  son  contenu,  nous 
reproduirons  les  litres  des  Chapitres  : 

Cav.  1.  —  Preliminari. 

Cap.  II .  —  Coordinale  nelle  forme  fondamentali  di  prima  specie. 

<.\p.  III.  —  Projezioni  ortogonali  sopra  una  retla.  Aplicazioni 
alla  rrigonomelria  piana  e  sferica. 

Cap.  I\  .  —  Coordinale  nel  piano  punteggiato. 

Cap.  V.  —  Equazione  di  una  retla. 

Cap.  \  I.  —  Equazioni  di  curve  pianc. 

L.w.  \  II.  —  Coordinale  .de)  piano  rigato. 

Cap.  \  III.  —  Coordinale  nello  spazio  punteggiato. 

Cap.  [X.   —  Equazione  di  un  piano. 

Cap.  X.  —  Equazioni  di  una  retta. 

Cap.  XI.  —  Equazioni  di  superficie  e  <li  curve. 

Cap.  XII.  —  Coordinate  nello  spazio  <li  piam". 

Cap.  XIII.  —  Birapporlo  di  quatro  elemenli  di  una  forma  di 
prima  specie  Gruppi  armonici. 

Cap.  Xl\  .  —  Coordinate  projeltive  e  projetlività  nelle  for li 

prima  specie. 

Cap.  XV.  —  Coordinate  projeltive  omogenee  nelle  forme  di 
seconda  spi 

Cap.  X\  I.  —  Projettivita  tra  forma  di  seconda  specie. 

<,\r.  XVII.  —  Coordinate  projeltive  omegenee  nelle  forme  <li 
lerza  -pecie. 

Cap.  \\  111.  —  Projettivita  Ira  due  spazi. 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  7 

On  voit  combien  de  choses,  sous  un  mince  volume,  contient  ce 
petit  Traité.  D.  J. 


DUCHÈNE  (Lk  Capitaine  du  Génie).  —  L'Aéroplane  étudié  et  calculé  i»\h 
les  Mathématiques  élémentaires.  In-8,  ii3  figures  dans  le  texlc,  vn- 
3oG  pages.  Paris.  R.  Chapelot  et  Cie,  juin  1910. 

En  publiant  ce  Livre,  M.  Duchêne  s'est  proposé  comme  but 
d'exposer  la  théorie  de  l'aéroplane  par  les  seules  Mathématiques 
élémentaires.  Il  a  voulu  faire  un  Ouvrage  s'adressant  d'abord  aux 
personnes  qui,  avant  reçu  dans  leur  jeunesse  une  culture  scien- 
tifnpie,  désirent  connaître  les  formules  simples  appliquées  dans 
la  théorie  de  l'aéroplane;  ensuite  aux  élèves  des  classes  scien- 
tifiques des  lycées  et  collèges.  L'auteur  est  arrivé  à  écrire  un  Cha- 
pitre substantiel,  peut-être  un  peu  long,  cpii  devrait  à  présent  se 
trouver  dans  un  Ouvrage  complet  de  Mécanique  élémentaire.  On 
remarque  dans  son  Livre,  uniquement  consacré  à  l'aéroplane,  une 
division  méthodique  du  sujet,  une  séparation  nette  des  diverses 
idées,  de  fréquents  renvois  aux  notions  précédemment  exposées, 
une  mise  en  relief,  par  l'emploi  de  caractères  différents  d'impri- 
merie, des  principes  el  corollaires  importants,  qui  feront  de  son 
travail  un  Manuel  précieux  pour  les  élèves  ayant  besoin  de  con- 
naître la  théorie  de  l'aéroplane  en  vue  d'examens  élémentaires, 
ainsi  que  pour  les  personnes  du  monde  qui  désirent  pouvoir 
parler  sciemment  de  la  question  à  l'ordre  du  jour.  Cet  Ouvrage 
didactique  a  sa  place  marquée  à  côté  des  Livres  de  vulgarisation 
sur  l'aviation,  parce  qu'il  en  sera  un  utile  complément. 

Je  ne  crois  pas  devoir  cacher  le  regret  que  j'ai  éprouvé  en  ne 
trouvant  pas,  dans  un  Livre  qui  est  appelé  à  tenir  une  place  hono- 
rable parmi  les  Ouvrages  classiques,  la  partie  historique  absolu- 
ment nécessaire  pour  se  rendre  bien  compte  des  raisons  qui  ont 
conduit  aux  dispositions  matérielles  et  aux  formules  algébriques 
actuellement  employées  par  les  constructeurs  d'aéroplanes  ca- 
pables de  voler.  11  me  parait  indispensable  que  ceux-ci  connais- 
sent celle  partie  historique,  s'ils  veulent  chercher  les  perfec- 
tionnements que   l'on   est  encore  en  droit  d'attendre,  afin  de  ne 
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pas  faire  de  nouveau  des  essais  qui  ont  été  infructueux  el  même 

très  dangereux. 

Je  me  hâte  de  dire  que  l'expression  de  ce  regret  n'est  pas  une 
critique  de  L'Ouvrage  de  M.  Duchêne,  et  qu'elle  n';i  d'autre  but 
que  d'exciter  l'auteur  ;'i  introduire,  dans  la  seconde  édition,  un 
Chapitre  où  la  partie  historique  relative  aux  divers  essai*,  de  con- 
struction de  planeurs,  depuis  un  siècle,  serait  exposée  dans  le  but 
de  signaler  aux  inventeurs  les  idées  reconnues  mauvaises. 

Eu.    !.. 


VPPENDIX    siIEXTIA.M     SPATH     ABSOLUTE     VER  A  SI     EXH1BENS     A     VEBITATE     Ml 
FALSITATE    AXIOHATIS     XI    ElICLIDEl     (A     PRIORI     HATID     UNQUAM     DECIDENDA) 

indepexdextem;  ADJECTA  Al)  casum  fai.citatis.  quadratura  circuli  geo- 
metrica;  auetore  Joanne  Boitai  de  eadem,  georaetrarum  in  cxercilu 
Csesareo  Regio  Austriaco  castrensium  capitaneo  (i83-2 ).  Fac  simile  editio 
prima  Maros-vasarhelyini  1907,  lypis  à  adi  de  szilag  y  fokeresztur.  —  Hue 
.1 1  .bannis  Bolyai  de  eadem  Appendix  prima  vice  lucem  vidit  in  patris  sui 
tentamine  cui  adnexa  est  1  Maros  Vasarhelyini  i832,  typis  Collegii  Refor- 
matorum  per  Josephnm  et  Simeonem  Kali  de  Felso-vist),  nunc  Inijus  edi- 
lionis  fac  simile  cnravit  :  Stephanus  Bias  junior  de  Ders. 

Il  nous  suffira  évidemment  de  signaler  à  nos  lecteurs  celte 
réimpression  fac  simile.  sans  doute,  par  le  procédé  dit  <lc  Vanas- 
tatique,  du  célèbre  appendice  de  Jean  Bolyai. 


ENESTRÔM  (Gustap).   —  Verzeichnis   heu  Schriften  Leonhard  Eulers. 

Erste   Lieferuni;.    1    volume   in-8,    209    pages.    Leipzig,    B.-G.    Teubner, 

lui". 

<  '.<■  travail,  qui  a  dû  coûter  beaucoup  de  peine  à  son  savant  auteur, 
peut  être  envisagé  comme  une  excellente  préparation  à  la  publica- 
tion projetée  des  Œuvres  d'Euler.  Ce  premier  fascicule  contient 
la  I  i  s  te  des  écrits  du  grand  géomètre  suisse,  rangés  chronologique- 
ment d'après  la  date  de  leur  impression.  Elle  commence  à  172- 
avec  un  Mémoire  sur  la  construction  des  lignes  isochrones  dans  un 
milieu  résistant  et  finit  en    njoS  avec  la  publication  de  quelques 
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lignes  d'une  lettre  adressée  à  la  «  Royal  Society  ».  Elle  ne  com- 
prend pas  moins  de  865  numéros. 

La  seconde  livraison  comprendra  environ  10  feuilles  d'impres- 
sion. Nous  reviendrons  sur  l'ensemble  de  la  publication  lorsqu'elle 
aura  été  complétée.  C.  J. 


FARAUT  (P.-G.).  —  Astronomie  cambodgienne,  publiée  sous  les  auspices 
de  S.  M.  le  Roi  du  Cambodge  Sisotvat.lt.  de  M.  Luce,  Résident  supérieur  de 
la  République  française  au  Cambodge  et  de  la  Société  des  Etudes  indo- 
chinoises.  1  volume  in-4  de  283  pages,  avec  figures,  Tableaux,  une  planche 
donnant  le  Zodiaque  Khmer.  Saigon,  F. -II.  Schneider,  i er  juillet  1910. 

Après  avoir  lu  attentivement  le  beau  travail  sur  l' Astronomie 
cambodgienne  que  M.  P.-G.  Faraut,  vient  de  présenter  au  inonde 
savant,  j'ai  éprouvé  l'impression  que  l'Auteur,  qui  s'est  consacré 
pendant  de  longues  années  à  une  tàelie  pénible,  est  parvenu  à  faire 
parfaitement  connaître  ce  qui  reste  d'un  passé  glorieux.  M.  Faraul 
mérite  d'être  hautement  loué  pour  avoir  produit  une  œuvre  que 
les  astronomes  liront  avec  le  plus  vif  iutérét.  Parmi  les  difficultés 
qu'il  a  surmontées,  il  convient  de  citer  d'abord  celle  de  se  rendre 
maître  d'une  langue  très  synthétique,  au  point  de  vue  scientifique 
surtout,  pour  pouvoir  comprendre  et  suivre  le  cours  d'Astronomie 
et  Astrologie  du  Hora  Royal,  ou  Astronome  Royal  ;  puis,  celle 
d'exposer,  sous  la  direction  de  ce  savant,  des  questions  d'autant 
plus  pénibles  à  comprendre  que  les  calculs  qui  s'y  rapportent  -oui, 
à  présent,  faits  d'après  de  très  anciennes  formules  que  le  Hora 
Royal  lui-même  ne  peut  démontrer.  Cet  Ouvrage  permettra  de 
corriger  bon  nombre  d'erreurs  qui  rendent  l'histoire  de  l'Inde 
confuse  et  même  contradictoire  en  bien  des  points. 

Parmi  les  sujets  traités  dans  ce  Livre,  citons  la  méthode  do 
mesure  du  temps  ;  l'étude  du  Soleil,  de  la  Lune,  avec  la  manière  de 
se  servir  des  Tables  solaires  et  lunaires;  l'établissement  du  Calen- 
drier; les  différentes  Eres  ;  l'explication  de  l'anomalie  vraie  de  la 
Lune;  de  longs  détails  relatifs  au  Calendrier;  la  prédiction  des 
éclipses  de  Lune  et  de  Soleil,  faite  exactement  par  des  calculs  non 
démontrés;  l'étude  des  mouvements  des  planètes  Mars,  Mercure, 
Jupiter,  Vénus,  Saturne,  avec  les  durées  de  leurs  révolutions;   la 
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méthode  des  Khmers  pour  déterminer  la  position  des  planètes  :  la 
description  du  Zodiaque  au  point  de  vue  de  son  application  à 
l'Astrologie. 

Autrefois  la  Science  et  le^  Vris  Qorissaienl  dans  le  Cambodge. 
Pour  montrer  en  quelle  décadence  ce  pays  est  tombé,  résumons 
quelques-uns  des  passages  de  l' Introduction  de  l'Ouvrage  de  M.  G. 
Faraut. 

Les  Khmers  considèrenl  la  Terre  comme  une  immense  surface 
plane,  circulaire,  ayant  en  son  milieu  un  massil  montagneux  com- 
posé  de  plusieurs  pics  très  élevés.  Autour  du  pic  central,  plusélevé 
que  tous  les  autres,  appelé  Monl  Mérou,  tous  les  corp-  célestes 
accomplissent  leur  révolution  diurne,  la  terre  étant  immobile. 
O utre  ce  mouvement  circulaire,  le  Soleil  possède  deux  mouvements 
verticaux,  l'un  d'ascension,  l'autre  de  descente,  qui  s'effectuent  en 
h  n  an,  h-  Si  de  il  parcourant  chaque  joui'  un  échelon  du  Mont  Mérou. 
La  Lune  effectue  des  mouvements  an, dogues  en  i-  jours  7  heures: 
celle  durée  constitue  le  mois  cambodgien  sidéral,  le  mois  lunaire 
étant  de  29  jours  et  demi.  Les  Khmers  connaissent  les  cinq  pla- 
nèles  Vénus,  Mercure.  Mars,  Jupiter  et  Saturne,  cet  ordre  étant 
celui  de  leurs  distances  à  la  Terre.  Ils  ont  formé  65  groupes 
d'étoiles:  I.;  grande  Ourse  leur  Mit  a  fixer  l'étoile  immobile  où  la 
pointe  du  Muni  Mérou  seuil  de  -e  pnqcirr  dans  le  ciel. 

Er.  l. 


BELOT  (E.).  —  Essai  de  Cosmogonie  toi  rbili.onn.mre.  L'Origine  ihialiste 
des  Mondes.  1  volume  grand  in-S.  xi-280  paires.  r>  figures  dont  !  hors 
texte.  Paris.  Gauthier-Villars.  janvier  191 1. 

Le  domaine  de  l'ingénieur,  limité  jusqu'ici  à  notre  planète, 
semble  maintenant  s'étendre  jusqu'aux  astres.  C'esl  comme  ingé- 
nieur, rompu  à  l'invention  des  machines,  que  M.  E.  Belùt, 
d'ailleurs  ancien  élève  de  Fave,  a  cherché  à  scruter  la  .Mécanique 
cosmique  el  s'est  élevé  jusqu'à  une  conception  nouvelle  du  méca- 
nisme de  I  Univers.  A  voir  l'important  faisceau  de  preuves  qu'il 
groupe  autour  de  sa  Cosmogonie  tourbiltonnaire,  on  peut  croire 
que  cette  méthode  de  recherches  est  aussi  féconde  que  l'étude 
classique  delà   Mécanique  new  Ionienne. 
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Celle-ci,  d'après  l'auteur  (Introduction  et  Chap.  XIII),  serait 
seulement  le  dernier  chapitre  de  la  Mécanique  céleste  géné- 
rale :  une  mécanique  bien  différente  régirait  à  leur  origine  les 
systèmes  cosmiques  où  la  dispersion  extrême  des  molécules  et 
leurs  vitesses  énormes  (de  l'ordre  de  la  vitesse  de  la  lumière)  ne 
permettraient  pas  à  la  loi  de  Newton  de  jouer  aucun  rôle  mesu- 
rable, pas  plus  qu'elle  n'intervient  dans  le  calcul  des  trajectoires 
des  corpuscules  cathodiques. 

Ainsi  s'éliminent  d'elles-mêmes  les  difficultés  analytiques  inhé- 
rentes aux  applications  de  la  lui  d'attraction  new  ionienne. 

Comment  donc  expliquer  que  la  cosmogonie  de  La  pi  a  ce  et  celle 
de  ses  successeurs  (Roche,  Fave.  du  Ligondès)  n'aient  abouti  à 
aucune  loi  vendable?  C'est  sans  doute,  dit  l'Auteur,  que  le  monisme 
d'une  seule  nébuleuse  originelle  ne  renferme  pas  assez  de  variables 
indépendantes  pour  résoudre  le  problème  :  il  faut  alors  considérer 
deux  corps  à  l'origine,  et  ce  dualisme  sera  corrélatif  de  l'intro- 
ducilon  en  cosmogonie  des  translations  < | n i  la  réduisent  en  une 
balistique  cosmique  et  qui  ont  été  négligées  jusqu'ici,  bien  que 
l'énergie  cinétique  de  translation  du  système  solaire  soit  200  fois 
plus  grande  que  son  énergie  giratoire. 

Les  faits  concernant  les  Arot'te(p.  4°^  viennent  aussitôt  appuyer 
celte  première  hypothèse  qui  se  précise  sous  la  forme  suivante: 
l'un  des  corps  originels  sera  une  nébuleuse  amorphe  douce  de 
translation  (et  non  de  rotation,  comme  dans  l'hypothèse  de 
Laplace);  l'autre  corps  apportera  au  système  dualiste  la  rotation 
sous  forme  d'un  tube— tourbillon  gazeux  doué  de  translation . 
Ici  encore  les  faits  viennent  confirmer  cette  hypothèse,  puisque 
les  filaments  nébuleux  reliant  plusieurs  des  Pléiades  ne  peinent 
être  que  des  tourbillons. 

On  ne  saurait,  d'ailleurs,  reprocher  à  M.  Belol  la  complexité  de 
ses  hvpothèses;  il  faut,  évidemment,  plus  de  prémisses  pour  dé- 
finir deux  corps  qu'un  seul.  D'après  la  théorie  des  tourbillons  et 
les  expériences  d'Emden  (Chap.  IV),  le  choc  du  tourbillon  sur  la 
nébuleuse  le  fera  vibrer,  en  divisant  sa  longueur  eu  ventres  et 
nœuds  équidistants  (Chap.  A  1.  De  chaque  ventre  émanera  une 
nappe  concentrique  au  tourbillon,  projetée  vers  le  plan  de  la  né- 
buleuse qui  deviendra  l'écliplique.  Ces  différentes  nappes  plané- 
taires  ont   pour  profil  des  courbes  logarithmiques,  en  sorte  que 
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les  distances  de  leurs  centres  aux  points  où  elles  rencontrent 
l'écliptique  suivent  une  loi  exponentielle  Celle  loi  se  trouve 
être  précisément  la  loi  des  distances  des  planètes  et  satellites  :  la 
vérification  a  lieu  avec  une  précision  inespérée  {voir  le  Tableau  de 
la  page  19),  de  sorte  que  celte  loi  peut  remplacer  la  loi  empirique 
de  Bode. 

Mais  chaque  nappe  planétaire,  par  le  choc  latéral  de  la  nébu- 
leuse eu  translation,  se  résout  elle-même  en  un  tourbillon  plané- 
taire dont  l'axe  est  dirigé  suivant  la  tangente  au  profil  de  la  nappe. 
L'inclinaison  de  ces  divers  axes,  calculée  théoriquement  (p.  22), 
coïncide  avec  l'inclinaison  des  axes  des  diverses  planètes:  c'est 
une  loi  nouvelle,  non  soupçonnée  par  les  astronomes,  et  qui,  ap- 
pliquée aux  petites  planètes,  révèle  aussitôt  un  fait  nouveau  : 
l'inclinaison  de  leurs  nappes  sur  l'écliptique  qui  se  lit  sur  la  (.aile 
dressée  par  l'Auteur  (p.    i32). 

Uans  les  Chapitres  II  et  VIII,  M.  Belol  démontre  le  fait  réel, 
mais  paradoxal,  que  l'intensité  de  la  rotation  croit  avec  la  masse 
des  planètes,  et  arrive  à  une  loi  des  rotations  analogue  à  la  troi- 
sième loi  de  K.épler  pour  les  révolutions.  De  la  dune  de  rotation 
de  trois  planètes,  il  déduit  celle  du  Soleil  (p.  208)  qui  doit  être 
comprise  entre  241,  5  et  28',  ô.  Une  théorie  mathématique  simple 
montre  (  p.  121)  comment,  à  cause  de  Jupiter,  les  petites  planètes 
ont  manqué  de  rotation  et  par  suite  de  masse. 

Le  Soleil  résultera  de  la  condensation  de  deux  traînées,  dirigées 
vers  l'apex  et  l'anti-apex,  suivant  lesquelles  le  tourbillon  primitif 
étire  la  nébuleuse  conformément  à  la  tbéorie  de  Schiaparelli 
(Chap.  X).  Les  comètes  sont  les  résidus  non  condensés  de  ces 
traînées  (Chap.  XI).  Parmi  les  systèmes  sidéraux  dont  l'Auteur 
donne  une  classification  (Chap.  \ll  )  dans  des  formules  quasi-chi- 
miques, les  plus  mystérieux  paraissaient  être  les  nébuleuses 
spirales  :  or,  elles  trouvent  leur  détermination  complète  dans  les 
mêmes  équations  qui  expliquent  la  formation  d'un  système  a 
planètes  1  p.  2.!-  ). 

Parmi  les  résultats  auxquels  arrive  M.  Belot,  il  faut  citer  encore  : 
l'explication  très  simple,  par  un  tore-lourbillon,  de  la  rotation 
bizarre  d'Uranus  (p.  89)  et  des  rotations  et  révolutions  rétro- 
grades (p.  180);  la  détermination  a  priori,  par  une  formule  géné- 
rale des  excentricités,  de  l'excentricité  de  l'orbite  lunaire  (p.  0,4); 
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la  démonstration  précise  que  la  Lune  est  le  quatrième  satellite  de 
la  Terre  (|>.  102);  une  théorie  nouvelle,  vérifiable  par  une  sugges- 
tive expérience,  de  la  formation  des  reliefs  terrestres  (p.  i5g); 
nue  détermination  théorique  des  lacunes  et  des  maxima  de  densité 
des   petites  planètes  (p.   i3g). 

En  résumé,  dans  une  voie  entièrement  neuve  et  originale, 
M.  E.  Belol  est  arrivé  à  la  démonstration  de  trois  lois  nouvelles  du 
système  solaire  qui,  indépendamment  de  toute  théorie,  présente- 
raient déjà  une  grande  valeur  par  le-*  vérifications  très  précises 
qu'elles  donnent  et  par  les  fails  qu'elle  permettent  de  prévoir.  La 
lecture  du  dernier  Chapitre,  intitulé  Exposition  synthétique  du 
système  dualiste  des  Mon/les,  fait  comprendre  la  singulière  puis- 
sance  de    cette    synthèse   cos gonique    qui,    prenanl    pour   base 

l'idée  cartésienne  des  tourbillons,  part  d'un  dualisme  originel  pour 
s'élever  jusqu'à  l'explication  de  la  structure  de  l'Univers. 

Ce  Livre  est  écrit  en  un  sl\le  clair  qui  montre  que  l'Auteur  est 
bien  maître  de  son  sujet.  Les  formules  mathématiques  qu'il  con- 
tient, étant  simples  et  peu  nombreuses,  n'embarrassent  pas  le 
lecteur  qui  veut  avoir  une  idée  nette  de  la  nouvelle  hypothèse  à 
laquelle  M.  E.  Belot  réfléchissait  depuis  l'année  igo3. 

En.   L. 


FRANKLAM)  (William  Barrett).  —  Théories  of  paralleusm.  An  /u'sto- 
rical  critique.  1  volume  in-K,  xvm-70  pages.  Cambridge,  at  tlie  Univer- 
sily  Press,  1910. 

Les  matières  que  contient  cet  Opuscule  étaient  rédigées  quand 
Sir  Thomas  L.  Healh  fit  paraître  son  savant  Ouvrage  intitulé  The 
Thirteen  Books  o/Euclid's  Eléments  (  1908).  M.  W.  B.  Frank- 
land  a  pensé  qu'il  n'était  cependant  pas  inutile  de  présenter  par 
•ordre  chronologique  les  idées  fondamentales  que  les  principaux 
géomètres  ont,  depuis  l'antiquité,  émises  sur  la  théorie  des  paral- 
lèles. Il  a  très  habilement  extrait  de  leurs  Ouvrages  tout  ce  qui  a 
Irait  à  cette  théorie,  dont  dérive  la  science  de  l'espace,  et  montré 
les  défauts  des  diverses  démonstrations  proposées  depuis  Euclide. 
Bien  que  le  travail  de  M.  Frankland  ne  soit  qu'une  esquisse  de 
1  importante  question  quia  suscité  tant  de  recherches,   il  est  très 


14  PREMIÈRE    PAIITIE. 

utile,  pince  qu'on  y  rencontre,  outre  les  indications  bibliogra- 
phiques sur  les  Ouvrages  des  géomètres  cités,  celles  qui  s.uit 
relatives  à  plusieurs  écrits  que  I  Vuteur  a  consultés  en  outre  de  ces 
On\  rages. 

Parmi  les  noms  des  ji  savants  dont  les  théories  du  parallélisme 
sont  exposées,  citons  Euclide,  Plolémée,  Gerbert,  Clavius,  ^  allis, 
Leibniz,  Lambert.  Bertrand  (de  Genève),  La  place,  Gauss,  Carnot, 
W.  etJ.  Bolvai,  Legendre,  Lobatchefsky,  Hiemann,  Cavlev,  Bel- 
trami,  Klein,  Newcomb.  Er.  L. 


D'ANDRÉ  (Le  Capitaine  i.  —  La  Mitrailleuse-aviatrice,    i  volume  in-S, 
xvi-289  pages,  1 1  figures.  Paris,  R.  Cliapelot  et  C".  1910. 

(  )u  -ail  que  l'aéroplane  .1  déjà  été  appliqué,  dans  L'art  militaire, 
aux  reconnaissances  et  au  jet  de  bombes  de  ménilile  ou  d'explo- 
sifs puissants.  Le  Capitaine  D'André,  de  la  Mission  française  du 
Pérou,  vienl  d'indiquer  un  autre  rôle  à  faire  jouer  à  l'avion  mili- 
taire. Ce  rôle  consiste  à  transporter  rapidement,  par-dessus  tous 
les  obstacles  du  terrain,  une  mitrailleuse  pour  faire  le  tir  soil  sur 
un  point,  soit  sur  une  ligne,  soit  sur  une  surface.  Dans  le  dernier 
cas.  le  clipsomètre  du  Capitaine  D'André  sert  à  déterminer  instan- 
tanément sur  la  carte  les  emplacements  de  tir  à  occuper  pour  raser 
les  positions  de  l'ennemi.  L'Auteur  démontre  qu'on  peut  trans- 
porter la  mitrailleuse  sur  un  appareil  dérivé  des  cerfs-volants  du 
Capitaine  Saconnay.  Le  tireur  reste  à  terre,  pointe  la  mitrailleuse 
à  la  bailleur  voulue  et  lance  l'engin  meurtrier  >ans  aucun  danger 
pour  lui-même.  Il  semble  que  ce  tir  transporté  par  avion  soit 
d'une  application  facile. 

Le  Livre  technique  du  Capitaine  D'André  est  écrit  d'une  plume 
alerte  et  facile,  comme  d'un  jet;  il  contient  un  grand  nombre 
(1  anecdotes  qui  en  rendent  la  lecture  attrayante;  enfin,  il  se 
termine  par  une  esquisse  des  progrès  obtenus  en  Aviation  depuis 
les  ornithoplères  jusqu'aux  aéroplanes  contemporains. 

Er.  L. 
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LEBOX  (Ernest).  —  Paul  Appell,  biographie,  bibliographie  analytique  des 
écrits,  i  volume  grand  in-S  do  71  pages,  orné  d'une  héliogravure  de 
Dujardin.  Paris,  Gauthier -Villars,  1910. 

Ce  Volume  intéressant  fait  partie  de  la  Collection  des  Savants 
du  Joui-  et  fait  suite  à  ceu\  qui  concernent  MM.  Heuri  Poincaré, 
Emile  Picard,  Gaston  Darboux.  L'auteur,  comme  dans  les  Ouvrages 
que  nous  venons  de  citer,  s'est  plu  à  parcourir  tous  les  écrits  origi- 
naux  de  M.  Appell  et  les  analyses  dont  ils  ont  été  l'objet.  Au  reste, 
nous  ne  pouvons  mieux  faire  que  de  reproduire  ici  les  paroles  que 
M.  Darboux  a  prononcées  en  présentant  le  Volume  à  l'Académie 
des  Sciences. 

<(  Celte  quatrième  Notice,  a  dit  M.  Darboux,  est  encore  consa- 
crée à  un  géomètre,  et  j'ajoute  à  un  de  nos  confrères  les  plus 
sympathiques,  Paul  Appell,  Doyen  et  Professeur  de  Mécanique  à 
la  Faculté  des  Sciences  de  Paris. 

»  On  y  remarque  le  même  soin,  la  même  compétence,  la  même 
exactitude  que  dans  les  Notices  précédentes  ;  j'y  dois  signaler  parti- 
culièrement la  Biographie  qui  ouvre  le  Volume  et  a  été  rédigée  par 
M.  Ernest  Lebou.  Elle  contient  les  détails  les  plus  touchants  sur 
la  vie  et  la  famille  de  notre  Confrère,  alsacien  d'origine,  et  qui  a 
toujours  conservé  au  fond  du  cœur  l'affection  la  plus  ardente  poul- 
ie pays  où  s'est  écoulée  sa  jeunesse  et  où  il  prend  tant  de  plaisir  à 
retourner  chaque  année. 

»  Ce  nouveau  Volume  estime  contribution  précieuse  à  l'histoire 
des  Sciences,  et  l'on  doit  désirer  que  M.  Ernest  Lebon  continue 
avec  la  même  ardeur  et  le  même  zèle  l'œuvre  si  utile  et  si  française 
à  laquelle  il  s'est  consacré.  » 


HEATH  1  Siu  Thomas  L.).  —  Diopiiantis  of  Alexanuhia.  A  studr  in  the 
History  of  Greek  Algebra.  Second  édition.  1  volume  largo  S  vo. ,  vn- 
387  pages.  Cambridge,  at  the  University  Press,  October  1910. 

L'Ouvrage  publié  en  1 885  par  M.  Thomas  Heath,  sur  Diophante, 
fut,  dans  ce  Bulletin  (  1 8 8 < j ,    p.  14S-10-),  l'objet  d'une    sérieuse 
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analyse  critique  due  au  regretté  Paul  Tannerv,  qui,  ensuite,  a  fixé 
définitivement  le  texte  grec  de  Diophante.  L'édition  s'épuisa  rapi- 
dement :  mais  l'auteur  ne  voulut  pas  en  donner  une  nouvelle  avant 
d'avoir  bien  étudié  tous  les  travaux  publiés  sur  Diophante  depuis 
une  vingtaine  d'années.  Il  a  tenu  compte  des  critiques  relatives 
aux  incorrections  que  Paul  Tannerv,  le  grand  historien  français 
des  Sciences,  avait  relevées  dans  Y  Appendice  de  la  première  édi- 
tion: des  Métriques  de  Héron  d'Alexandrie;  des  exemples  anciens 
de  l'Analyse  indéterminée  en  Grèce,  publiés  par  MM.  Heiberget 
Zeutlien  dans  Bibliotheca  mathematica  (1907-1908);  de  nom- 
breuses Notes  contenues  dans  ce  précieux  recueil;  des  aperçus  qui 
se  trouvent  dans  la  Real-Encyclopàdie,  de  Pauly-Wissowa ;  des 
renseignements  donnés  par  beaucoup  d'Ouvrages  ou  de  Périodiques 
cités  en  Notes  au  bas  des  pages. 

Cette  seconde  édition  contient  de  très  nombreuses  annotations, 
dues  ;'i  l'A  11  leur,  la  plu  part  inédites,  aux  propositions  de  Diophante  ; 
ces  annotations  sont  rarement  des  généralisations  ;  elles  ont  un  but 
plus  important  :  celui  de  donner,  outre  les  extensions  et  les 
méthodes  indiquées  par  Fermât  dans  ses  Notes,  des  comparaisons 
entre  les  méthodes  de  Diophante  et  celles  d'Euler  et  des  algébristes 
modernes  (p.  83-86).  Ces  comparaisons  montrent  que,  dans  cer- 
•lains  cas,  la  méthode  de  Diophante  est  plus  avantageuse  que  les 
méthodes  nouvelles  :  par  exemple,  pour  le  problème  de  F  «  équa- 
tion double  »,  la  solution  de  Diophante  dans  le  cas  général  est 
plus  simple  que  celle  d'Euler  dans  un  cas  particulier. 

L'Ouvrage  de  Sir  Thomas  Healh  est  formé  de  trois  parties. 

La  première  partie  1  p.  1-12-),  intitulée  Introduction,  établie  en 
comparant  les  résultats  de  nombreuses  et  savantes  recherches,  est 
divisée  en  six  chapitres.  Les  cinq  premiers  contiennent  une  Notice 
sur  Diophante  et  ses  travaux;  l'indication  détaillée  des  manuscrits 
cl  des  écrits  imprimés  relatifs  à  cet  arithméticien  grec;  l'explica- 
tion des  notations  et  des  définitions  adoptées  par  Diophante;  l'ex- 
posé des  méthodes  que  celui-ci  emploie  pour  résoudre  les  équa- 
tions déterminées  et  indéterminées,  avec  de  nombreuses  Notes  où 
ces  méthodes  anciennes  sont  comparées  aux  modernes;  les  porismes 
-et  propositions  relatifs  aux  propriétés  des  nombres  et  énoncés  ou 
appliqués  dans  Y  Arithmétique  de  Diophante;  un  chapitre  final  où 
j|  est  démontré  que  ce  dernier  n'a  pas  inventé  l'Algèbre  et  qu'il  n'a 
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pas  le  premier  résolu  les  problèmes  indéterminés  du  second  degré, 
mais  que  son  travail  sur  l'Arihmétique,  tout  en  étant  une  savante 
et  originale  compilation  des  découvertes  de  ses  devanciers,  con- 
tient de  nombreux  résultats  dus  à  ses  propres  recherches. 

La  seconde  partie  (p.  129-266)  est  divisée  en  trois  sections 
intitulées  The  Arithmetica,  On  polygonal  numbers  et  Conspec- 
tus  ofthe  Arithmetica.  La  première  section,  qui  est  la  plus  longue, 
contient  les  six  Livres  de  l'Arithmétique  de  Diophante.  Ces  Livres 
comprennent  seulement  des  solutions  de  problèmes  qui  sont  :  du 
premier  degré  dans  le  Livre  1,  du  deuxième  degré  dans  les  Livres  11 
et  III,  de  divers  degrés  supérieurs  au  premier  dans  les  Livres  IV, 
V  et  VI,  avec  des  applications  de  l'Algèbre  à  la  géométrie  du 
triangle. 

La  troisième  partie  (p.  267-380),  intitulée  Supplément,  est 
divisée  en  six  sections.  Les  cinq  premières  renferment  des  Notes, 
théorèmes  et  problèmes  de  Fermât  sur  la  décomposition  des 
nombres  en  deux,  trois  ou  quatre  carrés;  sur  diverses  formes  des 
nombres  premiers;  sur  l'équation  x- — Ay-  =  i,  avec  l'analyse 
des  nombreux  travaux  anciens  et  modernes  relatifs  à  celte  question  ; 
sur  l'expression  en  nombres  rationnels  des  côtés  d'un  triangle  rec- 
tangle, etc.  La  sixième  section  est  consacrée  à  quelques-unes  des 
plus  remarquables  solutions  données  par  Euler  aux  problèmes 
difficiles  de  Diophante. 

En  lisant  ce  qui  est  cité  par  Sir  Thomas  Heath  des  beaux  tra- 
vaux de  Fermai,  tant  dans  les  cinq  premières  sections  du  Supplé- 
ment que  dans  les  annotalions  aux  problèmes  de  Diophante,  on 
reconnaît  que  l'Auteur  a  voulu  tout  particulièrement  faire  l'éloge 
du  grand  Conseiller  au  Parlement  de  Toulouse,  en  essayant,  de 
combler  une  lacune  dans  l'histoire  des  Mathématiques. 

En.L. 


BLANCHI  (Luigi).  —  Vorlesungen  uber  Differentiai.geometrie,  auloii- 
sierte  deutsche  iibersetzung,  von  Max  Lukat.  Zweite  vermehrte  und 
verbesserte  Auflage.  In-8°,  xvm-72r  pages.  Leipzig  et  Berlin,  B.-IJ. 
Teubner,  1910. 

L'Ouvrage  excellent  de  M.  Bianchi  est  bien  connu  de  tous  ceux 
qui  travaillent  la  Géométrie  infinitésimale,  et  la  traduction   alle- 
Bull.  des  Sciences  mathém.,  2°  série,  t.  XXXV.  (Janvier  1911.)  2 
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mande  que  nous  devions  à  M.  Max  Lukat  avait  encore  élargi  le 
cercle  de  ses  lecteurs.  Il  faut  se  féliciter  que  cette  édition  ait  été 
rapidement  épuisée  el  qu'elle  ait  ainsi  donné  à  MM.  Bianclii  ci 
Lukal  l'occasion  île  nous  en  donner  une  seconde,  où  l'on  aura  pu 
tenir  compte  des  progrès  acquis  à  la  Géométrie  infinitésimale  dans 
ces  derniers  temps.  Bien  que  le  plan  de  l'Ouvrage  n'ait  pas  été 
essentiellement  changé,  il  nous  paraît  convenable  de  l'analyser 
Chapitre  par  Chapitre,  alin  que  nos  lecteurs  soient  bien  au  cou- 
rant des  précieux  matériaux  qu'ils  pourront  v  rencontrer  et,  au 
besoin,  utiliser  pour  leurs  études. 

Le  Chapitre  1  traite  de  la  théorie  des  courbes  à  double  courbure. 
Nous  y  signalerons,  à  côté  des  notions  élémentaires  et  essentielles, 
la  théorie  des  enveloppes  à  un  paramètre  et  des  surfaces  dévelop- 
pantes, celle  des  trajectoires  orthogonales  d'un  plan  mobile, 
quelques  mots  sur  les  courbes  de  Bertrand. 

Le  Chapitre  11  traite  des  formes  quadratiques  de  différentielles 
binaires. 

On  y  donne  la  notion  des  invariants  différentiels  et  des  para- 
mètres différentiels.  On  commence  par  le  paramètre  différentiel  de 
lîeltrami  Acp  dont  la  racine  carrée  s'appelle  aujourd'hui  le  gradient 
et  qui  donne  naissance  au  paramètre  mixte  A  (m,  '|),  Puis  l'on 
expose  la  théorie  de  l'équivalence  des  formes  de  différentielles 
en  introduisant  les  idées  et  les  notations  de  Christoffel.  Cela  con- 
duit au  second  paramètre  différentiel  de  lîeltrami  et  à  une  notion 
fort  importante  qui  a  été  mise  en  évidence,  croyons-nous,  pour  la 
première  fois,  par  M.  Bicci  :  celle  des  dérivées  secondes  d'une  fonc- 
tion selon  la  forme.  Poursuivant  l'élude  des  idées  de  Christoffel 
et  de  Riemann,  l'auteur  parvient  à  la  notion  de  courbure  d'une 
forme,  laquelle  le  conduit  à  étudier  les  formes  à  courbure  cons- 
tante et  en  particulier  à  courbure  nulle.  Le  Chapitre  se  termine 
par  deux  alinéas  qui  ne  sont  pas  les  moins  intéressants  et  qui  se 
rapportent  à  deux  formes  quadratiques  simultanées.  L'auleur  montre 
qu'il  existe  une  transformation  de  variables  qui  les  débarrasse  des 
rectangles,  ce  qui  équivaut  au  fond  à  un  théorème  célèbre  de 
Tissot.  Ce  sujet  pourrait  prendre  une  grande  extension.  M.  Bian- 
clii se  borne  à  indiquer  et  à  démontrer  ce  qui  lui  sera  utile  dans  la 
théorie  des  surfaces. 

Le  Chapitre  III  traite  des  coordonnées  curvilignes  sur  une  sur- 
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face  et  de  la  représentation  conforme.  Après  les  notions  élémen- 
taires, M.  Bianchi  montre  ce  que  deviennent  ici  les  symboles  de 
Christoffel,  les  paramètres  de  Beltrami,  la  courbure  de  la  forme. 
Il  considère  ensuite  en  particulier  les  systèmes  isothermes  d'où 
dérive  naturellement  un  aperçu  sur  le  problème  de  la  représenta- 
tion conforme  d'une  surface  sur  une  autre  et  en  particulier  sur  le 
plan.  On  trouve  dans  ce  Chapitre  quelques  mots  sur  la  projection 
stéréographique,  et  en  particulier  la  solution  d'un  problème  impor- 
tant pour  la  suite  :  détermination  de  tous  les  systèmes  orthogonaux 
formés  de  deux  familles  de  cercles  sur  la  sphère.  Eu  terminant, 
l'auteur  étudie  la  belle  réduction  due  à  Caylej  d'une  rotation 
autour  d'un  point  à  une  substitution  linéaire  effectuée  sur  la 
variable  complexe  attachée,  suivant  les  idées  de  Riemann,  à  un 
point  de  la  sphère. 

Le  Chapitre  IV  a  pour  titre  :  Les  équations  fondamentales  sur 
la  théorie  des  surfaces.  La  théorie  y  est  basée  sur  la  consi- 
dération des  deux  formes  quadratiques  fondamentales,  l'une 
représentant  l'élément  linéaire,  l'autre  étant  le  premier  membre  de 
l'équation  différentielle  des  lignes  asvmptotiques.  On  y  donne  les 
formules  de  Gauss,  celles  auxquelles  est  attaché  le  nom  de  Coda/.zi, 
et  l'on  démontre  que,  lorsqu'elles  sont  vérifiées,  il  existe  une 
surface  correspondante.  Puis  viennent  :  la  théorie  des  lignes  de 
courbure,  le  théorème  de  Meusnier,  le  théorème  d'Euler  sur  les 
courbures  normales,  l'indicatrice  de  Uupin,  la  courbure  totale  et 
moyenne,  la  notion  si  importante  aujourd'hui  des  systèmes  conju- 
gués, les  rapports  de  cette  théorie  et  de  celle  des  lignes  asymplo- 
tiques  avec  les  équations  linéaires,  suivis  de  quelques  applications. 

Le  Chapitre  suivant  traite  de  la  représentation  sphérique  des 
surfaces  d'après  les  idées  de  Gauss.  On  y  trouve  le  théorème 
d'Enneper  relatif  à  la  torsion  des  asymptotiques,  les  formules 
générales  relatives  à  la  représentation  sphérique,  la  théorie  du 
système  de  coordonnées  curvilignes  formé  par  les  lignes  asympto- 
tiques, les  formules  de  Lelieuvre,  l'étude  des  surfaces  rapportées  à 
un  système  isolherine-conjugué.  M.  Bianchi  a  désigné  sous  ce 
nom  les  systèmes  pour  lesquels  les  lignes  asymptotiques  ont  pour 
équations 

a  ±  iv  =  const., 

u  et  v  étant  les  coordonnées  curvilignes.  M.  Bianchi  fait  connaître 
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ensuite   les   formules    de   Weingarten  relatives  aux    coordonnées 
langentielles  et  termine  |>ar  une  application  :  la  détermination  des 
surfaces  qui  admettent  une  famille  de  lignes  de   courbure  situées 
dans  des  plans  parallèles. 

Le  Chapitre  VI  est  consacré  à  la  théorie  de  la  courbure  géodé- 
sique et  des  lignes  géodésiques.  Il  contient  la  formule  de  Bonnet, 
relative  à  la  courbure  géodésique;  celle  que  l'on  doit  à  Liouville 
pour  exprimer  la  courbure  totale  de  la  surface  à  l'aide  des  rayons 
de  courbure  géodésique  des  deux  courbes  coordonnées,  puis  vient 
l'équation  différentielle  de  la  ligne  géodésique,  l'application  du 
(aïeul  des  variations,  la  forme  que  Oauss  a  donnée  à  l'équation 
différentielle  îles  lignes  géodésiques,  la  théorie  des  courbes  paral- 
lèles, celle  des  cercles  géodésiques  (l'auteur  appelle  ainsi  les 
courbes  normales  à  toutes  les  géodésiques  passant  par  un  point  ). 
L'auteur  étudie  ensuite  l'élément  si  mal  dénommé  par  Ossian 
lionnet  :  torsion  géodésique.  Il  donne  les  théorèmes  généraux 
relatifs  à  l'intégration  de  l'équation  différentielle  des  lignes  géo- 
désiques et  considère  en  particulier  ce  que  l'on  appelle  l'élément 
linéaire  de  Liouville.  Puis  vient  le  théorème  de  Gauss  sur  la 
courbure  totale  d'un  triangle  géodésique  et  la  propriété  bien 
connue  des  systèmes  de  coordonnées  curvilignes  formés  de  deux 
familles  de  courbes  à  courbure  géodésique  constante. 

Le  Chapitre  VII  aborde  la  théorie  des  surfaces  applicables. 
L'auteur  résout  d'abord  le  problème  fondamental  :  reconnaître  si 
deux  surfaces  sont  applicables  l'une  sur  l'autre.  Cela  le  conduit  à 
parler  des  surfaces  à  courbure  constante,  de  celles  qui  peuvent 
être  appliquées  sur  elles-mêmes  par  un  mouvement  continu  des 
surfaces  de  révolution  qui  sont  applicables  les  unes  sur  les  autres, 
du  théorème  de  Bour,  relatif  aux  surfaces  hélicoïdes.  Puis  vient  le 
problème  île  la  recherche  des  surfaces  applicables  sur  une  surface 
donnée.  On  y  donne  l'équation  aux  dérivées  partielles  du  second 
ordre  dont  dépend  une  des  coordonnées  du  point  de  la  surlace 
cherchée.  Puis  on  examine  différentes  questions  relatives  à  la 
déformation.  Vient  ensuite  une  théorie  importante  relative  à  ce 
que  M.  Bianchi  appelle  les  asymptotiques  virtuelles,  c'est-à-dire 
les  lignes  qui  peuvent  devenir  virtuelles  après  la  déformation. 

Le  Chapitre  Vlll  contient  l'application  des  théories  précédentes 
à  la  déformation  des   surfaces  gauches.    On    démontre  d'abord   le 
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théorème  de  Bonnet  d'après  lequel  deux  surfaces  gauches  applicables 
l'une  sur  l'autre  doivent  avoir  leurs  génératrices  rectiligr.es  corres- 
pondantes, à  moins  qu'elles  ne  soient  applicables  sur  une  surface 
du  second  degré.  1\1.  Bianchi  définit  la  ligne  de  striction  d'une 
surface  réglée  et  démontre  à  ce  sujet  une  proposition  également 
due  à  Bonnet;  puis  il  fait  connaître  l'équation  et  les  propriétés  des 
lignes  asvmptoliques  curvilignes,  la  notion  de  point  central  due  à 
Chasles.  Il  développe  ensuite  les  méthodes  que  Mi nding- et  Bel tra mi 
ont  données  pour  l'élude  de  la  déformation.  Le  Chapi  Ire  se  termine 
par  la  recherche  des  surfaces  réglées  applicables  sur  des  surfaces 
de  révolution  et  par  la  démonstration  d'un  remarquable  théorème 
de  M.  Chieffi.  Ce  théorème  peut  s'énoncer  comme  il  suit  : 

Considérons  une  surface  (S)  applicable  sur  une  surface  réglée  (B), 
mais  cela  de  telle  manière  que  les  géodésiques  g  de  (S)  cpii 
correspondent  aux  génératrices  rectilignes  de  (B)  ne  soient  pas 
elles-mêmes  rectilignes.  Prenons  sur  (S)  une  asymptotique  quel- 
conque a  et  construisons,  en  chaque  point  de  a,  la  tangente  à  la 
ligne  géodésique  g  qui  y  passe.  Toutes  ces  tangentes  engendrent 
une  surface  réglée  (B)  qui  est  applicable  sur  (S)  avec  conservation 
de  l'asymptotique  a. 

Le  Chapitre  IX  traite  de  la  surface  des  centres  de  courbure  et 
des  théorèmes  de  W  eingarien,  On  y  fait  connaître  en  particulier 
les  théorèmes  de  Bibaucour  relatifs  à  la  correspondance  des 
lignes  asymptotiques  et  des  lignes  de  courbure  sur  les  deux  nappes 
de  la  développée. 

Le  Chapitre  X  considère  les  congruences  rectilignes.  On  y  définit 
les  points  limites,  les  plans  principaux,  les  surfaces  focales.  Des 
alinéas  particuliers  sont  consacrés  aux  congruences  isotropes 
de  Bibaucour,  au  théorème  de  Malus-Dupin,  à  la  détermination 
des  congruences  d'après  leur  image  sphérique,  aux  congruences  de 
M.  Guichard. 

Le  Chapitre  XI  traite  de  la  déformation  infiniment  petite  et  de 
la  correspondance  avec  orthogonalité  des  éléments.  M.  Bianchi  y 
introduit  la  fonction  caractéristique  de  Weingarten,  donne  l'équa- 
tion à  laquelle  elle  satisfait  et  fait  connaître  diverses  propriétés 
relatives  à  ce  sujet,  qui  pourrait  recevoir,  pour  ainsi  dire,  des 
développements  illimités.  Signalons  en  particulier  l'étude,  d'après 
Bibaucour,  d'une  classe  de  congruences  rectilignes   dont  les  sur- 
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laces  développables  coupent  la  surface  moyenne  suivant  un  système 

conjugué. 

Le  Chapitre  XII  envisage  ce  que  M.  Bianclii  appelle  les  con- 
gruences  \\  .  Ce  sont  les  congruencès  telles  que  les  asymptotiques 
se  correspondent  sur  les  deux  nappes  de  la  surface  focale.  Elles 
ont  été  déterminées  en  premier  lieu  par  M .  <  ïuichard.  <  !e  Chapitre 
contient  aussi  la  détermination,  faite  pour  la  première  fois  par 
M.  Darboux,  des  surfaces  applicables  sur  le  paraboloïde  de  révo- 
lution et  un  théorème  de  M.  Cosserat  relatif  à  la  déformation 
continue  d'une  surface  dans  laquelle  un  système  conjugué  ne 
cesse  pas  d'être  conjugué. 

Le  (  iha  pitre  XIII  est  intitulé:  Les  systèmes  de  cercles  normaux. 
On  \  recherche  d'abord  la  condition  pour  qu'une  congruence  de 
courbes  admette  des  surfaces  trajectoires  orthogonales  et  on  l'ap- 
plique tout  de  suite  au  cas  important  où  les  courbes  sont  des 
cercles.  C'est  donc  au  fond  la  théorie  des  systèmes  cycliques  qui 
^e  trouve  développée  ici.  On  a  l'essentiel  des  propositions;  l'étude 
des  axes  des  cercles,  l'existence  du  système  triple  correspondant, 
les  sysiè s  cycliques  où  tons  les  cercles  ont  le  même  rayon,  etc. 

Les  Chapitres  XIV  el  \\  aboi-dent  la  théorie  si  intéressante 
des  surfaces  minima. 

Le  Chapitre  XV,  notamment,  traite  de  ce  que  M.  Darboux  a 
appelé  le  problème  de  Plateau.  Une  large  part  y  est  faite  aux 
recherches  fondamentales  de  M.  Schwarz. 

Le  Chapitre  XVI  traite  de  la  géométrie  pseudosphérique.  Ony 
fait  la  carte  de  la  pseudosphère  sur  le  demi-plan  et  l'on  y  développe 
toutes  les  relations  aver  la  Géométrie  non  euclidienne.  Signalons 
en  particulier  la  représentation  de  Beltrami,  dans  laquelle  les 
géodésiques  de  la  surface  sont  représentées  par  les  droites  de  la 
<  larte. 

Le  Chapitre  XVII  traite  de  la  détermination  des  surfaces  pseudo- 
sphériques  et  de  la  belle  transformai  ion  de  Bâcklund.  iM.  Bianchi 
\  montre  ce  que  l'on  peut  tirer  du  théorème  général  de  Cauchy 
relatif  à  l'intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles  et  il 
applique  la  méthode  d'approximation  successive  de  M.  Emile 
Picard  à  la  détermination  de  la  surface  pseudosphérique  admettant 
deux  asymptotiques  données  a  priori.  A  propos  de  la  transfor- 
mation de  Bâcklund,   M.    Bianchi   développe  son  beau   théorème 
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relatif  à  la  permutabilité  des  transformations,  el  il  utilise  les 
transformations  imaginaires  conjuguées  introduites  dans  celte 
théorie  par  M.  Darboux. 

Le  Chapitre  XV111  est  consacré  au  développement  des  très 
beaux  théorèmes  f|ue  M.  Guichard  a  fait  connaître  en  1899  sur  la 
déformation  des  quadriques  de  révolution,  théorèmes  qui  ont 
été  ensuite  démontrés  de  différentes  manières  par  M.  Darhoux  et 
par  l'auteur. 

Les  Chapitres  XIX  à  XXI  contiennent  le  développement  des 
belles  recherches  de  M.  Bianchi  sur  la  déformation  des  quadriques, 
recherches  qui,  comme  on  sait,  ont  été  couronnées  par  l'Académie 
des  Sciences  de  Paris. 

L'Ouvrage  se  termine  par  trois  Chapitres  consacrés  à  la  théorie 
des  s\  sternes  triples  orthogonaux.  Dans  le  dernier,  l'auteur  fait 
connaître  ce  que  l'on  doit  à  M.  \\  eingarten  et  à  lui-même  sur  les 
familles  de  Lamé  formées  avec  des  surfaces  à  courbure  constante. 

Cet  exposé  des  principales  théories  contenues  dans  les  divers 
Chapitres  de  l'Ouvrage  que  nous  analysons  explique  le  succès  qu'a 
obtenu  l'édition  précédente  et  fait  prévoir  celui  qui  attend  égale- 
ment la  nouvelle  édition.  J.  G. 


MELANGES. 


SUR  LA  CONSTRUCTION  DES  CARTES  GÉOGRAPHIQUES; 
Pau  M.  Gaston  DARHOUX. 


Dans  un  beau  Mémoire  sur  la  construction  des  Caries  géogra- 
phiques [voir  les  CJEuvrcs  complètes  de  Tchebychef,  t.  I,  p.  283 
et  suiv.),  Tchebvchef  s'est  occupé  d'une  très  intéressante  que>- 
lion  relative  aux  Cartes  géographiques.  Parmi  tous  les  modes  de 
représentation   conforme    qu'on    peut   appliquer    à    la    Carte   d'un 
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pays  lel  que  la  France,  la  Russie,  etc.,  il  a  cherché  celui  qui 
devait  être  le  plus  avantageux,  et  il  est  arrivé,  au  moins  dans  le 
cas  des  surfaces  de  révolution,  à  une  conclusion  très  simple.  C'est 
que  ce  mode  le  plus  avantageux,  s'il  existe,  doit  être  celui  pour 
lequel  le  rapport  de  similitude  de  la  Carte  à  la  région  représentée 
doit  être  constant  pour  tout  le  contour  de  la  région. 

Ce  beau  théorème  n'est  pas  démontré,  ni  même  énoncé  net- 
tement. Tchebychef  n'a,  malheureusement,  pas  publié  le  dévelop- 
pement de  son  analyse.  C'est  ce  développement  que  nous  nous 
proposons  de  donner  ici,  en  envisageant  des  le  débul  une  surlace 
quelconque. 

Quelle  est  d'abord  la  définition  du  meilleur  mode  de  représen- 
tation conforme  pour  un  pays?  Lagrange,  dans  ses  Mémoires  sur 
les  Cartes  géographiques;  Bonnet,  qui  l'a  suivi  dans  sa  thèse  de 
doctorat,  ne  s'étaient  élevés  à  aucune  théorie  générale.  Voici  sans 
doute  comment  on  peut  rétablir  la  conception  de  Tchebychef. 

La  variation  d'une  fonction  autour  d'un  point  d'une  surface 
dépend,  comme  on  sait,  de  son  gradient ,  c'est-à-dire  de  la  dé- 
rivée de  la  fonction  suivant  la  direction  de  la  normale  à  la  courbe 
sur  laquelle  la  fonction  demeure  constante.  Si  l'élément  de  la  sur- 
face est  donné  par  la  formule 

(i)  ds*-  =  E  du"-  -+-  i  V  du  dv  -+-  G  dv\ 

et  si  l'on  introduit  le  paramètre  différentiel  du  premier  ordre 
E(d-ïY-iFd-ïd-l  +  G  (*±Y 

dv                 dv   du           '  Ou  I 
(2)  *?  =  -        iÏG^ 

on  sait  que  le  gradient  de  3  est  égal  à  yA».  Si  m  est  le  rapporl 
île  similitude  de  la  Carte  à  la  surface,  on  pourrait  être  conduit  à 
considérer  le  gradient  de  m  ;  niais,  de  même  qu'on  préfère  les  er- 
reurs relatives  aux  erreurs  absolues,  il  semble  qu'il  vaut  mieux 
considérer  le  gradient  de  log/n. 

(  )u  pourrait  chercher  à  rendre  le  plus  petite  possible  la  valeur 
moyenne  de  ce  gradient.  Mais,  comme  il  est  irrationnel,  nous  prê- 
terons, en  souvenir  de  la  méthode  des  moindres  carrés,  prendre 
la  seconde  puissance.  Et  nous  considérerons  comme  le  mode  le 
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plus  avantageux  celui  pour  lequel  la  râleur  moyenne  du  carré 
du  gradient  de  log/«  sera  la  plus  petite  possible. 

(Jette  valeur  mo\enne  est  égale  au  quotient,  par  l'aire  de  la  ré- 
gion à  représenter,  de  l'intégrale  double 


i  \) 


I  =   /    fllogmda, 


où  da  désigne  l'élément  d'aire  et  où  l'intégration  est  étendue  à 
toute  la  région  considérée.  C'est  donc  l'intégrale  I  qu'il  s  agit  de 
rendre  minimum. 

On  sait  d'ailleurs,  depuis  Beltrami,  que  toutes  les  valeurs  pos- 
sibles de  m  satisfont  à  l'équation  aux  dérivées  partielles  du  se- 
cond ordre 


(4) 


A,  h 


K    et    IV  étant    les    rayons     de    courbure    aux    points    considérés 
et  A2o  désignant  le  paramètre  différentiel  du  second  ordre 

_  J_    0    I G  <te         F   da\         i     à   !  E   d<s>         F   d<f  \ 
!'f  -  H  dû\  Tî  dû  ~~  ïï  dv)  ~+"  H  Tv  \H  dv   ~~  H  dû)' 

où  l'on  a  posé 


(6)  H  =  y/liG  —  K-'. 
D'après  cela,  si  l'on  pose 

(7)  logTO  ==  O 

et  si  l'on  donne  à  ts  un  accroissement  'i,  il  résulte  de  l'équation  1  i  1 
que  'l  satisfera  nécessairement  à  l'équation 

(8)  A2.i  =  o 

et   sera,    par   conséquent,    ce  qu'on    appelle    une  fonction  har- 
monique. 

Lorsqu'on  aura   donné  à  es  l'accroissement  i,  on  aura  évidem- 
ment 

(9;  81  =  2/    /a(o,  ^i)da-h  I    I  tvbda. 

Or  on  a,  d'après  la  formule  de  Green  et  en  tenant  compte  de 
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l'équalion  (S), 

l'intégrale  du  second  membre  étant  étendue  à  tout  le   contour  de 

la  région  et  -¥-  désignant  la  dérivée  de  tL  suivant    la  normale  inté- 
gra °  • 

rieure  au  contour.   Nous  aurons  donc,   pour  81,  l'expression  défi- 

inl  i\  i' 

Remarquons  d'ailleurs  que  la  formule  de  Green,  appliquée  au 
cas  où  l'on  suppose  »  =  i,  nous  donnerait  la  relation 

fÔ-±ds  =  o 

qui  assujettit  à  une  condition  les  valeurs  que  prend  -'-  sur  le  con- 
1  ■'  '       '  On 

tour. 

Gomme  on  peut  toujours  supposer  la  fonction  iL  multipliée  par 
une  constante  aussi  petite  qu'on  le  veut,  il  est  clair  qu'en  eff'ec- 
Luanl  cette  opération  on  pourra  donner  au  siyne  du  second  membre 
de  la  formule  (i  i)  celui  de  l'intégrale  simple.  Donc  une  condition 
nécessaire  du  minimum  sera  qu'on  ail 


(,3)  /'3 

•/ri      ÔH 


ds  —  o. 


Remarquons  d'ailleurs  que  cette  condition  sera  suffisante;  car 
si  elle  est  remplie,  ol  se  réduira  à  une  intégrale  double  dont  tous 
le-  éléments  seront  positifs. 

Nous  verrons  plus  loin  qu'on  peut  toujours  trouver  une  fonc- 
tion harmonique  •!/  lelle  que  —  prenne  telles  valeurs  qu'on  voudra 

sur  le  contour,  à  la  seule  condition  que  ces  valeurs  satisfassent  à 
la  relation  (12). 

Il  faudra  donc  que  la  relation  (  1  3  )  soit  une  simple  conséquence 
de  l'équation  (12)  et,  par  conséquent,  que  i  se  réduise  à  une 
constante  sur  loul  le  contour. 

vmsi,  le  meilleur  mode  de  représentation  conforme,  lelque 
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nous  l'avons  défini,  est  celai  pour  lequel  le  rapport  d<-  simili- 
tude est  constant  tout  le  lo/is  du  contour. 

Nous   serions   donc   ramenés  an   problème   d'Analyse   suivant  : 

Trouver  sur  la  sur/ace  une /onction  "/.  satisfaisant  à  l'équa- 
tion aux  dérivées  partielles 

04) 

et  prenant  des  valeurs  constantes  sur  le  contour  de  la  région 
à  représenter. 

Cette  question  n'a  pas  été  étudiée  dans  toute  sa  généralité,  mais 
on  peut  la  ramener,  quand  on  connaît  déjà  une  représentation 
conforme  de  la  région,  ce  cpii  est  le  cas  pour  les  surfaces  de  révo- 
lution et  les  surfaces  du  second  degré,  à  un  problème  de  Géométrie 
plane  qui  a  été  parfaitement  étudié. 

Supposons,  en  effet,  que  l'élément  linéaire  de  la  surface  ait  été 
ramené  à  la  forme 

<  1  ")  1  ds-  =  n-(  dy.'  ~  d  ;      . 

Pour  tout  autre  mode  de  représentation,  il  faudra  trouver  le 
facteur  A  tel  qu'on  ait 

(16)  X3  ds-  =  ds'-. 

ds'-   étant   l'élément   linéaire  d'un  plan,   et    A  satisfera   à  l'équa- 
tion (i4)- 

Or,  —  est  une  solution  évidente  de  celte  équation,  et  par  con- 
séquent, si  l'on  pose 

(17)  \n  =  eV-, 
u.  devra  satisfaire  à  l'équation 

(18)  A,u  =  o 
qui  se  réduit  ici  à  la  forme 

'"  -PT+  TÔT   =°- 

Ainsi  nous  sommes  ramenés  au  problème  suivant  : 
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Trouve}-  une  fonction  harmonique,  c'est-à-dire  une  Jonction 
qui  satisfasse  à  V équation  (19)  dans  toute  l'étendue  de  l'aire 
/ilane  correspondant  à  la  région  considérée  de  la  sur/ace  et 
qui,  sur  le  contour  de  cette  aire  plane,  se  réduise,  d'après 
l'équation  (17))  à  la  fonction  connue 


Or,  ce  problème  est  de  ceux  qu'on  sait  aborder  par  les  procédés 
s  plus  variés. 
L'intégrale 


f 


On 


se  transportant  sans  modification  quand  on  passe  de  la  surface  au 
plan,  puisque  ds  et  dn  sont  altérés  dans  le  même  rapport,  on  voit 
que,  pour  justifier  l'hypothèse  que  nous  avons  laite  au  cours  de  la 
démonstration,  il  suffit  de  supposer  que  cette  hypothèse  esl 
vérifiée  dans  le  cas  du  plan,  ce  qui  est  une  proposition  bien 
connue. 


SUR  UN  PROBLÈME  POSÉ  PAR  LAGRANGE; 
Par  M.  Gaston  DVRBOUX. 


On  sait  que  c'est  Lai;range  qui,  le  premier,  dans  des  Mémoires 
sur  ta  construction  des  Car/es  géographiques,  s'est  posé  et  a 
résolu  le  problème  de  représenter  d'une  manière  conforme  la  sur- 
lace  terrestre  sur  un  plan,  de  telle  manière  (pie  les  méridiens  et 
les  parallèles  soient  représentés,  les  uns  et  les  autres,  par  des 
cercles.  La  solution  donnée  par  Lagrange  peut  s'énoncer  au- 
jourd'hui de  la  manière  suivante  : 

1"  On  effectue,  en  prenant  le  pôle  comme  point  de  vue,  une 
projection  stéréographique  sur  le  plan  de  l'équateur;  celte  pro- 
jection donne  une  première  carte  de  la  surface  que  nous  appelle- 
rons la  carte   \  ; 
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20  On  soumet  la   carte  A  à    une   transformation    de   Lambert, 
c'est-à-dire  à  une  transformation  délinie  par  les  équations 


où  ;,  M  ;  0'.  w'  désignent  les  coordonnées  polaires  des  deux  points 
correspondants,  rapportées  au  centre  de  la  sphère  comme  pôle  : 
cela  donne  une  seconde  carte  que  nous  appellerons  la  carte  B: 

3°  On  soumet  la  carte  B  à  une  inversion  quelconque  dont  le 
pôle  est  dans  le  plan  de  l'équateur,  ce  qui  donne  la  carte  défini- 
tive c. 

La  constante  c  est  dite  l'exposant  de  la  projection. 

Cela  posé,  Lagrange  se  propose  le  problème  suivant  :  étant 
donnés  trois  points  sur  la  sphère,  peut-on  faire  une  carte,  d'expo- 
sant donné,  de  telle  manière  qu'ils  soient  représentés  par  trois 
points,  arbitrairement  choisis  sur  la  carte'.' 

«  Ce  problème,  dit  Lagrange,  me  paraît  assez  difficile  à  résoudre 
par  la  Géométrie;  et  quant  à  la  solution  algébrique,  je  ne  l'ai  pas 
leulée,  soit  pour  ne  pas  trop  mécarter  de  mon  sujet,  soit  aussi 
parce  qu'il  me  semble  qu'elle  ne  serait  d'aucun  usage,  à  moins  que 
l'on  ne  pût  ensuite  la  ramener  à  une  solution  aisée.  » 

Les  progrès  de  nos  méthodes  géométriques  nous  permettent  de 
résoudre  aisément  et  avec  élégance  ce  problème  que  Lagrange  n'a 
lait  qu'indiquer.  En  effet,  puisque  l'exposant  de  la  carte  estdonné, 
il  n'y  a  d'arbitraire  dans  la  solution  donnée  plus  haut  que  le  pas- 
sage de  la  carte  B  à  la  carte  C.  Et  le  problème  posé  par  Lagrange 
se  transforme  en  celui-ci  : 

Etant  donné  dans  le  plan  un  triangle  ABC,  y  a-l-il  une  inversion 
qui   le    transforme   en   un  triangle   égal   à  un  autre   triangle  donné 

Et  ce  problème  se  résout  et  se  discute  facilement. 

Soit,  en  effet,  O  le  pôle  de  l'inversion  cherchée,  pôle  situé  dans 
le  plan  de  ABC.  Celte  inversion  transformera  le  triangle  ABC  en  un 
triangle  A,B,C|,  qu'on  appelle  le  triangle  invariable  du  quadri- 
latère 0\BC,  et  qui  ne  changerait  pas  de  forme  si,  au  lieu  de  sou- 
mettre le  quadrilatère  à  une  iiiver-i<>ii  de  pôle  (  ).  on  le  soumettait 
à  une  inversion  ayant  pour  pôle  l'un  des  points  A,  B,  C.  On  esl 
donc  conduit  à  la  construction  suivante  : 

On  fait   une  inversion  de   pôle   A  et   de    module  ABAC,   par 
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exemple,  qui  transforme  le  point  I!  en  un  point  G'  et  le  point  C 
en  un  point   B    i  fig.   i).  l'uis   surB'C    on   construit    un   triangle 


\  l!(',  semblable  au  triangle  donné  \I,\>»V.I,  {  fig.  i).  L'homo- 
logue O  de  \  dans  l'inversion  considérée  est  le  pôle  de  l'inver- 
sion cherchée.  Quant  au  module  de  celte  inversion,  il  se  définira 

par  la  condition  que  la  di^t :e  des  deux  points  dérivés  de  13,  G 

par  exemple,  soit  B„  C„. 

On  a  ainsi  la  solution  complète  du  problème.  Comme  il  \  a 
deux  positions  pour  \  .  symétriques  l'une  de  l'autre  par  rapport 
à  B  (  '.'.    il  \  ,i  deux  inversions  distinctes,  toutes  deux  réelles. 

<  >n  aurait  pu  recourir  a  une  autre  construction  géométrique, 
en  remarquant  que  les  angles  du  triangle  donné  A0B0C0  doivent 
être  égaux  aux  différences  des  angles  A.OB  et  ACB,  BOC  et  I!  \<  1. 
COA  et  GBA,  et  que,  par  suite,  on  connaît  les  angles  sous 
lesquels  on  voit  du  point  O  les  côtés  du  triangle  ABC  On  aurait 
été  ainsi  ramené  au  problème  de  Pothenot,  mais  cette  solution 
nous  a  paru  moins  nette  que  celle  à  laquelle  nous  nous  sommes 
arrêtés. 
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DARBOUX  (G.i.  —  Leçons  sir  les  systèmes  orthogonaux  et  les 
coordonnées  ciirvilignes.  Deuxième  édition,  augmentée,  i  volume 
î ii— s .  567  pages.  Paris,  Gauthier-Villars.  1910. 

Celte  nouvelle  édition  de  l'Ouvrage,  bien  connu,  de  M.  Dar- 
boux  se  distingue  de  la  précédente  par  de  nombreuses  additions. 
Tel  qu'il  est  constitué,  cet  Ouvrage  renferme  les  résultats  essen- 
tiels acquis  actuellement  sur  la  belle  théorie  inaugurée  par  les 
travaux  de  Lam  é. 

Il  me  semble  inutile  d'examiner  les  questions  qui  ont  été  trai- 
tées dans  la  première  édition;  il  y  a  là,  sans  doute,  des  résultats 
bien  intéressants  :  mais  tous  ces  résultats  sont  bien  connus  du  pu- 
blic géomètre.  Je  me  bornerai  donc  à  l'analyse  des  additions  qui 
caractérisent  cette  nouvelle  édition. 

Tout  d'abord,  quand  on  veut  déterminer  des  systèmes  triples 
satisfaisant  à  des  conditions  données,  on  trouve  que  les  fonctions 
inconnues  qui  donnent  la  solution  du  problème  satisfont  à  de> 
équations  aux  dérivées  partielles  dont  le  nombre,  en  général,  sur- 
passe celui  des  fonctions  inconnues.  Il  importe  de  fixer  ce  qu'on 
appelle  le  degré  de  généralité  du  problème,  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  ies  conditions  aux  /imites  qu'on  peut  imposer  aux. 
fonctions  inconnues. 

Dans  la  plupart  des  cas,  on  peut  ramener  ces  systèmes  d'équa- 
tions à  un  système  d'équations  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre  qui  peuvent  être  résolues  par  rapport  à  toutes  les  dérivées 
qui  y  figurent  des  fonctions  inconnues.  Ces  systèmes  rentrent 
donc  dans  le  type  suivant  :  Si  u,.  '/...  ....  u„  sont  les  fonctions  in- 
connues: xt,  Xn,  ...,  xm  les  variables  indépendantes,  on  a  des 
équations  de  la  forme 

àui        ,    , 

s;  =/«(»*»**)■ 
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Quand  /  est  donné,  h  peut  prendre  une  ou  plusieurs  des  valeurs 
de  la  série  i.  a,  ....  m  ;  les  seconds  membres  fa,  son!  des  fonc- 
tions arbitraires  des  inconnues  et.  des  variables  indépendantes. 

L'auteur  examine  d'abord  le  cas  où  le  système  contient  une  dé- 
rivée et  une  seule  de  chaque  fonction  inconnue  :  à  cbaque  valeur 
de  /correspond  une  seule  valeur  de  h.  En  employant,  au  lieu  des 
séries  de  Caucby,  les  très  élégantes  méthodes  d'approximation  de 
M.  Picard,  l'auteur  établit  que  si  l'on  adopte  un  système  de  valeurs 

initiales  des  variables  indépendantes  ./•".  x\ '•",.  le  système 

admet  une  solution  et  une  seule,  telle  que  chaque  fonction  incon- 
nue m  se  réduise  pour  x/,  =  x'I  à  une  fonction  arbitraire  de~  va- 
riables autres  que  X/,.  Ce  théorème  suppose  que  dans  le  voisinage 
des  valeurs  initiales  des  fonctions  et  des  variables  les  fonction*  / 
satisfont  à  des  conditions  de  continuité  qui  sont  indiquées  d'une 
façon  très  précise. 

Vient  ensuite  le  cas  où  toutes  les  dérivées  de  chaque  fonction 
inconnue  figurent  dans  les  équations;  on  suppose,  bien  entendu. 
que  les  conditions  d'intégrabilité  sont  vérifiées  identiquement.  *  >n 
a  alors  ce  qu'on  appelle  un  système  complet. 

Entre  ces  deux  cas  extrêmes  se  trouve  le  cas  où  l'une  au  moins 
des  fonctions  inconnues  ligure  dans  les  équations  avec  plusieurs 
dérivées.  On  suppose  que  toutes  les  conditions  d'intégrabilité 
soient  satisfaites  identiquement;  dans  ces  conditions,  choisissons 
un   système  .r",  x",   ....  x°m  de   valeurs   de   variables;   désignons 

para:,,.  Xi* r,p  les  variables  par  rapport  auxquelles  on  donne 

les  dérivées  de  la  fonction  u,\  le  système  admet  une  solution  el 
une  seule  telle  que  chaque  fonction   inconnue  n,  se  réduise  pour 

.r,,  =  .r"1,  xlî  =  xfi,  ...,  ,r,/,=  ./•",,. 

à  une  fonction  arbitraire  des  variables  autre  que  les  X{. 

Les  applications  aualytiques  et  géométriques  de  ces  théorèmes 
sont  nombreuses. 

Au  point  de  vue  analytique,  M.  Darboux  applique  ces  considé- 
rations à  l'équation 

<>2z     _  p  I  .    0_z_     (>£  . 

àx  dy  \    '  ■^'  **'  Ox  '  iiy  ) 

qui  a  été  l'objet  de  belles  études  de  M.  Picard. 
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Il  examine  ensuite  le  système 

e<><fc  ^-''r7"'  ày'   àz)' 

c*-(l     _       /  _    </0     ()0\ 

-'.-  tAr  —  *s\a  '■''"•  àz'  ù~r)  ' 

•r-1)     _       t  M     d6\ 

àx.dy       ■  <l  ''■■'■-■  te'  dy)' 

Ce  système,  qu'on  rencontre  souvent  en  géométrie,  en  particu- 
lier dans  la  recherche  des  systèmes  conjugués  à  trois  variables, 
admet,  si  les  conditions  d'intégrabilité  sont  satisfaites  identique- 
ment, une  solution  et  une  seule,  dans  laquelle  H  se  réduit  à  une 
fonction  arbitraire  de  chacune  des  variables  quand  on  donne  aux 
deux  autres  leurs  valeurs  initiales.  Il  est  clair  que  les  valeurs  ini- 
tiales de  ces  trois  fouet  ions  arbitraires  doivent  être  égales. 

Les  principales  applications  géométriques  concernent  les  sys- 
tèmes à  lignes  conjuguées  que  l'auteur  a  déjà  étudiées  dans  la 
quatrième  Partie  de  ses  Leroux  sur  la  théorie  des  surfaces. 

Si  l'on  cherche  deux  systèmes  de  coordonnées  curvilignes  dans 
l'espace,  tels  qu'aux  points  correspondants  les  plans  tangents  aux 
surfaces  coordonnées  soient  parallèles  (les  tangentes  aux  courbes 
coordonnées  seront  aussi  parallèles),  on  trouve  que  les  systèmes 
sont  à  lignes  conjuguées.  [On  exclut,  bien  entendu,  le  cas  de 
deux  systèmes  homothétiques  .]  Réciproquement,  tout  système  à 
lignes  conjuguées  admet  une  infinité  de  systèmes  parallèles. 

L'auteur  fixe  le  degré  de  généralité  de  ces  systèmes  à  lignes 
conjugués  et  arrive  à  la  propriété  géométrique  suivante  : 

Considérons  trois  surfaces  (S),  (S,),  (S2)  se  coupant  en  un 
point  M,  et  désignons  par  (C,-)  la  courbe  d'intersection  des 
deux  surfaces  (5*)  et  (S;)-  Nous  supposerons  que  les  trois  sur- 
faces soient  assujetties  à  l'unique  condition  que  les  tangentes 
en  M  cl  (C/s)  et  à  (C/)  soient  des  tangentes  conjuguées  de  {  -, ■). 
Alors,  il  sera  possible,  et  d'une  infinité  de  manières,  de  tracer 
sur  chaque  suif  ace  (S/)  un  réseau  conjugué  comprenant  les 
courbes  (C/,)  et  (C/).  Quand  on  aura  ainsi  tracé  les  trois 
réseaux  sur  les  surfaces  (S;),  ce  qui  comporte  l'introduction 
de  trois  fonctions  arbitraires  de  deux  variables,  il  existera  un 
système  de  coordonnées  à  lignes  conjuguées,  cl  un  seul,  com- 
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prenant  coin  me  surfaces  coordonnées  les  trois  surfaces  (S,-)  et 
comme  courbes  coordonnées  toutes  celles  des  trois  réseaux 
tracés  sur  les  surfaces  (S,-). 

La  détermination  des  systèmes  à  lignes  conjuguées  dépend  de 
l'intégration  des  systèmes  suivants  : 

(B)  ';'-  =  ^u,, 

(C)  Si  =  P««*. 

(D)  ^  =  H'U'- 

On  peut  ramener  l'intégration  du  système  (A)  à  la  détermina- 
tion d'une  fonction  V  qui  satisfait  à  une  équation  du  sixième 
ordre  ;  cette  fonction  V  est  telle  que 

3     H     -    ^V  9.     B     -     ""' V  H     fi     _    "'V 

poipio—  3 — ; — >  piiPsi —  j — 3 — >  P2o;302=-; — ; 

Oo  <l0\  optdpî  do  do3 

L'auteur  définit  ensuite  les  systèmes  conjugués  supplémen- 
taires. Ils  sont  caractérisés  par  cette  propriété  qu'aux  points 
correspondants,  les  trièdres  formés  par  les  tangentes  aux  combes 
coordonnées  sont  supplémentaires.  En  étudiant  les  cas  où  les 
fonctions  V  relatives  à  deux  systèmes  supplémentaires  sont  iden- 
tiques, l'auteur  arrive  à  trouver  des  systèmes  conjugués  tels  que  : 
Chacune  des  familles  du  système  est  engendrée  par  une 
surface  qui  demeure  invariable  de  forme  et  est  animée  d'un 
mouvement  de  translation  rectiligne. 

La  considération  des  systèmes  conjugués  ramène  aux  systèmes 
triples  orthogonaux,  qui  en  sont  des  cas  particuliers.  Dans  ce  cas 
la  recherche  des  conditions  aux  limites  conduit  au  résultai  suivant  : 

Il  existe  un  système  triple  orthogonal '.  cl  un  seul,  assujetti  à 
comprendre  trais  surfaces  appartenant  respectivement  aux 
trois  familles  </ui  composent  le  système,  surfaces  qui,  d'après 
le  théorème  de  Dupin,  doivent  se  couper  mutuellement  à  angle 
droit  et  suivant  une  ligne  de  courbure  commune. 

Ci  théorème  ne  peut  s'appliquer  au  cas  où  quelqu'une  des 
trois  surfais  se  réduit  à  une  sphère  ou  à  un  plan,  que  si  l'on 
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a  tracé  arbitrairement  sur  cette  surface  le  réseau  orthogonal 
qui  doit  jouer  le  rôle  des  lignes  de  courbure. 

Dans  le  cas  des  systèmes  triples  orthogonaux,  il  y  a  confusion 
entre  les  systèmes  parallèles  et  les  systèmes  supplémentaires.  De 
chaque  système  triple  orthogonal  on  peut  donc  en  déduire  de 
nouveaux  en  considérant  les  systèmes  parallèles,  ou,  si  l'on  veut, 
les  systèmes  qui  ont  même  représentation  sphérigue.  C  est  un 
résultat  cpii  a  été  établi  par  Combescure;  aussi  l'on  donne  le  nom 
de  transformation  de  Combescure  à  l'opération  qui  consiste  à 
passser  d'un  système  triple  orthogonal  à  un  système  parallèle. 

Soient  alors  M  el  M  deux  points  qui  se  correspondent  dans  une 
transformation  de  (  îombescure  :  sur  la  droite  MM'  il  y  a,  en  dehors 
de  M  el  M  .  des  points  qui  dérivent  des  systèmes  triples  orthogo- 
naux. On  obtient  ainsi  une  transformation  de-  systèmes  triples 
orthogonaux  qui  revient  à  celle  qui  a  été  indiquée,  en  1869,  par 
Ribaucour.  Au  fond,  cette  transformation  de  Ribaucour  est  com- 
posée d'une  inversion  et  d'une  transformation  de  Combescure. 
L'auteur  étudie,  avec  soin,  ces  diverses  transformations  qui 
constituent,  à  l'heure  actuelle,  le  plus  puissant  moyen  de  recherche 
'I'  s  systèmes  triples  orthogonaux. 

On  peut  remarquer  que  les  équations  auxquelles  satisfont  les 
fonction-,  jî/j  ne  sont  autres  que  les  relations  différentielles  entre 
les  rotations  du  trièdre  (T)  formé  par  les  normales  aux  surfaces 
coordonnées;  pour  que  les  lignes  coordonnées  soient  des  lignes  de 
courbure,  il  faut  et  il  suflil  que  les  rotations  p,  qK ,  r2  soient  nulles. 
Par  conséquent,  on  aura  un  système  d'équations  aux  dérivées 
partielles,  au  nombre  de  trois  seulement ,  propres  à  rem- 
placer les  neuf  équations  aux  y,,  en  définissant  l'orientation 
du  trièdre  T  à  l'aide  de  trois  arbitraires  et  en  déterminant 
ces  arbitraires  de  manière  à  annule)  les  trois  rotations  p,  qt,  /•_.. 

Si  l'on  prend  comme  arbitraires  les  trois  angles  ').  -.y  •!/  d'Euler, 
ou  obtient  les  formules 


S III  fj  COSO  — ! s III  ".>- —   =  O. 

•  l'y 


qui  ont  été  établies,  en   1SG2.  par  Ossian  Bonnet. 
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Si  l'on  exprime  o  en  fonction  de  i,  de  p  et  de  p, 

?  =/(<!«,  P,  pi), 

on  trouve  que  la  fonction /"doit  satisfaire  à  une  équation  du  troi- 
sième ordre  qui  a  été  formée  parOssian  Bonnet.  Quanti  on  connaît 
une  solution  de  cette  équation,  on  a  facilement  L'orientation  du 
trièdre  ili,  il  faut  ensuite,  pour  achever  le  problème,  déterminer 
les  fonctions  H,  H,,  IL  de  Lamé  el  effectuer  les  quadratures  que 
donnent  les  coordonnées  du  point  qui  décrit  le  système  triple 
orthogonal. 

Une  autre  application  très  intéressante  de  la  remarque  précé- 
dente est  obtenue  par  l'emploi  des  imaginaires:  si  l'on  désigne 
par  X,,  Y,-,  X,  le^  cosinus  directeurs  de  la  normale  à  la  surface  de 
paramètre  p,-,  on  pose 


X.-H»'Y, 


•? 


X,+  i'Y, 


Z-HlZ,  I 


I  —  Z2  r  I         /.  .  I  —  /.., 

-/,  3,  a  sont  liés  aux  angles  d'Euler  par  les  formuli 


0        ./fi 
lans      =  l-p 

1/2 


'*=/a/p 


on  trouve  que  ac,  3,  î».  sont  solutions  du  système 


da 


ofi 


■     -  i  P       ,  , 


olog) 


Ce  système  de  trois  équations  du  premier  ordre  est  de  beaucoup 
le  plus  simple  de  imis  les  systèmes  connus.  On  ramène  ce  système 
à  une  seule  équation  du  troisième  ordre  en  posant 


jà  =  u,         x  —  S  =  iv,         X  =  e'!'. 
On  trouve  que  u  satisfait  à  l'équation 

ds  u  t*'j.    ds  'j.  du.      il-  ■>. 

tans  u  — J —  —  cot  m  — - — 

ooop)  oo-i  '   00]  dp  api  dp    dot  op<> 


Vvec   les   variables   adoptées,    l'équati 

-iiri.n ■<■  de  paramèl re  p2  est 


plan  langent   a    la 


i  \  \x  +  n  i  -  «fi  )  >•  +  («  +  p;«  +  |  =  o. 
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On  peut  supposer  que  ç  esl  une  fonction  de  a,  jï  et  p2.  On  en 
déduit  facilement  l'équation  du  troisième  ordre,  à  laquelle  satis- 
fail  celte  fonction  ç.  Celte  équation  a  été  formée  par  M.  Adam, 
en  1887. 

L'auteur  étudie  ensuite  une  classe  très  remarquable  de  systèmes 
triples  :  les  systèmes  (E).  Ces  systèmes  ont  été  signalés  pour  la 
première  fois,  en  1866,  dans  un  travail  de  l'auteur.  Ils  ont  été 
étudiés  depuis  par  MM.  Ribaucour,  Fouché,  Petot  et  Egorov. 

Ces  systèmes  sont  caractérisés  par  ce  fait  que,  si  l'on  choisit 
convenablement  les  variables  indépendantes,  on  a 

Pi*=P«. 

Les  rotations  ne  dépendent  que  des  différences  îles  variables,  et  la 
solution  du  problème  se  ramène  à  l'intégration  d'une  équation 
du  troisième  ordre  à  deux  variables  indépendantes.  Toutes  les 
surfaces  d'une  même  famille  ont  même  représentation  sphérique 
de  leurs  lignes  de  courbure.  Si  l'on  désigne  par  P,-  la  distance  de 
l'origine  au  plan  tangent  à  la  surface  de  paramètre  p,-,  le  système 
d'équations  auquel  satisfont  les  P,  est  identique  à  celui  auquel 
satisfont  les  H,,  d'où  la  remarque  fondamentale  faite  par  Egorov  : 

Si  l'on  connaît  un  système  (E)  particulier,  on  pourra  en 
déduire  deux  autres  de  même  représentation  sphérique,  en 
prenant  pour  les  1',  du  nouveau  système  les  H,-  de  l'ancien,  ou 
inversement. 

Parmi  ces  systèmes  (E)  se  trouvent  ceux  qui  sont  formés  de 
trois  familles  engendrées  parla  translation  recliligne  d'une  surface 
de  forme  invariable. 

Les  systèmes  (E)  forment  un  cas  particulier  des  systèmes  de 
M.  Guicbard.  Il  s  agit  de  trouver  deux  systèmes  triples  tels  que 
les  p,-*  du  premier  soient  égaux  aux  [i*,  du  second.  On  trouve 
alors  que  les  [i,/t  doivent  satisfaire  à  un  système  de  douze  équa- 
tions. En  appliquant  le  théorème  de  Cauchy  on  démontre  que  la 
solution  générale  du  système  dépend  de  six  fonctions  arbitraires 
d'une  variable. 

Si  l'on  désigne  par  des  lettres  accentuées  les  éléments  du  second 
système  on  a  les  équations  fondamentales 
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il  en  résulte  que  les  Pj.  satisfont  aux  mêmes  équations  que  les  H, 
et  de  même  les  fonctions  P,  satisfont  aux  mêmes  équations  que  les 
fonctions  H'( -.  Si  donc  on  connaît  un  système  orthogonal  i  s  de 
la  première  série  on  pourra  en  déduire  deux  systèmes  (S')  de  la 
sec  mde  en  prenant 

soil     P/=  H,-,         soit     H)  =  P,-. 
On  déduit  de  là  tous  les  systèmes  orthogonaux  tri?  que 

112—   [(!_   H  2  =   -JJ3-2—    ,!_-    -." 

y.  et  jj  étant  des  constantes. 

L'Ouvrage  se  termine  par  quatre  Noie-  qui  traitent  de  sujets 
\;iriés.  Dans  la  première,  l'auteur  montre  comment  l'application 
du  théorème  d'Abel  relatif  aux  intégrales  algébriques  permet 
d'obtenir  une  suite  illimitée  de  systèmes  complètement  ortho- 
gonaux  algébriques  dans  un  espace  à  n  dimensions.  Les  deux 
suivantes  sont  consacrées  à  l'étude  des  cyclides  de  Dupin  et  des 
systèmes  triples  qui  comprennent  une  famille  composée  de  telles 
surfaces,  ou  plus  généralement,  de  surfaces  .>  lignes  de  courbures 
planes  dans  les  deux  s\stèmes.  Enfin,  dans  la  dernière  Noie.  I  an- 
leur  donne  un  certain  nombre  de  théorèmes  nouveaux  sur  les 
déformations  ponctuelles  de  l'espace  définies  par  les  équations 

\  -  —  Y  -  —  Z  -  — • 

~~  o.r  '  ~~  uy  '  ~   0:' 

Il  cherche,  en  particulier,  quelle  doit  être  la  fonction  U  pour 
que  les  faces  du  trièdre  principal  relatif  à  chaque  point  de 
l'espace  soient  les  plans  tangents  aux  surfaces  d'un  système  triple 
orthogonal.  C.  Goichard. 


VEBLEN  (Oswald)  and  YOTING  (John  Wesley).  —  Projective  Geohetry. 
Volume  I,  s  vu..  \-\\>  pages,  with  n5  figures  in  the  text.  Boston,  New- 
York,  Chicago,  London,  Ginn  and  Company,  Augusl  1910. 

MM.    \  elilen    et   Young   présentent   le    premier  Volume  d'un 
Ouvrage  sur  la  Géométrie  projective,    destiné  aux   étudiants  des 
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classes  supérieures  des  Universités  américaines,  et  ils  promettent 
l'apparition  du  second  Volume  dans  le  courant  de  l'année  i<)i  i. 

Ce  premier  Volume  traite  uniquement  des  propriétés  projectives 
des  figures.  Les  Auteurs  ont  eu  pour  luit  d'exposer  les  principes 
de  la  Géométrie  en  tenant  compte  des  idées  modernes  et  des 
méthodes  nouvelles.  Par  exemple,  ils  se  servent  des  coordonnées, 
de  la  détermination  des  ligures  par  des  équations,  des  invariants 
de  formes  binaires,  linéaires  ou  quadratiques,  des  complexes  de 
lignes.  Ce  Volume  contient  des  questions  <pii,  en  France,  sont 
enseignées  dans  les  classes  de  mathématiques  élémentaires  et  dans 
les  classes  préparatoires  aux  grandes  Ecoles  du  Gouvernement. 
MM.  Veblen  et  Young  onl  présenté  méthodiquemenl  les  théories, 
avec  des  démonstrations  claires  et  des  discussions  toujours  com- 
plètes. 

Signalons  les  principales  théories  et  propositions  : 

Le  Chapitre  11  contient  les  théorèmes  de  Desargnes  relatifs  à 
deux  triangles  perspectifs  l'un  île  l'autre  et  les  théorèmes  ana- 
logues pour  le  tétraèdre;  les  théorèmes  sur  le  quadrilalèrecomplet 
et  sur  deux  quadrilatères  complets  situés  dans  un  même  plan,  ou 
chacun  dans  un  plan  différent. 

On  trouve  dans  le  Chapitre  IV  la  théorie  des  points  harmo- 
niques et  des  points  en  involulion;  l'étude  de  la  configuration  de 
Pappus. 

Le  Chapitre  V,  intitulé  Conic  Sections,  conlienl  les  théorèmes 
de  Pascal  et  de  Brianchon,  avec  leurs  conséquences,  la  théorie  des 
pôles  el  polaires,  le  théorème  de  Desargues  sur  les  coniques;  les 
propriétés  relatives  aux  droites  qui  passent  par  les  points  d'inter- 
section de  deux  coniques;  l'élude  des  cas  OÙ  les  coniques  soûl 
tangentes  entre  elles  ou  à  des  droites. 

MM.  Veblen  et  Young,  en  tenant  compte  des  idées  émises  par 
von  Staudt  dans  sa  Géométrie  der  Lage  (i85-)  el  des  simplifica- 
tions apportées  aux  méthodes  de  ce  géomètre,  ont  développé,  dans 
le  Chapitre  VI,  l'Algèbre  des  points;  dans  le  Chapitre  Vil,  la 
représentation,  au  moyen  d'un  système  particulier  d'axes  de 
coordonnées,  des  points  et  des  lignes  i\\[\\  plan,  l'équation  d'une 
conique,  l'emploi  d'un  tétraèdre  de  référence  pour  l'espace;  dans 
le  Chapitre  \  111,  les  théorèmes  sur  la  projectivité  des  coniques  el 
sur  l'involution  associée  à  celle  projectivité. 
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Le  Chapitre  IX  esl  consacré  à  la  classification  des  problèmes  de 
(  léométrie;  aux  constructions  relatives  aux  problèmes  du  premier 
degré  et  du  second:  aux  invariants  des  formes  binaires,  linéaires 
ou  quadratiques,  ainsi  que  des  formes  ternaires  et  quaternaires. 

Le  Chapitre  X  traite  de  la  corrélation  des  figures,  c'est-à-dire  de 
la  correspondance  entre  les  éléments  d'un  groupe  de  points  et  d'un 
faisceau  de  lignes:  il  contient  des  théorèmes  sur  les  pôles  et 
polaires  dans  les  coniques  et  donne  les  solutions  de  problèmes  du 
troisième  degré  et  du  quatrième. 

Enfin,  dans  le  Chapitre  XI,  se  trouvent  les  propriétés  des  deux 
systèmes  de  droites  de  la  surface  gauche  de  révolution;  l'applica- 
tion de  ces  propriétés  à  deux,  coniques  projections  l'une  de  l'autre; 
l'étude  des  complexes  linéaires. 

MM.  \  eblen  etYoung  se  sonl  appuyés  sur  les  travaux  des  géo- 
mètres tant  modernes  que  contemporains,  soit  pour  composer  le 
texte  d'étude  de  leur  Ouvrage,  soit  pour  proposer  plusieurs  des 
exercices  placés  à  la  suite  des  principales  subdivisions  de  chaque 
Chapitre.  El;.  L. 


NEUMANN  (C).  —  L'ebek  das  logarithmische  Potential  eixer 
i. i:\vissen  Ovalflache.  i  volume  in-8,  80  pages.  Leipzig,  B.-G. 
Teubner,  1909. 

Dans  ce  court  travail,  M.  Xeumann  démontre  un  élégant  théo- 
rème qu'on  peut   énoncer  ainsi  : 

Appelons,  pour  I  instant,  ovale  la  courbe  obtenue  en  transfor- 
mant  une  ellipse    par   inversion,    le   pôle   d'inversi ■tant  placé 

arbitrairement  à  l'intérieur  de  l'ellipse. 

Supposons  que  l'intérieur  de  cette  ovale  soit  recouvert  d'une 
couche  matérielle  homogène. 

Le  potentiel  logarithmique  de  cette  couche  sur  le-  points  ulté- 
rieurs sera  le  même  que  s'il  émanait  de  deux  points  fixe-,  m,  et  ^j 
qui  sonl  à  I  intérieur  de  la  couche,  et  d'une  ligne  double  réunis- 
sanl  ces  deux  points. 

Connue  la  ligne  double  1 M  supposée  chargée  d'une  matière  de 
densité  uniforme,  son   potentiel    esl   égal   à  l'angle  multiplié   par 
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une  constante,  sous  lequel  on  voit,  du  point  sur  lequel  elle  agit, 
le  segment  m,  rrr2. 

La  démonstration  de  M.  C.  Neumann  repose  sur  L'emploi  des 
fonctions  circulaires  et  exponentielles.  Nous  croyons  qu'avec  les 
fonctions  elliptiques  on  pourrait  résoudre  le  même  problème 
pour  la  surface  limitée  par  les  courbes  planes  que  nous  avons 
appelées  cycliques  et  qui  sont  caractérisées  par  la  propriété  d'être 
du  quatrième  ordre  et  d'avoir  comme  points  doubles  les  points 
à  l'infini  sur  le  cercle,  par  exemple  les  ovales  de  Descaries,  les 
ellipses  de  Cassini,  etc.  On  sait  que.  comme  les  coniques,  toutes 

celles  de  ces  courbes  qui  onl  les  mêmes  foyers  forment  un  syslè 

double  orthogonal  et  donnent,  par  conséquent,  naissance  à  un 
système  de  coordonnées  curvilignes  analogues  aux  coordonnées 
elliptiques.  J.  G. 


STURM  ilt.).  —  Dit  Lehre  von  den  Gkomktrischen  Verwandtschaften. 
—  Zweiler  Band  :  Die  eindeutigen  lineareu  Verwandtschaften  zwischen 
Gebilden  zweiter  Stufe.  i  volume  in-s  vui-3  j(3  pages,  1908.  Dritter  Band  : 
Die  eindeutigen  linearen  Verwandtschaften  zwischen  Cebihlen  dritter  Stufe. 
1  volume  in-S.  vm-">7i  pages,  1909.  Vierter  Band:  Die  nicht  linearen  una 
die  mehrdeutigen  Verwandtschaften  zweiter  und  dritter  Stufe.  1  volume 
in-S.  x-486  pages,  1909.  Leipzig  et  Berlin.  B.-G.  Teubner. 

En  rendant  compte,  au  cours  de  I  année  1909,  du  premier  \  o- 
lume  de  cette  œuvre  ?i  distinguée  et  si  consciencieuse,  qui  résume 
le  tra\  ail  de  toute  une  vie  scientifique,  nous  émettions  l'espoir  que 
la  suite  nous  en  serait  promptemenl  donnée.  On  voit  que  cet 
espoir  a  été  réalisé.  En  moins  de  deux  ans,  nous  avons  reçu  les 
trois  \  olumes  qui  complètent  l'œuvre  entreprise  par  M.Sturm.La 
maison  Teubner.  qui  se  dispose  à  célébrer,  le  .1  mars  hji  1.  le 
centième  anniversaire  de  sa  fondation,  pourra  certes  s'y  glorifier, 
entre  autres  mérites  de  l'activité  inépuisable  el  éclairée  qu'elle  a 
mise  au  service  des  géomètres  allemands,  nos  savants  et  éminents 
collègues,  el  du  service  qu'elle  a  rendu  par  là  à  la  cause  de  la 
Science   universelle. 

Le  deuxième  Volume,  dont   nous  avons  a  rendre   compte  tout 
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d  abord,    traite,    comme   L'indique  son   titre,   des   transformations 

linéaires  des  figures  à  deux  dimensions. 

Une  première  Partie,  la  troisième  de  l'Ouvrage,  traite  de  la  col- 
linéation,  ou  homographie,  et  de  la  corrélation.  Les  figures  (|ni  y 
sont  étudiées  sont  :  1"  ce  que  l'auteur  appelle  le  clianiji.  l'en- 
semble des  points  ou  l'ensemble  des  droites  d'un  plan;  2°  le 
réseau,  qui  est  l'ensemble  de  tous  les  rayons  ou  de  tous  les  plans 
passant  par  un  point  fixe;  le  sommet  du  réseau.  Le  principe  de 
dualité,  les  cas  particuliers  de  la  collinéalion  (affinilé,  similitude, 
égalité)  etde  la  corrélation  (polarité  par  rapport  à  une  conique) 
y  sont  successivement  exposés.  Un  alinéa  est  consacré  à  cette 
homographie  considérée  par  Hermile,  qui  conserve  une  conique 
donnée.  Un  autre  applique  les  théories  générales  à  la  génération 
delà  surface  du  troisième  ordre;  un  autre,  à  l'étude  d'un  com- 
plexe particulier  du  second  ordre,  envisagé  par  Hirst  pour  la  pre- 
mière fois. 

La  quatrième  Partie  de  I  '  (uvrage  aborde  les  problèmes  les  plus 
essentiels  relatifs  aux  corrélations  el  aux  collinéations.  Par 
exemple,  un  article  est  consacré  à  la  détermination  du  nombre  des 
i  oi  relations  qui  satisfont  à  huit  conditions  élémentaires  données, 
un  autre  aux  systèmes  linéaires  de  corrélation,  etc. 

La  cinquième  Partie,  qui  ouvre  le  troisième  Volume,  traite  des 
transformations  linéaires  des  figures  à  trois  dimensions,  de  la  eol- 

linéal 'i  de  la   corrélation  dans   l'espace,    de  l'homologie,    de 

I  afiinité,  de  la  similitude  el  de  la  congruence,  dans  le  cas  de  trois 

dimensions;  du  complexe  tétraédral,  de    la   transformation  d' • 

cubique  gauche  en  elle-même  par  l'homographie,  de  cette  espèce 
de  corrélation  dont  l'étude  a  été  laite  d'abord  par  Mobius  el  dans 
laquelle  un  point  est  situé  dans  le  plan  correspondant,  corrélation 
qui  se  présente  dans  l'élude  du  complexe  linéaire;  des  propriétés 
métriques  et  locales,  des  groupes  de  collinéations  et  tic  corré- 
lations. 

La  sixième  Partie  a  pour  objet  les  systèmes  linéaires  de  courbes 
el  de  surfaces,  leurs  relations  collinéaire  et  corrélative,  les  sys- 
tèmes linéaires  de  corrélations  el  de  collinéations,  etc. 

\\ee  la  septième  Partie  commence  l'élude  des  transformations 
d'ordre  supérieur.  L'auteur  étudie  d'abord  celles  qui  sont  ration- 
nelles réciproques,  c'est-à-dire  les  transformations  de  Gremona.  Il 
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envisage  les  cas  particuliers  de  la  transformation  quadratique  el 
de  la  transformation  circulaire. 

La  huitième  Partie  traite  des  correspondances  sur  une  courbe- 
support  de  genre  un.ru  particulier  sur  une  courbe  plane  générale 
du  troisième  ordre.  A  cette  occasion,  M.  Sturm  introduit  la  courbe 
gauche   du   quatrième  ordre  et  de  première    espèce,   les  courbes 

planes  du  quatrièn die  à  deux    points  doubles   el   les  surfaces 

réglées  du   quatrième   ordre  avec  deux  directrices  doubles  recli- 

ll^lies. 

La  neuvième  Partie,  for!  courte,  traite  des  correspondances 
multiples. 

La  dixième  Partie  aborde  un  sujet  qui,  durant  la  vie  de  Clebsch, 
semblait  appelé  à  prendre  une  grande  importance  et  dont  les 
géomètres  se  sont  un  peu  désintéressés,  nous  ne  savons  pourquoi  : 
celui  des  représentations  simples  des  surfaces  sur  un  plan. 
M.  Sturm  v  passe  en  revue  les  principales  surfaces  auxquelles 
cette  méthode  a  été  appliquée  :  la  surface  du  second  degré,  la 
surface  cubique  générale,  la  surface  de  Steiner;  diverses  surfaces 
du  quatrième,  du  cinquième  ordre  et  même  une  surface  d'ordre  n 
avec  une  droite  multiple  d'ordre  n  —  2. 

La  onzième  Partie  traite  d'un  sujet  que  la  mort  de  Cremona  a 
laissé  inachevé:  les  transformations  rationnelles  réciproques  dans 
l'espace,  dont  m\  connaît  plusieurs  exemples  fort  intéressants. 

La  douzième  Partie  traite  des  correspondances  qui  ne  sont  plus 
rai  ionnelles.  Nous  y  remarquons,  en  particulier,  une  étude  de  cette 
transformation  que  Jacobi  a  introduite  dans  l'étude  des  propriétés 
focales  des  surfaces  du  second  degré. 

En  terminant  son  grand  Ouvrage,  M.  R.  Sturm  fait  précéder 
son  quatrième  Volume  d'une  préface  quelque  peu  découragée,  où 
il  déplore  le  discrédit  dans  lequel  -oui  tombées  les  éludes  de  géo- 
métrie pure.  Il  rappelle  les  paroles  que  M.  Darboux  a  prononcées 
à  ce  sujet  dans  la  Conférence  de  Saint-Louis,  et  il  remarque, 
avec  lui,  que  beaucoup  des  méthodes  dont  se  servenl  aujourd'hui 
les  analystes  ont  leurs  racines  et  leur  origine  dans  les  travaux 
des  géomètres  du  commencement  du  xixe  siècle.  Et  pourtant,  si 
les  géomètres  manquent  à  la  lâche,  ce  n'est  pas  la  lâche  qui  man- 
querait aux  géomètres. 

La   géométrie  de    la  surface  générale    du   quatrième   ordre   e-t. 
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pour  ainsi  dire,  totalement  ignorée.  Beaucoup  d'autres  chapitres 
delà  Géométrie  appellent,  eux  aussi,  'les  recherches  qu  il  sérail 
hieu  désirable  d'entreprendre  sans  retard. 

M.  Slurm,  envigeanl  d'un  œil  pessimiste  cette  situation,  a  bien 
le  droit  de  penser  et  de  dire  qu'il  a  fait  tout  ce  (|iii  pouvait  dé- 
pendre «le  lui  pour  en  conjurer  les  périls  el  pour  développer  le 
goûl  de  la  Géométrie.  Qu'il  se  console  en  pensant  qu'il  y  a  des  en- 
gouements et  des  modes,  dans  la  Science  comme  ailleurs.  Quand 
le  goût  renaîtra  des  études  de  gé •  1 1  i e  pure,  à  défaut  de  son  en- 
seignement ses  quatre  Voli ;s  seront  là  pour  guider  1rs  néo- 
phytes el  les  travailleurs.  J.  G. 


FABRY  E.  .  —  Théorie  des  séries  a  termes  constants.  Applications  aux 
calculs  numériques,  i  volume  grand  in-8.  iv-198  pages.  Paris,  A.  Ilerniann 
et  fils,  décembre  1910. 

Cet  Ouvrage  a  été  rédigé  afin  de  rendre  service  aux  jeunes  gens 
qui  travaillent  pour  acquérir  des  connaissances  générales,  el  non 

pas  seulement  | r  obtenir  un    diplôme;  à   ceux  qui  étudient  les 

Mathématiques  en  \\\r  des  applications  :  tels  sont  les  élèves  de 
l'Ecole  Centrale  des  Ait-  el  Manufactures,  les  candidats  au  Cer- 
tificat de  Mathématiques  générales,  les  auditeurs  des  cours -de 
VIi  1  inique  et  d'Astronomie.  Les  professeurs  de  Mathématiques 
spéciales  pourront  trouver  dans  ce  Livre  des  simplifications  pour 
l'exposé  de  questions  théoriques  el  des  exercices  se  rapportant 
aux   matières  qu'ils  ont  à  traiter. 

Signalons  les  parties  de  cette  Théorie  des  séries  à  termes  con- 
stants où  M.  E.  Fabrv  a  amélioré  les  méthodes  connues. 

N°  12.  En  général,  on  démontre    que  si     ""'"'  a  une  limite.  1  «« 

1  ua  * 

a  la  même  limite.  L'Auteur  a  présenté  la  démonstration  d'une  façon 

qui  s  applique  à  tmi^  les  cas,  en  montrant  que  la  plus  petite  limite 

de  \  11,1  et  la  plus  grande  comprennent  celles  de     "~'  ■ 

N  22.  Il  faut  savoir  gré  à  M.  E.  Fabrv  d'avoir  précisé  la  crois- 
sance extrêmement  rapide  des  nombres  e,ee,  <"' car  ce  fait 

n'a  pas  été  clairement  signalé. 
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N"  27.  Lorsque  le  terme  général  un  d'une  série  à  termes  positifs 
tend  vers  zéro,  l'Auteur  montre  qu'on  peut  ranger  les  termes 
dans  un  ordre  tel  que  les  règles  de  Bertrand  sont  inapplicables, 
bien  que  lasérie  reste  convergente  ou  divergente.  L'idée  d'attirer 
l'attention  sur  ce  fait  paraît  nouvelle. 

N"si7ct  i<S.  Le  produil  de  deux  séries  a  été  exposé  par  une 
méthode,  due  à  Cesaro  [Bail,  des  Se.  math.,  1890),  d'où  l'on 
déduit  aisément  les  cas  particuliers  qu'on  est  amené  à  traiter. 

Pour  la  transformation  des  séries  (Cliap.  V),  les  diverses  mé- 
thodes classiques  d'Euler,  de  Stirling,  de  Ruminer  sont  exposées 
avec  plusieurs  applications,  parmi  lesquelles  on  trouve  le  calcul 
de  La,  de  -,  de  --.  La  méthode  de  Markoff  (nos  95  à  98)  a  l'avan- 
tage de  donner  à  certaines  séries  une  convergence  très  rapide  cl 
peut  rendre  service  aux  calculateurs  :  l'Auteur  montre  qu'elle 
donne  assez  vite  une  valeur  de  L2  avec  20  décimales  exactes. 

M.  E.  Fabry  est  parvenu  à  faire  ressortir  ce  fait  important  que, 
pour  utiliser  numériquement  une  série  à  termes  constants,  il  esl 
indifférent  que  celle-ci  soit  convergente  ou  divergente,  pourvu 
que  le  reste  soit  de  même  ordre  que  le  dernier  terme  conservé  el 
que  les  premiers  lermes  décroissent  rapidement.  Ainsi  la  cons- 
tante d'Euler,  dans  la  fonction  F,  se  calcule  plus  facilement  par  la 
série  divergente  du  n°  113  que  par  la  série  convergente  du  n"  102. 
On  trouve  de  ce  fait  des  exemples  bien  remarquables  dans  les 
séries  employées  en  Mécanique  céleste. 

L'Ouvrage  se  termine  par  une  Note  sur  la  plus  grande  limite  et 
sur  la  plus  petite  :  celte  Note  n'est  pas  sans  utilité,  car  les  étu- 
diants, habitués  à  ne  rencontrer  que  des  expressions  ayant  une 
limite,  peuvent  être  portés  à  penser  que  toute  suite  a  une  limite. 

En.    L. 


BOREL  (Emile).  —  Leçons  sir  la  théorie  de  la  croissance,  professées  à 
la  Faculté  des  Sciences  de  Paris,  recueillies  et  rédigées  par  M.  Arnaud 
Dcnjoy.  1  volume    de  vi-168  pages.  Paris,  Gauthier-Villars,  1910. 

L'importance  manifeste  du  rôle  joué  dans  l'étude  des  fonctions 
par  la  notion  de  croissance  rendait  nécessaire  un  exposé  systéma- 
tique de  la  théorie  de  la  croissance.  C'est  cet  exposé  que  M.  Borel 
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nous  lionne  dans  ses  Leçons  sur  la  théorie  de  la  croissance, 
avec  ce  souci  de  rigueur  et  de  clarté,  et  de  se  limiter  dans  I  ;il>- 
straciion  aux  notions  presque  immédiatement  utilisables  qu'on 
reconnaît  dans  tous  ses  ouvrages. 

Le  théorème  de  Paul  du  Bois-Revmond  rend  illusoire  tout  essai 
d'exposition  d'une  théorie  générale  de  la  croissance  :  si  l'on  choisit 
une  suite  infinie  de  fonctions  dont  chacune  croît  plus  vile  que  la 
précédente,  il  existe  une  fonction  croissant  plus  vite  que  chaque 
fonction  de  la  suite.  11  est  donc  indispensable  de  se  borner  :  c'est 
pourquoi  l'auteur  a  laissé  en  dehors  du  cadre  de  son  étude  la  plu- 
part des  fonctions  qu'on  ne  rencontre  qu'exceptionnellement  et 
s'est  attaché  à  l'étude  îles  types  de  fonctions  croissantes  employées 
fréquemment  en  Analyse  :  ci  Ces  fonctions  limitent,  dit-il,  le  champ 
de  nos  recherches,  de  la  même  façon  que,  dans  les  sciences 
d'observation,  l'expérimental  ion  se  limite  actuellement  aux  phéno- 
mènes observables  par  le  microscope,  dune  part,  cl  parle  téles- 
cope, île  l'autre.  »  En  Mathématiques,  la  limite  est  arbitraire, 
mais  il  faut  en  choisir  une.  Les  types  de  croissance  ainsi  intro- 
duits se  présentent  très  nettement  à  l'esprit  du  lecteur,  l'étude  des 
premiers  Chapitres  est  rendue  plus  aisée,  plus  concrète;  les  résul- 
tats sont  plus  facilement  utilisables.  Les  deux  derniers  Chapitres 
illustrent  les  premiers,  en  donnant  des  applications  à  la  théorie  des 
fonctions  et  à  la  théorie  des  nombres,  applications  dont  l'intérêt 
propre  vient  s'ajouter  à  celui  qu'elles  offrent  de  nous  exercer  à 
manier  les  types  de  croissance.  Ces  Chapitres  sont  d'ailleurs 
rédigés  de  façon  que  les  principaux  résultats  puissent  être  compris 
sans  le  secours  des  notations  introduites  dans  les  Chapitres  pré- 
cédents. 

11  importe,  avant,  tout,  de  préciser  le  sens  des  notions  qu'on 
emploiera  :  c'est  pourquoi  une  introduction  nous  fait  connaître  le- 
iili'-es  de  bornes,  de  limites,  d'extrêmes  limites  d'une  suite  de 
nombres  ou  de  fonctions.  Avec  le  Chapitre  1,  nous  entrons  immé- 
diatement dans  I  étude  des  types  fondamentaux  décroissance.  Ici, 
à  chaque  fonction  va  correspondre  un  signe  unique  qui  caracté- 
risera cette  l'onction;  par  exemple  :  la  croissance  de  x"  se  note  /;, 
la  croissance  de  ev  se  note  w.  La  convention  suivante  permet 
d'étendre  considérablement  le  champ  des  fonctions  ainsi  désignées  ; 
on  définit    une  opération   déterminée   pour  les   fonctions  et  une 
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opération  correspondante  pour  les  ordres,  et  la  fonction  unique 
obtenue  par  la  première  opération  aura,  par  définition.  son  ordre 
de  croissance  noté  identiquement  à  l'aide  du  nombre  obtenu  dans 
la  seconde  opération.  C'est  ainsi  que  la  multiplication  des  fonc- 
tions conduit  à  l'addition  des  ordres  types  de  croissance  (xn>+">  a 
pour  ordre  nt  +«2,  x"  ex  a  pour  ordre  n  -+-  w),  que  la  composition 
des  fonctions  conduit  à  la  multiplication  des  types  (/['f  (#)]  a 
pour  ordre  y.X  j3,  a  étant  l'ordre  de  /  et  fi  celui  de  tp;  a|3  est  en 
général  différent  de  p\t).  En  particulier  l'élévation  d'une  fonction 
y  une  puissance  entière  introduit  la  multiplication  d  un  ordre  par 
un  entier  et  l'itération  introduit  l'élévation  à  une  puissance  entière 
des  types  fondamentaux  :  enx  a  pour  ordre  w«,  ee  a  pour  ordre  w2, 
logr,  Ioï  lo!ï.r  ...  ont  pour  ordres  —,  —  >  ■•••  L'itération  con- 
duil  ainsi  à  des  suites  dénombrables  de  fonctions  de  plus  en  plus 
croissantes.  Mais  c'est  ici  le  lieu  de  rappeler  le  théorème  de  du  Bois- 
Revmond  énoncé  précédemment,  et  la  proposilioncorrespondante 
relative  à  l'existence  d'une  fonction  indéfiniment  croissante  qui 
croîl  moins  vite  que  chaque  fonction  d'une  suite  dénombrable  de 
fonctions  indéfiniment  croissantes. 

En  résumé,  dans  ce  premier  Chapitre;  apparaissent  des  signes 
uolant  identiquement  certaines  fonction*  ;  on  peut  dire  que  l'auteur 
nous  fait  connaître  une  notation  nouvelle  qui,  à  l'aide  des  nombres 
Arithmétiques,  du  symbole  w  et  des  signes  de  l'Algèbre,  permet  de 
désigner  explicitement  les  fonctions,  la  notation  indiquant  à  la 
fois  la  constitution  même  de  la  fonction  et  son  mode  de  croissance. 

La  classe  des  fonctions  qu'on  peut  atteindre  par  les  procédés 
précédents  est  beaucoup  trop  restreinte  pour  les  applications  ;  ce 
sera  l'objet  du  Chapitre  II  d'étudier  des  conventions  nouvelles 
permettant  de  représenter  la  croissance  d'un  groupe  plus  consi- 
dérable de  fonctions.  La  fonction  x"  a  son  ordre  identique  à  n, 
nous  dirons  qu'une  fonction  f  (x)  est  d'ordre  égal  à  n  lorsqu'elle 
est  de  la  forme  hx",  h  ayant  des  limites  d'indétermination  finies; 
s'il  n'en  est  pas  ainsi,  nous  dirons  que  la  fonction  f(x)  a  pour 
ordre  (n)  [qu'on  lit  n  parenthèse],  si  l'on  peut  mettre  cette  fonc- 
tion sous  la  forme  x"+t(x),  t  (x)  tendant  vers  zéro  avec  —  •  Dans  les 

i                     ...  i          ,                    log  f(x)  ,.     ..         , 

deux  cas  qui  précèdent,  le  rapport  — ^ a  pour  limite  n  lorsque 
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x  croîL  indéfiniment  ;  si  ce  rapport  a  pour  extrêmes  limites  p  et  q, 
nous  dirons  que  la  fonction  a  pour  ordre  (p,  q).  La  notation  des 
ordres  parenthèses  est  relative  seulement  aux  nombres  arithmé- 
tiques «  et  non  au  symbole  oj.  Les  fonctions  d'ordre  (n)  sont  dites 
régulières  par  rapport  au  type  fondamental  /?,  les  fonctions  d'ordre 
(/',  (j)  sont  dites  irrégulières.  Ces  nouvelles  notations  introduites, 
l'auteur  s'occupe  des  opérations  arithmétiques  relatives  aux  nou- 
veaux ordres. 

Le  Chapitre  III  nous  conduit  à  l'étude  des  modifications  que 
l'intégration  et  la  dérivation  apportent  aux  ordres  de  croissance, 
soit  dans  le  cas  des  ordres  identiques,  soi t  dans  celui  des  ordres 
égaux  ou  approchés.  Un   exemple  relatif  au  cas   des    croissances 

r"  dx 

irréguhères,  la  recherche  de  l'ordre  de  l  intégrale   /    — ■ —  comparée 
°  °        J     u{x)  ' 

à   — ou  à    — —  avec  l'hypothèse  que  l'ordre  de  u(x)  soit  de 

u(m)  u(n)  Jl  • 

la  forme  (p,  q),  intégrale  étudiée  par  M.  P.  Boutroux  dans  ses  tra- 
vaux sur  les  fonctions  entières  de  genre  fini,  et  l'examen  de  l'ordre 
des  intégrales  relativement  aux  paramètres  qui  entrent  dans  l'élé- 
ment différentiel  terminent  cet  intéressant  Chapitre. 

Nous  arrivons  avec  le  Chapitre  IV  aux  applications  aux  séries 
il  aux  produits  infinis,  en  particulier  à  l'élude  de  la  croissance  de 
la  somme  des  n  premiers  termes  d'une  série  divergente,  à  celle  de 
l'ordre  infinitésimal  du  reste  d'une  série  convergente.  Viennent 
ensuite  les  formules  d'approximation  de  la  fonction  eulérieune  T Çr) 
el  les  démonstrations  des  propriétés  fondamentales  <le  celle  lonc- 

tion  et  de  la  fonction  entière ,  déduites  des  théories  qui  pré- 
cèdent.  Prenant  alors  comme   exemple   les  fonctions  entières  de 

la  forme  I  I  /  i  — | — —  jdans  lesquelles  »  («)  est  une  fonction  posi- 

0 

live  croissante  de  n,  l'auteur  compare  la  croissance  des  fonctions 
entières  à  celle  de  leurs  zéros.  Si  o(/i)  est  régulière  relativement 
à   certains   types,  la  croissance    de  la    fonction    entière   est    aussi 

régulière  relativement  à   un  ordre   déterminé   el    réciproque ni. 

In  verse  me  ni ,  on  voit,  sur  un  exemple,  comment  l'irrégularité  de  la 
croissance  d'une  fonction  entière  peut  entraîner  une  irrégularité 
très  profonde  dans  la  croissance  des  zéros.  On  indique  ensuite  les 
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résultais  de  MM.  E.  Lindelôf  el  1'.  Boutroux  sur  la  corrélation 
existant  cuire  l'ordre  de  grandeur  du//"' zéro  d'une  fonction  en- 
tière el  celui  du  module  maximum  de  cette  fonction  sur  un  cercle 
de  rayon  croissant  indéfiniment.  Pour  les  ordres  de  croissance 
identiques  les  propositions  obtenues  ont  des  réciproques  exactes, 
mais  ces  ordres  ne  sont  pas  les  seuls  pour  lesquels  cette  propriété 
subsiste. 

Au  début  des  applications  arithmétiques  du  cinquième  ChapiLre 
M.  E.  Borel  fait  une  étude  approfondie  du  paradoxe  de  Richard, 
qui  s'introduit  naturellement  à  propos  de  la  démonstration  de 
Canlor  sur  la  non-dénombrabilité  du  continu,  et  du  paradoxe 
analogue  auquel  conduit  le  théorème  de  Paul  du  Bois-Revmond. 
L'auteur  montre  que  les  nombres  ou  les  fondions  qu'on  peut  ou 
pourra  effectivement  définir  à  l'aide  d'un  nombre  fini  de  mois 
forment  un  ensemble  dénombrable;  la  définition  d'un  élément  qui 
n'appartient  pas  à  cet  ensemble  ne  peut  donc  être  donnée  dans  un 
temps  fini. 

Voici  maintenant  comment  s'introduit  la  notion  de  croissance 
dans  l'approximation  el  la  classification  des  incommensurables  :  soit 
a„  la  valeur  absolue  de  la  différence  qui  sépare  un  nombre  de  celle  de 
ses  deux  valeurs  approchées  à  -  près  par  défaut  ou  par  excès,  dont 

il  est  le  plus  voisin;  la  suite  —croit  indéfiniment  avec  n,  on  en 
déduit  aisément  une  fonction  'h(n)  constamment  croissante  avec  n 
el  dont  l'ordre  de  croissance  nous  indique  la  rapidité  avec  la- 
quelle on  approche  du  nombre  lorsque  n  croît.  L'étude  de  l'ap- 
proximation des  incommensurables  par  des  nombres  rationnels  esl 
rendue  plus  commode,  si  l'on  a  recours  à  la  théorie  des  fractions 
continues  dont  l'auteur  expose  ici  les  principes  essentiels.  Les 
nombres  pour  lesquels  les  quotients  incomplets  de  leur  développe- 
ment en  fraction  continue  sont  inférieurs  à  un  nombre  fixe  forment 
une  première  classe  pour  laquelle  l'ordre  de  ty  (n)  est  égal  à  n2. 
Pour  les  nombres  algébriques  de  degré/;,  le  type  de  croissance 
de  '}(«)  esl  égal  kn.P;  en  particulier,  pour  les  nombres  algébriques 
du  second  ordre  on  retrouve  directement  le  résultat  grâce  à  leur 
développement  en  fractions  continues  périodiques:  les  nombres  du 
second  ordre  appartiennent  donc  à  la  première  classe. 

L'approximation    par  un   nombre    rationnel    n  est    remarquable 
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que  si  elle  est  inférieure  au  carré  de  l'inverse  du  dénominateur; 
on  appellera  alors  écart  relatif  de  deux  nombres  rationnels,  le 
ipiolient  de  leur  différence  par  la  somme  des  carrés  des  inverses 
des  dénominateurs;  écart  relatif  d'un  nombre  rationnel  et  d'un 
nombre  incommensurable  le  quotient  de  la  différence  des  deux 
nombres  pur  le  carré  de  l'inverse  du  dénominateur  du  nombre 
rai  tonnel.  Considérons  maintenanl  imis  réduites  consécutives  d'une 
fraction  continue  :  l'écarl  relatif  des  deux  premières  ou  celui  des 

deux  dernières  est  inférieur  à  — -•  Appelons  intervalle  canonique 
/5 

attaché   a   la    fraction  — >  l'intervalle  (— = — ,—  -\ — — — I  :  tout 

nombre  appartient  à  une  infinité  d'intervalles  canoniques;  on  peut 
d'ailleurs,  d'une  infinité  de  manières,  recouvrir  entièrement  l'in- 
tervalle  (o,  i),  par  exemple,  à  l'aide  d'un  nombre  fini  de  tel  s  inter- 
valles formant  ce  que  M.  E.  Borel  appelle  un  système  complet, 
deux  systèmes  complets  différents  n'ayant  en  commun  aucun 
intervalle  canonique;  l'auteur  donne  en  outre  le  moyen  de  calculer 
effectivement  de  tel»  systèmes. 

Passons  maintenant  à  l'approximation  par  des  nombres  algé- 
briques :  on  démontre  d'abord  la  transcendance  de  e  d'après  la 
méthode  de  Hermite,  modifiée  par  M.  Hurwilz  et  l'on  établit  que. 
de  même  que  pour  l'approximation  d'un  nombre  algébrique  de 
degré  /)  par  un  nombre  rationnel  il  v  a  une  limite  au-dessous  de 
laquelle  on  ne  peut  tomber  si  le  dénominateur  de  la  fraction  est  li- 
mité supérieurement,  de  même,  pour  l'approximation  du  nombre  e 
par  des  nombres  algébriques,  il  y  a  une  limite  inférieure  obtenue 
en  fonction  des  limites  supérieures  du  degré  et  du  module  des 
coefficients  de  l'équation  dont  le  nombre  algébrique  est  racine. 
Les  mêmes  principes  de  démonstration  sont  appliqués  à  l'approxi- 
mation des  nombres  algébriques  par  des  nombres  algébriques  de 
degrés  moindres  ou  par  des  combinaisons  linéaires  de  tels 
nombres. 

On  voit  dans  quelles  régions  intéressantes  et  fécondes  ce  Li\re 
nous  fait  pénétrer  et  quels  résultats  nouveaux  viennent  enrichir 
Us  importantes  théories  qu'il  aborde.  P.    M.. 
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HARET(Spiru  C).    —  Mécanique  sociale.  Grand  in-8.  v-256  pages.  Paris. 
Gauthier-Villars,  et  Bucarest,  st.  Rasidescu,  27  novembre  1910. 

Dans  sa  Mécanique  sociale,  M.  Spiru  Haret  propose  une 
méthode,  fondée  sur  l'Analyse  mathématique  et  la  Mécanique 
rationnelle,  dont  le  but  est  d'introduire  dans  l'élude  des  ques- 
tions sociales  la  rigueur  de  ces  sciences.  Il  est  vrai  que  les  causes 
qui  déterminent  l'équilibre  et  le  mouvement  en  Sociologie  sont 
encore  mal  connues. 

Il  a  essayé  d'examiner  ces  diverses  causes  et  les  a  classées 
d'après  leur  degré  d'importance  ;  puis  il  a  montré  comment  on 
pourrait  appliquer  à  chacune  des  questions  sociales  qu'il  a  expo- 
sées les  principes  mathématiques  qui  permettent  d'obtenir  des 
formules  représentant  les  résultats  connus,  et  qui  donnent,  dans 
une  certaine  mesure,  le  moyen  de  prévoir  le  développement  futur 
de  quelques  questions  sociales. 

Par  exemple,  il  fait  remarquer  que  la  société  est  une  réunion 
d'individus  soumis  à  leurs  actions  réciproques  et  à  des  actions 
extérieures;  que  l'individu  joue,  pour  le  corps  social,  le  même  rôle 
que  l'atome  pour  un  corps  matériel;  que  les  nombreuses  causes 
qui  font  varier  une  société  peuvent  être  rangées  en  trois  groupes 
caractérisés  par  les  épilhètes  économique,  intellectuel  et  moral. 
Ensuite  il  montre  comment  la  Mécanique  peut  être  appliquée  au 
corps  social. 

Il  est  ainsi  amené  à  étudier  la  composition  des  forces  sociales, 
leur  résultante,  leur  équilibre,  leur  centre  de  gravité;  à  appliquer 
le  principe  des  vitesses  virtuelles  à  la  question  de  la  stabilité  de 
l'équilibre  d'un  corps  social;  à  discuter  des  idées  différentes  sur 
une  même  question  étudiée  par  Herbert  Spencer  et  par  B.  Brunhes  ; 
à  montrer  qu'on  peut  appliquer  aux  phénomènes  sociaux  les  trois 
principes  de  l'inertie,  de  l'égalité  de  l'action  et  de  la  réaction, 
des  mouvements  relatifs,  puis  le  théorème  des  forces  vives  et 
l'équation  des  quantités  de  mouvement. 

Après  avoir  constaté  que  les  équations  différentielles  du  mouve- 
ment social  seront  difficiles  à  intégrer,  parce  que  l'expression 
analytique  des  forces  sera  compliquée,  il  montre  que  la  solution  de 
ce   problème   social   ne   doit    pas,    pour   cette    raison,   être  aban- 
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donnée,  mais  qu'il  faut  chercher  des  expressions  approchées  qui 

permettront  d'arriver  plus  tard  à  une  solution  satisfaisante. 

M.  Spiru  Harel  examine  les  elfets  produits  sur  une  masse  sociale 
par  les  chocs  sociaux  tels  que  la  guérie,  les  grèves,  les  révolutions, 
les  épidémies,  les  invasions,  les  inondations,  les  tremblements  de 
terre,  la  famine  ;  et  il  démontre  qu'un  choc  social  produit  toujours, 
dans  une  masse  sociale,  une  perle  de  force  vive  ou  d'énergie.  Il  a 
même  abordé  la  manière  de  traiter  mathématiquement  la  question 
de  la  périodicité  de  certains  phénomènes  sociaux.  Il  a  examiné 
quelques  forces  sociales  pouvant  produire  un  mouvement  social, 
mais  il  a  été  obligé  de  constater  que  la  loi  de  ces  forces  n'est  pas 
encore  susceptible  d'être  exprimée  par  une  formule. 

D'une  rapide  étude  du  mouvement  social  pendant  les  quinze  siècles 
qui  ont  précédé  le  nôtre,  il  déduit  que  ce  mouvement  peut  être 
considéré  comme  ayant  suivi  une  trajectoire  formée  de  quatre 
branches  de  courbe  ascendantes  cl  raccordées  successivement  par 
trois  branches  plus  courtes  montant  beaucoup  plus  rapidement. 

La  question  si  importante  du  capital  est  traitée  mathématique- 
ment, et  l'Auteur  montre  que  la  formule  de  l'intérêt  composé 
ordinairement  appliquée  conduit  à  des  conséquences  absurdes,  el 
qu'il  faudrait  la  remplacer  par  la  formule  rationnelle   connue  ne'. 

Le  Livre  se  termine  par  un  aperçu  général  de  la  civilisation,  où 
sont  examines  les  principaux  caractères  de  l'état  civilisé,  où  est 
ellleurée  l'histoire  des  civilisations  passées,  où  sont  exposées 
quelques-unes  des  causes  qui  s'opposent  au  développement  de  la 
civilisation,  où  l'Auteur  explique  pourquoi  il  donne  à  la  Suède  et 
à  la  Norvège  la  place  d'honneur  parmi  les  nations  civilisées. 

Le  travail  de  M.  Spiru  Haret  est  le  résultat  du  rapprochement 
(pic  ses  fonctions  de  Ministre  d'Etal  lui  ont  permis  de  faire  entre 
le  mode  de  développement  des  questions  sociales  cl  certaines  lois 
scientifiques,  notamment  la  loi  de  l'attraction  universelle.  Lu 
soumettant  son  Ouvrage  aux  savants,  l'Auteur  espère  que,  de  leurs 
réflexions,  résultera  une  méthode  sûre  pour  traiter  les  questions 
sociales  donl  la  solution  est,  à  présent,  due  le  plus  souvent  à  l'ins- 
piration du  moment  ou  à  l'esprit  de  parti.  Eit.  L. 


«s<c<Mr* 
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MELANGES 


SUR  UNE  MÉTHODE  DE  TISSOT  RELATIVE  A  LA  CONSTRUCTION 
DES   CARTES    GÉOGRAPHIQUES; 

Pak  M.  Gaston  DARBOUX. 


On  sait  qu'en  dehors  d'une  lliéorie  rationnelle  de  la  déforma- 
lion,  on  doit  à  Tissot  une  méthode  nouvelle  [jour  obtenir,  à  l'aide 
des  développements  en  série,  le  meilleur  mode  de  représentation 
d'un  pays  donné,  tel  que  la  France,  l'Espagne,  etc.  Tissot,  s'ap- 
puyanl  sur  ce  que  la  région  à  représenter  est  toujours  fort  petite 
relativement  à  la  surface  du  globe,  s'eflorce  d'obtenir  des  dévelop- 
pements en  série  réduisant  au  minimum  les  altérations  d'angles 
et  de  distances.  Son  exposition  m'a  paru  quelque  peu  confuse,  et 
il  m'a  semblé  qu'en  restant  dans  le  même  ordre  d'idées  on  pour- 
rail  suivre  avec  avantage  la  méthode  suivante. 

1. 

Rapportons  une  surface  quelconque  à  son  plan  tangent  et  à  des 
tangentes  principales.  Son  équation  sera  de  la  lorme 

R  et  R'  désignant  les  rayons  de  courbure  principaux  à  l'origine  et 
les  termes  négligés  étant  au  moins  du  troisième  ordre  en  x,  y.  On 
peut  même  remarquer  que,  dans  le  cas  de  la  sphère,  les  termes 
du  troisième  ordre  disparaissent,  et  qu'ils  sont  très  petits  dans  le 
cas  où  l'on  considère  la  terre  comme  un  ellipsoïde  aplati. 

On  aura  donc,  pour  l'élément  linéaire  de  la  surface,  l'expres- 
sion 


(2) 


*.=*.+  <>.+  (£*  +  ^)\ 


les  termes  négligés  ne  contenant  que  les   troisièmes  puissances  et 
les  puissances  supérieures  de  x  et  dey. 
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Essayons  de  trouver  des  séries 

(3)  »=/(*,r)>      P  =  ?(*,r). 

telles  que 

d&  +  dp 

coïncide  avec  ds-  jusqu'aux  termes  de  degré  le  plus  élevé  possible. 
En  désignant  par  a0,  (30  les  premiers  termes  des  séries  (3),  il 
faudra  qu'on  ait 

d%l  -+-  d$ l  =  dx*  ■+-  dy1 . 

On  connaît  la  solution    la    plus  générale  de  celle  équation.  On 
sait  que,  par  un    choix   convenable   des  axes,   on    la    ramène  à  la 

forme 

a0  =  x,  p0  =  y. 

C'est  ce  que  nous  supposerons  dans  la  suite.  On  pourra  donc 
poser 

a  =  x  ■+■  u,         p  =  y  ■+-  v, 

u  et  v  étant  au  moins  du  second  ordre.  Mais  comme  il  n'y  a  pas 
dans  ds-  de  termes  du  premier  ordre  en  x,y%  il  faudra  supposer 
que  u  et  v  sont  au  moins  du  troisième  ordre,  et  écrire 

(4)  <x  =  a?+  «3-t-...,         (3  =  r -h  t>3 H- 

Alors  on  aura,  pour  l'élément  linéaire  du  plan,  l'expression 
(  5  )  rfa2  =  dï1  ■+■  dp  =  dx-  ■+■  dy"1  -t- 1  du,  <fe  +  2  dv3  dy, 

les  termes  négligés  étant  du  troisième  ordre  en  x,  y. 

Si  l'on  pouvait  disposer  de  ;/3  et  de  c3  de   telle  manière  qu'on 
eût 

2  du3  dx  ■+-  i  dv3  dy  =  (  — —  ■+-  ^f-  j  , 

il  y  aurait  identité  entre  les  développements  de  ds*  et  de  du2 
jusqu'au  troisième  ordre  exclusivement.  Mais  il  est  aisé  de  voir 
que  l'identité  précédente  est  généralement  impossible  (nous  ne 
faisons  pas  ce  calcul  parce  qu'il  est  compris  implicitement  dans  le 
suivant).  Il  est  donc  impossible  d'assurer  la  conservation  des 
grandeurs  jusqu'au  second  ordre  inclusivement. 

Voyons  du  moins  s'il  serait  possible  de  conserver  la  similitude 
des  infiniment  petits  et  si  l'on  pourrait  avoir 

(6)  <fo»=(n-X)*«&, 


R» 

-+■ 

2X0, 

dx 

= 

ixy 
RÊT 

21 

2X0. 
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en  prenant  pour),  une  quantité  qui  sera  nécessairement  du  second 
ordre  en  x,  y,  puisque  ds- —  û?t2  est  du  second  ordre.  Alors,  en 
égalant  les  termes  du  second  ordre  dans  l'équation  précédente  et 
désignant   par  \a  la   partie  homogène   du  second   ordre  de  /..   on 

devra  avoir 

du  3 

■2  — 

dx 

du3 

2^r  ~  R 

Ces  équations  sont  faciles  à  résoudre.  On  en  déduit  d'abord 

<?*X„       <)«X„  _  _i_ 
dx*  "*"  dy*   ~  RR'' 

et  par  suite 

(S)  X"  =  *' RIV  '  +A(J'-/)  +  iBa7. 

A  et  B  désignant  des  constantes, 

Portant  cette   valeur  de    /.0   dans   les   identités  précédentes,  on 
obtiendra  aisément  les  valeurs  de  u3  et  de  t>3.  On  trouve  ainsi 

i  g=;r  +  ^-hJ",7R3R;y'^:j(:r'-3ay,)+T(33f'-y--y')-1--- 

(9)    Mr+^+^p:-j(j--3j*.)+j(3^*-**)+..., 


/h  désignant  le  rapport  de  similitude 

Si  l'on  résout  ces  équations  par  rapport  à  x,y,  on  aura  évidem- 
ment, au  même  ordre  d'approximation, 

a3  3S-4-323»        A  B 

(10)    •    v  =  (j *±— —  2-^-i£--t--(a»—  33ï')  —  _(3a0'—  «3), 

(.«  ;    .  j     p      fiR»,         iaRR.    -f  3  <p      'f1  '      3  >aaP         >> 

A(««—  3«>-t-2Ba3. 


4RR' 


On  pourrait  déduire  de  ces  expressions  le  théorème  de  Gauss; 
car  si  l'on  prend  la  valeur  moyenne  de  m  sur  un  cercle  de  rayon  p 
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avant  l'origine  pour  centre,  on  trouve 

RR 

Comme  les  mêmes  représentations  conformes  conviennent  à 
toutes  les  surfaces  applicables  sur  la  première,  on  voit  <pie  la 
courbure  totale  doit  être  la  même  pour  toutes  ces  surfaces  aux 
points  correspondants. 

Pour  déterminer  les  constantes  A  et  B,  Tissot  a  un  procède  in- 
génieux. Admettons,  pour  fixer  les  idées,  qu'on  suppose  la  terre 
sphérique  et  qu'on  fasse 

R  =  R'=i. 

Tissot  cherche,  parmi  les  coniques   représentées  par  l'équation 
X  =  — ! h  A(a2 —  (3*)  H-  aBa|3  =  const., 

celle  qui,  en  épousant  le  mieux  la  forme  de  la  surface,  correspond 
à  la  plus  petite  valeur  de  X. 

On  peut  employer  d'autres  considérations. 

Par  exemple,  on  peut  vouloir  que,  dans  l'aire  à  représenter,  la 
valeur  moyenne  de  (m  —  i)2  soit  la  plus  petite  possible. 

On  peut  aussi  demander  que  la  valeur  moyenne  du  carré  du 
gradient  de  X  soit  la  plus  petite  possible.  Celte  valeur  moyenne  est 
égale  à  l'intégrale 

'-yy[(£H$)>* 

divisée  par  la  surface  totale.  Si  l'on  pose 

(12)  /  v   =      /    Ma*  —  j3»)rfarfp, 


v'  =  i/    ftt$dzdp, 


on  trouve  par  un  calcul  facile 
(i3)  A  = 


4jjiRR'  4(jiRR' 
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et  le  minimum  de  l'intégrale  1  est 


4|iR2R'2 
La  valeur  de  ).  pourra  alors  s'écrire 

d-ii  X  =  — ^7  f  f  {*%-$*<,)*  dxodfa. 

Dans  le  cas  où  la  courbe  limite   est  une  ellipse,   on  obtient  un 
résultai  remarquable. 

Supposons  que  l'ellipse  soit  définie  par  les  équations 


(i5) 


a  =  a  cosœ  -+-  b  sincp, 
3  =  a  coso  -+-  b'  sin  o, 


où  tp  varie  de  o  à  2«,  ce  qui  donnera  l'équation  suivante 
(16)  (a'a  —  «P)*+(6'«  —  *(!)»  =  (aè'  —  6a')5, 

île  cette  courbe. 

Les  points  intérieurs  à  l'ellipse  seront  définis  par  les  équations 

a„  =  i(a  cnscp  -+-  6  sinœ), 
3o  =  e(a'  cos-i  4-  b'  sinç), 

où  e  variera  de  o  à  i  et  o  de  o  à  i  —. 
L'élément  d'aire  sera 

(ab' —  ba')z  de  do, 

et  la  valeur  (i/\)  de  A  deviendra 

X  =  /     /  E3[(a'a —  a  (3)  costs  +  (/>' a  —  6  jî)  sintf]2  rt"e  t/if. 

Un  calcul  facile  donne 


('7) 


X  =  ^  RR*a'^«'«  +  <^ri)'+(6'«-6&)']■ 


S;iRR, 
On  a  d  aul  re  part 

(18)  11=  ?(«£'  —  bd)(a*+a'î+b°--ï-  b'*). 

4 

On  voit  donc,  en  rapprochant  les  équations  (16)  et  (17),  que  la 
valeur  de  X  sera  maximum  sur  l'ellipse  qui  sert  de  contour  et 
qu'elle  y  prendra  la  valeur  constante 

(ab'—ba'Y 


(19) 


îRR'(a'+o'!+6!+  b'*) 
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Or,  si   l'on   désigne  par  A'  et  B'    les  demi-axes  de  l'ellipse,  on 
trouve  facilement  qu'on  a 


(  ab'  —  ba'  )-  =  A'2B'-, 


On  a  donc 


(20)  ),  = 


iRR'(A''+B''j 


Or,  si  l'on  appelle  p  le  demi-diamètre  de  l'ellipse  qui  fait  des 
angles  égaux  avec  les  deux  a\es,  on  a 

2  1  1 

p»  ~  A*  +  B»  ' 
et  par  conséquent 

<">  l  =  WK- 

Dans  le  cas  de  la  sphère,  on  a 

Le  fait  que  ).  est  constant  sur  le  contour,  quand  ce  contour  esl 
une  ellipse,  se  rattache  au  théorème  de  Tchebychef,  que  nous 
axons  démontré  dans  une  Note  antérieure.  Car,  à  l'ordre  d'ap- 
proximation adopté,  l'intégrale  1  considérée  plus  haut  ne  dillère 
pas  de  celle 

qui  figure  dans  la  théorie  de  Tchebychef. 

Remarquons  encore  que  cette  théorie  rationnelle  fournit,  dans 
une  certaine  mesure,  la  justification  du  procédé  quelque  peu  élé- 
mentaire de  Tissot  et  de  l'emploi  de  son  jeu  de  coniques  pour  le 
choix  de  la  meilleure  représentation  d'une  contrée.  Car  puisque, 
d'après  le  théorème  de  Tchebychef,  X  devrait  être  constant  sur  le 
contour,  et  puisque,  à  l'aide  de  l'approximation  adoptée,  ses  va- 
leurs demeurent  constantes  sur  des  coniques  concentriques,  il  esl 
naturel  de  choisir  parmi  ces  coniques  celle  qui  recouvre  le  mieux, 
et  avec  la  plus  petite  valeur  de  À,  la  contrée  considérée  ou,  plus 
correctement,  sa  projection  orthogonale  sur  le  plan  tangent. 
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11. 

On  peut  aborder  la  même  théorie  par  une  voie  plus  rigoureuse, 
où  les  développements  en  série  n'interviennent  qu'à  la  fin  et  dans 
des  conditions  plus  générales. 

A  cet  effet,  considérons  une  surface  rapportée  à  des  coordonnées 
curvilignes  quelconques,  et  soit 
(  22  )  ds-  =  E  du-  ■+■  i  F  du  d\<  -t-  G  dv* 

la  formule  qui  fait  connaître  son  élément  linéaire.  La  théorie  de 
la  représentation  conforme  repose  sur  la  considération  de  l'équa- 
tion fondamentale 

(î3)  rf(a+ip)  =  (ji(  y/E  du  H — —  dv 

V  /E 

où  H  désigne  la  quantité 

(24)  H  =  y/EG  — F«, 

et  où  [A  est  un  facteur  à  déterminer. 

Ce  lacleur  devra  évidemment  satisfaire  à  la  condition 


(i\) 


à  (     /17\        d   !     F  +  'H 


qui  est  à  la  fois  nécessaire  et  suffisante. 
Posons 

(i5)  |A  =  Xe<<*, 

tétant  le  module  et  a-  L'argument  de  p.;  etremarquons  que,  d'après 
l'équation  (  23)  et  celle  qu'on  obtient  en  changeant  i  en  —  i,  on  aura 

(26)  «foc«-i-rf|5«=X*ûk», 

A  sera  donc  le  rapport  de  similitude  de  la  Carte  à  la  surface  et 
aura  une  signification  géométrique  tout  à  fait  indépendante  du 
choix  des  coordonnées.  Nous  allons  établir  qu'il  satisfait  à  une 
équation  aux  dérivées  partielles  très  simple. 

Séparons  dans  l'équation  (23)  les  parties   réelles  et  les  parties 
imaginaires,  après  l'avoir  divisée  par  u..  Nous  aurons 

ypr<JlogX_    F     cUogX         H     àa  d    /  F  \         d    ^ 

ô*       ~  y/Ê       dw  y/E  du  +  du  \  y/E/        àv 

y/E! 


JE  au  JE      au  àu\JËJ 
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Tirons  «le  ces  équations  les  deux  dérivées  de  t,  ce  qui  donnera 


Ou 

E   à  loS).         F    dlogX 
II       Ov        '    H      du 

i     dE        /Ë    d    /   F  ' 

Ou 

G  dlog*         F   d  logX 

i     dG           F      dE 

OV    ~ 

Tï  ~J7i         TT     ov 

2  11    dî/          2  i.H    àv 

(27) 


Eliminons  a-  en  égalant  les  deux  valeurs  qu'on  obtient  pour  la 

dérivée  seconde  - — —  >  il  viendra,  en  adoptant  le  symbole  A., G  de 
du  Oï  i  j  - 

Bellrami, 

,  „.  .il  '  '  à   I —  i  dG         F    dE 

m  —  (-a-  :     -  fit  ^) 


2  H  0u\   H     Ou        l£H 
i      d    /  —  i  àE        2   c/F         F     dE\ 
H  dv  '  "ÎT  chT  +  H  ôTi  ~  ÎÏTÎ  dâ/' 


équation  fondamentale  qui  est  due  à  Bellrami. 

Le  second  membre  est  évidemment  un  invariant.  Pour  connaître 
sa  signification  géométrique,  on  peut  évidemment  le  calculer  en 
se  servant  de  l'élément  linéaire  donné  par  la  formule  (2).  On 
trouve  ainsi  qu'il  est  égal  à  tt^t  ■   Ainsi  on  a 


(29) 


RR 


Réciproquement,  supposons  qu'on  ait  obtenu  une  solution  quel- 
conque de  cette  équation.  Les  formules  (27)  feront  connaître  7 
par  une  quadrature.  On  aura  donc  le  facteur  p..  En  le  portant 
dans  la  formule  (23).  on  aura  a -f-  {{3  et  par  conséquent  y.  et  ft  par 
une  nouvelle  quadrature.  Donc  à  toute  solution  de  l'équation  (26) 
correspond  une  solution  du  problème  de  la  représentation  con- 
forme. On  s'assure  aisément  que  cette  solution  est  unique  et  bien 
déterminée.  Les  constantes  qu'on  introduit  par  les  intégrations 
donnent  la  même  Carte,  rapportée  à  des  axes  différents. 

On  a,  comme  on  sait, 

A    fi  -     '    JL  (  G    d<i  —    d<>  \  '       d    I  —   —  —  il  —\ 

D'après  cela,  si  l'on  revient  à  la  méthode  du  développement  en 
série  et  si  l'on  veut  représenter  la  région  qui  entoure  le  point  de 
coordonnées  curvilignes  w0,  c0,  on  voit  qu'on  pourra  adopter, 
pour  le  développement  de  la  valeur  de  log  X  satisfaisant  à  1  équa- 
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lion  (29)  suivant  les  puissances  de  u —  u0,  V — c„,  une  série 
privée  des  termes  constants  et  des  termes  du  premier  degré.  Mais 
cette  série  contiendra  nécessairement  des  termes  du  second  degré 
sans  quoi  A2  log  A  serait  nul,  ce  qui  est  impossible  tant  que  la 
courbure  totale  n'est  pas  nulle.  Nous  sommes  donc  conduits  au 
même  résultat  que  par  notre  première  méthode. 

Si  l'on  pose 

logX  =  X2-i-  X3-4-. . ., 

X2  désignant  l'ensemble  des  termes  du  second  degré,  X2  sera  déter- 
miné, autant  qu'il  peut  l'être,  par  l'équation 

G   à*l2       2F   cfil,         E   d?A,  _     1 
H2    Ou*   ~  H2  dudv  +  H2    <A-    ~~  RR'' 

où  l'on  a  remplacé,  dans  les  coefficients  et  dans  le  second  membre, 
u  par  u0,  i'  par  v0  . 

III. 

Nous  montrerons,  en  terminant,  comment  on  peut  étendre 
l'équation  (29)  à  la  correspondance  avec  similitude  des  éléments 
infiniment  petits  entre  deux  surfaces  quelconques  (S)  et  (S,  ). 

Supposons  qu'entre  les  éléments  linéaires  de  ces  surfaces  on  ait 

la  relation 

ds \  =  m"  ds-. 

Si  la  première  est  représentée  sur  le  plan  d'élément  linéaire  de  t 

à  l'aide  de  la  formule 

X!rfiî=  da\ 

la  seconde  le  sera  sur  le  même  plan  à  l'aide  de  la  formule 

\i 

—-ds\  =  d^. 
m1      * 

Donc  si  A;,  désigne  le  paramètre  linéaire  relatif  à  la  première 
surlace,  on  aura 


(3i)  A,  logX 


RR' 


R,  fV  étant  les  rayons   de    courbure   de  (S).    On   aura    de   même 
pour (S,) 

(32)  a'>1o4  =  rTrT' 
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A'„  désignant  l'invariant  linéaire  relatif  à  la  seconde  surface,  et 
RM  R',  ses  rayons  de  courbure  principaux.  Or,  l'expression  (3o) 
de  As  montre  immédiatement  qu'on  aura 


Hij6=  H,  A'2I 
A,  =  m2  A', . 


Donc  l'équation  (32)  peut  s'écrire 


A,  los  —  = 


R,R', 


En  la    retranchant    alors   de  l'équation   (3i),   on    élimine  X  et  il 
vient 


(33) 


Ao lo"  m 


RR'        R,R',' 


Telle  est  l'équation  générale  que  nous  voulions  obtenir.  Elle 
comprend  évidemment  comme  cas  particulier  l'équation  (29). 

On  en  déduit  une  propriété  nouvelle  et  curieuse  de  la  courbure 
totale.  Si  l'on  veut  représenter  une  surface  (S)  sur  une  surface (S() 
de  telle  manière  qu'un  point  M  de  (S)  corresponde  à  un  point  M, 
de  (S|)  et  que  le  développement  du  rapport  de  similitude  dans  le 
voisinage  de  M  soit  privé  des  termes  du  premier  et  du  deuxième 
ordre,  A2  log/n  sera  nul  au  [joint  M  et,  par  conséquent,  le  rapport 
de  similitude  devra  être  égal  à 


/ÏÏÏÏ7 


C'est  à  cette  condition  seulement  que  le  développement  de 
log  m  commencera  aux  termes  du  troisième  ordre. 

On  voit  que  la  solution  réelle  de  ce  problème  sera  impossible, 
si  les  courbures  totales  ne  sont  pas  de  même  signe. 

Le  résultat  que  nous  venons  d'obtenir  justifie  jusqu'à  un  certain 
point  l'artifice  de  Prony  qui,  pour  tenir  compte  de  l'aplatissement 
terrestre,  substituait  en  un  point  à  l'ellipsoïde  terrestre  la  sphère 
tangente  ayant  même  courbure  totale.  Mais  c'est  Gauss  qui,  dans 
son  magistral  Mémoire  de  Copenhague  et  dans  ses  écrits  géodé- 
siques,  a  mis  au  point  cette  question  et  donné  à  l'idée  de  Prony  la 
forme  précise  et  rigoureuse  qui  lui  manquait. 
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POIXCARÉ  (H.).  —  Leçons  de  Mécanique  céleste.  Tome  II,  Deuxième  Partie: 
Théorie  de  la  Lune.  In-8,  i36  pages.  Paris,  Gauthier-Yillars. 

L'élaboration  d'une  théorie  satisfaisante  de  la  Lune  est  un  des 
problèmes  les  plus  difficiles  de  la  Mécanique  céleste.  De  nombreux 
géomètres  v  ont  consacré  leurs  efforts,  depuis  Newton  qui  traitait 
déjà  avec  quelques  détails  de  L'inégalité  de  la  longitude  connue 
sous  le  nom  de  variation. 

Les  difficultés  proviennent  de  la  grandeur  de  la  force  perturba- 
trice relativement  à  la  force  d'attraction  de  la  masse  principale, 
circonstance  qui  fait  échouer  les  procédés  mis  en  œuvre  dans  les 
théories  de  planètes. 

Bien  que  les  éphémérides  modernes  soient  tirées  des  Tables  de 
Hansen,  corrigées  empiriquement,  il  est  vrai,  par  Newiomb, 
M.  Poincaré  n'expose  pas  leur  formation  en  raison  de  la  compli- 
cation de  la  méthode,  qui  est  une  méthode  numérique  ;  le  calcul 
des  coefficients  ne  demanda-l-il  pas,  en  effet,  à  Hansen  une 
douzaine  d'approximations  successives  et  trois  ans  de  travail. 

C'est,  avec  quelques  variantes  de  détails,  la  méthode  de  Broun 
qu'on  trouvera  dans  le  présent  Ouvrage.  Sa  théorie  occupe  une 
position  intermédiaire  entre  la  voie  purement  numérique  de 
Hansen  et  celle  purement  analytique  de  Delaunay. 

Le  Chapitre  XXIV,  qui  est  le  premier  Chapitre  du  lascicule, 
donne,  sur  la  nature  du  développement  des  coordonnées,  des  ren- 
seignements généraux  auxquels  conduisent  des  considérations 
d  homogénéité  ou  de  symétrie. 

Suivant  une  idée  qui  remonte  à  Euler,  on  introduit  un  système 
d'axes  mobiles  tournant  avec  une  vitesse  angulaire  égale  au  moyen 
mouvement  du  Soleil. 

Chapitre  XXV.  La  variation  fait  l'objet  du  Chapitre  suivant.  11 
s'agit  là  des  termes  d'ordre  zéro  par  rapport  à  la  parallaxe,  les 
excentricités  et  l'inclinaison  de   l'orbite  lunaire.    Les  magistrales 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  1°  série,  t.  XXXV-  (Mais  ign.)  5 
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recherches  de  Hill  ont  donné  la  solution   complète  du   problème. 
Chapitre  XXVI.  Puis,  c'est  la  recherche  des  inégalités  du  pre- 
mier ordre  par  rapport  à  (inclinaison  de  l'orbite  lunaire.  La  coor- 
donnée z  de  la  Lune  dépend  de  l'équation 

-i h:(9||  +  28|  cos  2-r-r-2e>cos4"  .  ..)=  o, 

les  6  ayant  des  développements  connus.  La  solution  périodique 
de  cette  équation,  donnée  par  M.  Hill,  repose  sur  la  considération 
d'un  déterminant  d'ordre  infini  dont  AL  Poincaré  a  démontré  la 
convergence.  Dans  l'expression  de  z  figure  la  constante  permettant 
de  définir  le  moyen  mouvement  du  nœud. 

Chapitre  XXVII.  Les  inégalités  de  l'ordre  de  la  première  puis- 
sance de  l'excentricité  lunaire  donneront  le  mouvement  du  périgée, 
Y  équation  du  centre  et  Vévection.  La  solution  dépend  de 
certaines  équations  linéaires  du  second  ordre,  ici  sans  seconds 
membres,  appelées  équations  aux  variations. 

Chapitre  XX\  111.  Les  premiers  membres  des  mêmes  équations, 
égalés  à  des  seconds  membres  tout  connus,  fournissent  les  termes 
d'ordres  supérieurs,  dont  la  détermination  est  ainsi  ramenée  à  de 
simples  quadratu  res. 

Chapitre  XXIX.  A  près  cet  exposé  de  la  méthode  de  Brown, 
M.  Poincaré  donne  quelques  indications  sur  une  deuxième  mé- 
thode qui  fournirait,  plus  simplement  que  ne  l'a  fait  Delaunav.  un 
développement  analytique  des  coefficients  ;  le  problème  est  ramené 
à  la  résolution  d'un  système  de  deux  équations  linéaires  à  seconds 
membres  et  du  premier  ordre. 

Enfin,  se  trouvent  exposés  les  théorèmes   d'Adams  relatifs   aux 

particularités     du     développement     de    -,    quand    on    néglige    la 

parallaxe. 

Chapitre  XXX.  Ce  Chapitre  traite  de  l'action  des  planètes  par 
la  méthode  de  la  variation  des  constantes,  question  étudiée  par 
Newcomb,  puis  par  M.  Radau. 

Chapitre  XXXI.  Les  dernières  pages  du  fascicule  résument  le 
problème  des  accélérations  séculaires  des  moyens  mouvements. 

Et  ainsi  se  trouve  exposée  la  théorie  si  ardue  de  la  Lune  avec  un 
maximum  de  concision  limpide  et  d'élégance. 
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Là,  aulant  qu'ailleurs,  le  plaisir  du  lecteur  qui  se  laisse  conduire 
par  M.  Poincaré,  c'est  qu'il  arrive  très  rapidement  au  but,  comme 
sans  effort  et  par  un  chemin  tout  droit. 


A.  L 


AMBERT. 


MELANGES. 

MAGYAR   TUDOMÂNVOS    AKADEMIA. 

PRIX  BOLYAI  (>). 

Procès-verbal  des  séances  de  la  Commission  internationale  de  1910. 

A  l'occasion  du  centième  anniversaire  de  la  naissance  de  Jean 
Boirai,  l'Académie  hongroise  des  Sciences,  voulant  perpétuer  le 
souvenir  de  cet  illustre  savant,  ainsi  que  celui  du  profond  penseur 
que  fut  Farkas  Boljai,  son  père  et  son  maître,  avait  décidé  de 
fonder  un  prix  international  qui  devait  porter  le  nom  de  Prix 
Bolyai.  Ce  prix  devait  être  décerné  pour  la  première  fois  en  iqo5, 
puis  de  cinq  en  cinq  ans  à  l'auteur  du  meilleur  Ouvrage  de  Mathé- 
matiques paru  au  cours  des  cinq  années  précédentes,  en  prenant 
en  considération  toute  son  œuvre  antérieure. 

D'après  le  règlement  du  prix,  l'Académie  avait  confié  le  soin 
de  le  décerner  pour  les  années  1905-1909  à  une  Commission  com- 
posée de  deux  membres  résidants  :  M.  Jules  Ronig,  secrétaire  de 
la  classe  des  Sciences;  M.  Gustave  Rados,  membre  de  la  Classe,  et 
deux  membres  étrangers  :  M.  Gôsta  Miltag-Leffler,  membre  de 
l'Académie  des  Sciences  suédoise;  M.  Henri  Poincaré,  membre 
de  l'Institut  de  France. 

La  Commission  s'est  réunie  à  Budapest  les  \n  et  18  octobre  1910 
et  elle  a  désigné  comme  président  M.  Jules  Ronig  et  comme  rap- 
porteur M.  Henri  Poincaré. 


(l)  Voir  Bulletin,   1906,  p.  io3,  pour  la    première  attribution  du  prix  interna- 
tional. 
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Parmi  les  travaux  les  plus  dignes  d'attention  publiés  dans 
les  cinq  dernières  années,  la  Commission  a  particulièrement  remar- 
qué ceux  de  M.  David  Hilbert,  qui,  par  la  profondeur  de  la  pensée, 
l'originalité  des  méthodes,  la  rigueur  logique  des  démonstrations, 
ont  déjà  exercé  une  influence  considérable  sur  les  progrès  des 
sciences  ma  thé  m  a  tic  pi  es. 

Après  avoir  examiné  les  litres  divers  de  cet  auteur,  et  prenant 
en  considération  non  seulement  ses  travaux  des  cinq  dernières 
années,  mais  ses  recherches  antérieures  et  l'ensemble  de  sa  car- 
rière scientifique,  la  Commission  a  unanimement  décidé  de  dé- 
cerner le  prix  Bolvai  de  l'Académie  des  Sciences  hongroise,  pour 
les  années  1900-1909,  à 

M.  David   Hilbert. 

Les  motifs  de  celte  décision  seront  exposés  dans  le  Rapport  de 
M.  Poincaré. 

Ce  procès-verbal  a  été  accepté  à  l'unanimité. 

Budapest,  18  octobre   1910. 

Signé  : 
KONIG,  Président.  POINCARÉ,  Rapporteur. 

MITTAG-LEFFLER. 
RADOS. 


Rapport  de  M.  Henri  POINCARÉ. 

Les  problèmes  traités  par  M.  Hilbert  sont  tellement  variés  et 
leur  importance  est  si  évidente  qu'un  long  préambule  ne  nous 
semble  pas  nécessaire.  Je  crois  préférable  d'entrer  immédiatement 
dans  l'exposé  détaillé  de  ses  principaux  Mémoires.  Le  lecteur, 
en  présence  de  résultats  si  considérables,  tirera  la  conclusion  de 
lui-même. 

Les  invariants.  —  Les  premiers  travaux  de  M.  Hilbert  sont 
relatifs  à  la  théorie  des  invariants.  On  sait  avec  quelle  passion 
cette  partie  des   Mathématiques   a  été  cultivée   vers  le   milieu  du 
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siècle  dernier  et  combien  elle  a  été  délaissée  depuis.  Il  semblait 
en  effet  que  les  Clebsch,  les  Gordan,  les  Cayley,  les  Sylvester 
eussent  épuisé  tout  ce  qu'on  pouvait  tirer  des  méthodes  anciennes 
et  qu'il  n'y  eût  plus  après  eux  que  peu  de  chose  à  glaner.  Mais  les 
progrès  de  l'Algèbre  et  de  l'Arithmétique,  et  eu  particulier  la 
théorie  des  nombres  entiers  algébriques,  l'extension  qu'on  en  fit 
bientôt  aux  polynômes  entiers,  la  théorie  des  modules  de  Kro- 
necker,  allaient  permettre  d'aborder  la  question  par  un  côté  encore 
inexploré.  C'est  ce  qu'a  fait  M.  Hilbert  en  s 'attaquant  tout  d'abord 
au  célèbre  théorème  de  Gordan,  d'après  lequel  tous  les  invariants 
d'un  système  de  formes  peuvent  s'exprimer  d'une  façon  ration- 
nelle et  entière  en  fonctions  d'un  nombre  fini  d'entre  eux.  On  ne 
saurait  mieux  mesurer  le  progrès  accompli  qu'en  comparant  le 
volume  que  Gordan  avait  dû  consacrer  à  sa  démonstration  aux 
quelques  lignes  dont  Hilbert  a  pu  se  contenter.  La  méthode  ga- 
gnait en  généralité  autant  qu'en  simplicité  et  l'on  pouvait  entre- 
voir toute  une  série  de  généralisations  possibles.  Un  lemnie  très 
simple  inspiré  par  les  idées  de  Kronecker  avait  rendu  ce  résultat 
possible  : 

Considérons  une  série  indéfinie  de  formes  F  dépendant  de  /( 
variables;  ou  peut  trouver  parmi  elles  un  nombre  fini  de  formes 
F,,  ...,  F/;  telles  qu'une  forme  quelconque  F  de  la  série  puisse 
être  égalée  à 

(1)  F  =  A,F1-+-...APFP, 

les  A.  étant  des  formes  dépendant  des  mêmes  variables.  C'est  là 
une  conséquence  de  la  notion  fondamentale  de  module  introduite 
par  Kronecker  dans  la  Science.  Cela  veut  dire,  dans  le  langage  de 
Kronecker,  que  les  diviseurs  communs  à  plusieurs  modules, 
ceux-ci  fussent-ils  en  nombre  infini,  sont  les  sous-multiples  de 
l'un  d'entre  eux,  qui  est  leur  plus  grand  commun  diviseur,  et  dans 
le  langage  géométrique  (en  supposant  4  variables  et  les  regardant 
comme  les  coordonnées  homogènes  d'un  point  dans  l'espace),  que 
l'ensemble  des  points  communs  à  un  nombre  infini  de  surfaces 
algébriques  se  compose  d'un  nombre  fini  de  points  isolés  et  d'un 
nombre  fini  de  courbes  gauches  algébriques. 

Mais  ce  n'est  pas  tout  :  supposons  que  les  F  soient  les  invariants 
d'un  système  de  formes  et  les  A  des  fonctions  des  coefficients  de 
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ces  formes.  On  peut  toujours  supposer  que  les  A  sont  aussi  des 
invariants,  sans  quoi  on  pourrait  effectuer  sur  les  formes  une 
transformation  linéaire  arbitraire.  Alors,  dans  la  relation  (i)  ainsi 
transformée,  figureraient  les  coefficients  de  cette  transformation. 
En  appliquant,  à  la  relation  (i)  transformée,  un  certain  processus 
de  différentiations  successives  (les  différentiations  s'effectuant  par 
rapport  aux  coefficients  de  la  transformation  linéaire),  on  arrive  à 
une  relation  de  même  forme  que  (i  )  mais  où  les  A  sont  des  inva- 
riants. La  démonstration  du  théorème  de  Gordan  s'en  déduit 
immédiatement. 

Mais  ce  n'est  pas  tout  :  entre  ces  invariants  fondamentaux,  il  y  a 
un  certain  nombre  de  relations  appelées  syzygies.  Toutes  les  syzj- 
gies  peuvent  se  déduire  d'un  nombre  fini  d'entre  elles  par  addition 
et  multiplication.  Entre  ces  syzygies  fondamentales  du  premier 
ordre  il  y  a  des  syzygies  du  second  ordre,  qui  peuvent  aussi  se 
déduire  d'un  nombre  fini  d'entre  elles  par  addition  et  multiplica- 
tion, et  ainsi  de  suite. 

M.  Hilbert  déduit  ce  résultat  d'un  théorème  général  d'algèbre. 
Considérons  un  système  d'équations  linéaires  de  la  forme  : 

où  les  F  sont  des  formes  données  et  les  X  des  formes  inconnues 
homogènes  par  rapport  à  certaines  variables;  l'étude  des  solu- 
tions de  ce  système  et  des  relations  qui  les  lient  conduit  à  consi- 
dérer une  série  de  systèmes  dérivés  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  un 
système  dérivé  qui  n'admet  plus  aucune  solution.  C'est  ainsi 
d'ailleurs  que  M.  Hilbert  fut  amené  à  déterminer  et  à  étudier  le 
nombre  '/(R)  des  conditions  distinctes  auxquelles  doit  satisfaire 
une  forme  de  degré  R  pour  être  congrue  à  zéro  par  rapport  à  un 
module  donné. 

Mais,  pour  compléter  la  théorie,  il  ne  suffisait  pas  d'établir 
l'existence  d'un  système  d'invariants  fondamentaux,  il  fallait  donner 
les  moyens  de  le  former  effectivement,  et  ce  problème  a  été  ramené 
par  l'auteur  à  une  question  qui  se  rattacheà  la  théorie  des  nombres 
entiers  algébriques  étendue  aux  polynômes  entiers. 
Le  problème  est  ainsi  décomposé  en  trois  autres  : 
i°   Trouver  des  invariants  Jm    en   fonctions  desquels   tous  les 
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autres  puissent  s'exprimer  sous  une  forme  entière  et  algébrique, 
c'est-à-dire  tels  qu'un  invariant  quelconque  J  satisfasse  à  une 
équation  algébrique 

J*  +  G,  J*-1  +  G,J^->  -+-...+  G*_,  J  +  G/,  =  o, 

les  G  étant  des  polynômes  entiers  par  rapport  aux  J,„; 

20  Trouver  des  invariants  en  fonctions  desquels  tous  les  autres 
puissent  s'exprimer  rationnellement; 

3°  Trouver  des  invariants  en  fonctions  desquels  tous  les  autres 
puissent  s'exprimer  sous  forme  entière  et  rationnelle. 

De  ces  trois  problèmes  le  premier  est  le  plus  difficile.  Si  on  le 
suppose  résolu,  l'ensemble  des  invariants  se  présente  comme  un 
corps  algébrique,  et  le  premier  pas  à  faire  c'est  de  déterminer  le 
degré  de  ce  corps  ;  c'est  à  quoi  parvient  M.  Hilbert,  au  moins  pour 
les  formes  binaires,  en  évaluant  de  deux  manières  différentes  le 
nombre  cs(o-)  des  invariants  linéairement  indépendants  de  degré», 
ou  plutôt  la  valeur  asvmptotique  de  cette  fonction  numérique  o(<3") 
pour  <x  très  grand. 

Une  fois  le  premier  problème  résolu,  la  solution  des  deux  autres 
se  ramène  à  une  question  classique  de  l'arithmétique  des  polynômes 
et  de  la  théorie  des  corps  algébriques.  Il  s'agit  donc  de  trouver  les 
invariants  fondamentaux  à  l'aide  desquels  tous  les  autres  s'expri- 
ment sous  forme  entière  et  algébrique. 

A  cet  effet  M.  Hilbert  remarque  que  ce  sont  ceux  qui  ne  peuvent 
s'annuler  sans  que  tous  les  autres  s'annulent.  On  conçoit  ainsi  que 
la  recherche  de  ces  invariants  fondamentaux  sera  singulièrement 
facilitée  par  l'étude  des  formes  nulles,  c'est-à-dire  de  celles  dont 
les  coefficients  numériques  sont  choisis  de  telle  sorte  que  les 
valeurs  numériques  de  tous  les  invariants  soient  nulles. 

Dans  le  cas  des  formes  binaires,  les  formes  nulles  sont  celles 
qui  sont  divisibles  par  une  puissance  suffisamment  élevée  d'un 
facteur  linéaire;  mais  dans  les  autres  cas  le  problème  est  plus 
délicat.  L'auteur  met  d'abord  en  évidence  un  certain  nombre  de 
théorèmes. 

Considérons  une  forme  à  coefficients  numériques  et  sa  transfor- 
mée par  une  substitution  linéaire  quelconque;  les  coefficients  de 
cette  transformée  seront  des  polynômes  entiers  par  rapport  aux 
coefficients  de  la  substitution.  Si  le  déterminant  de  la  substitution 
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est  une  fond  ion  algébrique  et  entière  de  ces  polynômes  entiers, 
la  forme  proposée  n'est  pas  une  forme  nulle.  Dans  le  cas  contraire, 
c'est  une  forme  nulle. 

Considérons  d'autre  part  les  transformées  d'une  forme  par  une 
substitution  linéaire  dépendant  d'un  paramètre  arbitraire  t  et  de 
telle  façon  (pie  les  coefficients  de  celte  substitution  soienl  des 
séries  développables  suivant  les  puissances  entières,  positives  ou 
négatives1  mais  croissantes,  de  ce  paramètre.  S'il  s'agit  d'une  forme 
nulle,  on  peut  choisir  une  substitution  de  cette  nature  de  telle 
sorte  que  son  déterminant  devienne  infini  pour  t  =  o,  tandis  que 
les  coefficients  de  la  forme  transformée  restent  finis.  M.  Hilberl 
montre  que  celle  condition  est  nécessaire  pour  que  la  (orme  pro- 
posée soit  nulle,  el  il  est  d'ailleurs  évident  qu'elle  est  suffisante. 
A  chaque  forme  nulle  correspond  donc  une  et  peut-être  plusieurs 
substitutions  linéaires  jouissant  de  la  propriété  énoncée.  Cela 
posé,  l'auteur  démontre  que,  partant  d'une  forme  nulle  quel- 
conque, on  peut,  par  une  transformation  linéaire,  la  transformer 
en  une  forme  nulle  canonique.  Une  forme  est  dile  canonique 
quand  la  substitution  linéaire  qui  lui  correspond  et  qui  jouit  par 
rapport  à  elle  de  la  propriété  que  nous  venons  d'énoncer  est  de  la 
forme  simple  : 


/>•■ 


A. 


A. 


La  recherche  des  formes  nulles  est  ainsi  ramenée  à  celle  des 
(ormes  nulles  canoniques,  qui  est  beaucoup  plus  simple.  On  trouve 
que  les  formes  nulles  canoniques  sont  celles  auxquelles  il  manque 
certains  termes;  el  la  détermination  des  termes  qui  doivent  man- 
quer peut  se  faire  aisément,  grâce  à  un  schéma  géométrique  simple. 
On  voit  sous  quel  aspect  nouveau  et  élégant  se  présentent  aujour- 
d'hui, grâce  à  M.  Hilbert,  des  problèmes  qui  avaient  tenté  tant  de 
géomètres  il  y  a  cinquante  ans. 


Li  nombre  e.  —  M.  Hermite  a  le  premier  démontré  que  le 
nombre  e  esl  transcendanl  et  peu  de  temps  après  M.  Lindemann 
étendait  ce  résultat  au  nombre  u.  C'était  là  une  conquête  impor- 
tante pour  la  Science,  mais  les  méthodes  d'Hermile  étaient  en- 
core susceptibles  de    perfectionnements;    quelque  ingénieuses  et 
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quelque  originales  qu'elles  lussent,  on  sentait  qu'elles  ne  condui- 
saient pas  au  but  par  le  plus  court.  Ce  chemin  le  plus  court, 
M.  Hilbert  l'a  trouvé  et  il  semble  qu'on  ne  puisse  plus  apporter 
désormais  à  la  démonstration  de  simplification  nouvelle. 

C'était  la  seconde  fois  que  M.  Hilbert  donnait  d'un  théorème 
connu,  mais  qu'on  ne  pouvait  établir  que  par  des  considérations 
ardues,  une  démonstration  d'une  étonnante  simplicité.  Celle  faculté 
de  simplifier  ce  qui  avait  d'abord  semblé  complexe  se  présentait 
ainsi  comme  un  des  caractères  de  son  talent. 

Ahithmétique.  —  Les  travaux  arithmétiques  de  M.  Hilbert  ont 
principalement  porté  sur  les  corps  algébriques.  L'ensemble  des 
nombres  qui  peuvent  s'exprimer  rationnellement  en  fonctions  d'un 
ou  de  plusieurs  nombres  algébriques  constitue  un  domaine  de 
rationalité,  el  l'ensemble  des  nombres  de  ce  domaine  qui  sont  des 
entiers  algébriques  constilue  un  corps.  Si  l'on  envisage  ensuite 
lous  les  nombres  algébriques  d'un  corps  qui  peuvent  être  mis  sous 
la  forme  : 

«,2-,  -+-  a2:rj  ■+-...-+-  apxp 

où  les  a  sont  des  nombres  donnés  du  corps,  et  les  x  des  nombres 
indéterminés  de  ce  même  corps,  l'ensemble  de  ces  nombres  est  ce 
qu'on  appelle  un  idéal.  Ce  qui  fait  l'intérêt  de  cette  considération 
c  est  que  les  idéaux  obéissent,  en  ce  qui  concerne  leur  divisibilité, 
aux  lois  habituelles  de  l'Arithmétique  et  qu'en  particulier  tout  idéal 
est  décomposable  d'une  manière  et  d'une  seule  en  idéaux  premiers. 
C'est  là  le  théorème  fondamental  de  Dedekind. 

D'autre  part,  nous  pouvons  considérer  des  nombres  qui  satisfont 
à  une  équation  algébrique  dont  les  coefficients  appartiennent  à  un 
domaine  D  de  rationalité.  Ces  nombres  et  ceux  qui  peuvent 
s'exprimer  rationnellement  par  leur  moyen  définiront  un  nouveau 
domaine  de  rationalité  D',  plus  étendu  que  D,  el  un  corps  algé- 
brique K',  plus  étendu  que  le  corps  K.  qui  correspond  à  D.  On 
peut  alors  rapporter  le  corps  K.',  non  pas  aux  nombres  rationnels 
vulgaires  et  au  corps  des  entiers  de  l'Aritbmélique  ordinaire,  mais 
au  domaine  D  et  au  corps  algébrique  K.  On  pourra  alors  parler 
du  degré  relatif  de  K'  par  rapport  à  K,  de  la  norme  relative  d'un 
nombre  algébrique  de  ¥J  par  rapport  à  K.,  etc.  Il  y  aura  des  corps 
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relativement  quadratiques  obtenus  par  l'adjonction  au  domaine  D 
d'un  radical  yu.,  u.  étant  un  nombre  du  domaine  D,  et  des  corps 
relativement  abéliens,  obtenus  par  l'adjonction  à  D  des  racines 
d'une  équation  abélienne.  Il  y  a  là  une  sorte  de  généralisation  des 
idées  de  Dedekind,  que  Hilbert  n'est  sans  doute  pas  le  premier  à 
avoir  entrevue,  mais  dont  il  a  tiré  un  parti  inattendu. 

Nous  devons  aussi  parler  des  corps  galoisiens,  dont  l'équation 
génératrice  est.  une  équation  de  Galois.  Un  corps  quelconque  est 
contenu  dans  un  corps  galoisien,  de  la  même  façon  que  le  corps  K. 
dont  nous  parlions  tout  à  l'heure  est  contenu  dans  le  corps  K' ;  et 
ce  corps  galoisien  s'obtient  sans  peine  en  adjoignant,  au  domaine 
de  rationalité,  non  seulement  l'une  des  racines  de  l'équation  algé- 
brique génératrice  de  K,  mais  toutes  ses  racines.  Les  questions 
relatives  à  un  corps  quelconque  sont  ainsi  ramenées  aux  problèmes 
analogues  pour  les  corps  galoisiens. 

Après  avoir  montré  comment  on  pouvait,  par  la  discussion  d'une 
congruence,  former  tous  les  idéaux  de  norme  donnée,  M.  Hilbert 
a  cherché  une  démonstration  nouvelle  du  théorème  fondamental 
de  Dedekind;  il  l'a  établi  d'abord  pour  les  corps  galoisiens  et  l'a 
étendu  ensuite  sans  peine  à  un  corps  quelconque. 

M.  Hilbert  fut  ainsi  conduit  à  étudier  la  théorie  générale  des 
corps  galoisiens,  et  il  introduisit  une  foule  de  notions  nouvelles, 
en  définissant  une  série  de  sous-corps,  correspondant  à  divers 
sous-groupes  du  groupe  de  Galois  de  l'équation  génératrice;  ces 
sous-groupes  sont  définis  par  certaines  relations  qu'ils  ont  avec  un 
idéal  premier  quelconque  du  corps,  et  l'élude  de  ces  sous-corps 
nous  ouvre  des  aperçus  nouveaux  et  intéressants  sur  la  structure 
du  corps. 

L'auteur  donna  en  1896  une  démonstration  nouvelle  du 
théorème  de  Rronecker  d'après  lequel  les  racines  des  équations 
abéliennes  peuvent  s'exprimer  par  les  racines  de  l'unité.  Cette 
démonstration  purement  arithmétique  met  en  évidence  la  façon 
de  construire  tous  les  corps  abéliens  d'un  groupe  et  d'un  discri- 
minant donné. 

Mais  les  travaux  de  M.  Hilbert  ont  eu  pour  objet  principal 
l'élude  des  corps  relativement  quadratiques  et  relativement  abé- 
liens. Un  des  points  essentiels  de  la  théorie  des  nombres  est  la  loi 
de  réciprocité  de  Gauss  au  sujet  des  résidus  quadratiques;  on  sait 
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avec  (|iielle  prédilection  le  grand  géomètre  est  revenu  sur  cette 
question  et  combien  il  a  multiplié  les  démonstrations. 

Cette  loi  de  réciprocité  est  susceptible  de  généralisations  inté- 
ressantes lorsqu'on  passe  du  domaine  des  nombres  rationnels 
ordinaires  à  un  domaine  de  rationalité  quelconque.  M.  Hilbert  a 
pu  réaliser  celte  généralisation  dans  le  cas  où  le  corps  k  est  ima- 
ginaire et  a  un  nombre  de  classes  impair.  Il  a  introduit  un  symbole 
analogue  à  celui  de  Legendre,  et  la  loi  de  réciprocité  à  laquelle  il 
est  parvenu  se  présente  sous  une  forme  simple;  le  produit  d'un 
certain  nombre  de  pareils  symboles  doit  être  égal  à  i.  Celte  géné- 
ralisation présente  d'autant  plus  d'intérêt  que  l'auteur  a  pu  mon- 
trer qu'il  y  a  des  genres  correspondant  à  la  moitié  de  tous  les 
systèmes  imaginables  de  caractères,  résultat  qui  doit  être  rappro- 
ché de  celui  de  Gauss  et  qui  permet  l'extension  à  un  domaine  de 
rationalité  quelconque  de  celle  notion  du  genre  des  formes  quadra- 
tiques qui  fait  l'objet  d'un  des  chapitres  les  plus  attrayants  des 
Disquisitiones  Arithmeticce. 

Pour  aller  plus  loin,  M.  Hilbert  est  obligé  d'introduire  une 
notion  nouvelle  et  de  modifier  la  définition  de  la  classe.  Deux 
idéaux  appartiennent  à  la  même  classe  au  sens  large  ou  ancien  si 
leur  rapport  esl  un  nombre  algébrique  existant  quelconque;  ils 
appartiennent  à  la  même  classe  au  sens  étroit  ou  nouveau  si  leur 
rapport  est  un  nombre  algébrique  existant  qui  est  positij  ainsi 
que  tous  ses  conjugués.  Les  nombres  de  classes,  entendus  soit 
au  sens  large,  soit  au  sens  étroit,  sont  évidemment  en  relation  in  lune 
et  l'auteur  explique  quelle  est  la  nature  de  cetle  relation.  Mais 
celle  définition  nouvelle  permet  à  M.  Hilbert  d'exprimer  dans  un 
langage  plus  simple  les  théorèmes  qu'il  avait  en  vue.  Ces  théorèmes, 
énoncés  sous  leur  l'orme  la  plus  générale,  sont,  comme  le  dit  M.  Hil- 
bert, d'une  remarquable  simplicité  et  d'une  beauté  cristalline;  leur 
démonstration  complète  apparaissait  à  l'auteur  comme  le  but  final 
de  ses  éludes  sur  les  corps  algébriques.  C'est  sous  cette  forme 
générale  que  nous  les  énoncerons. 

Si  />'  est  un  corps  quelconque,  il  existe  un  groupe  Kk  qu'on  peut 
appeler  son  Klassenkôrper.  Son  degré  relatif  est  égal  au  nombre 
des  classes  au  sens  étroit.  Il  est  non  ramifié,  c'est-à-dire  qu'aucun 
idéal  premier  de  k  n'est  divisible  par  le  carré  d'un  idéal  premier 
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de  KA"  et  il  contient  tous  le^  corps  non  ramifiés  relativement  abé- 

liens  par  rapport  à  k. 

Son  groupe  relatil  est  isomorphe  au  groupe  abélicn  cpn  définit 
la  composition  des  classes  d'idéaux  de  A'. 

Les  idéaux  premiers  de  A',  quoique  premiers  par  rapporta  k,  ne 
le  sont  pas  en  général  par  rapport  à  KA ;  ils  peuvent  donc  être 
décomposés  en  facteurs  idéaux  premiers  par  rapport  à  KA;  le 
nombre  de  ces  facteurs  et  la  puissance  à  laquelle  ils  sont  élevés,  en 
un  mot  le  mode  de  décomposition,  dépendent  uniquement  de  la 
classe  à  laquelle  appartient  dans  le  corps  k  l'idéal  envisagé. 

Appelons  ambige  un  nombre  de  K  A"  qui  est  positif,  ainsi  que  tous 
ses  conjugués  et  qui  ne  diffère  de  ces  conjugués  que  par  un  facteur, 
qui  est  une  unité  complexe. 

Chaque  ambige  de  KA"  correspond  à  un  idéal  de  k  et  réciproque- 
ment. Celte  propriété  esl  caractéristique  du  corps  KA'  parmi  tous 
les  corps  relativement  abéliens  par  rapport  à  k. 

On  voit  quelle  esl  la  portée  de  ces  théorèmes  et  quelle  lumière 
elle  jette  sur  la  notion  de  classe,  puisque  les  relations  mutuelles  des 
classes  d'idéaux  sont  reproduites  comme  par  une  image  iidèle  par 
celles  des  entiers  algébriques  d'un  corps. 

A  la  vérité,  M.  Hilbert  n'a  démontré  complètement  ces 
théorèmes  que  dans  des  cas  particuliers,  mais  ces  cas  particuliers 
sont  très  nombreux,  très  variés  et  très  étendus.  Il  est  d'ailleurs, 
dit-il,  persuadé  que  ses  méthodes  sont  applicables  au  cas  général. 
Tout  en  partageant  sa  conviction,  nous  sommes  obligés  de  faire 
des  réserves,  tant  que  cet  espoir,  si  légitime  qu'il  soit,  n'a  pas  été 
effectivement  réalisé. 

Nous  avons  parlé  plus  haut  de  la  loi  de  réciprocité  relative  aux 
restes  quadratiques;  nous  aurions  dû  ajouter  que  M.  Hilbert  a 
donné  une  loi  analogue  pour  ses  restes  de  puissances  quelconques, 
au  moins  pour  certains  corps  particuliers. 

En  résumé,  l'introduction  des  idéaux  par  Kummer  et  Dedekind 
a  été  un  progrès  considérable,  elle  a  généralisé  et  éclairé  en  même 
temps  les  résultats  classiques  de  Gauss  sur  les  formes  quadratiques 
et  leur  composition.  Les  travaux  de  M.  Hilbert  que  nous  venons 
d'analyser  constituent  un  nouveau  pas  en  avant  et  qui  n'est  pas 
moins  important  que  le  premier. 
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Théorème  de  Warihg.  —  Parlons  maintenant  d'un  aulre  travail 
arithmétique  entièrement  différent.  Il  s'agit  de  démontrer  le 
théorème  de  Waving  d'après  lequel  tout  entier  peut  être  décom- 
posé en  une  somme  de  N  puissances  /i'emes,  N  ne  dépendant  que 
de  n,  de  même  qu'il  peut  par  exemple  être  toujours  décomposé  en 
une  somme  de  quatre  carrés.  Inutile  de  rappeler  que  ce  théorème 
avait  jusqu'ici  été  simplement  énoncé. 

Ce  qui  mérite  surtout  d'attirer  l'attention  dans  la  démonstration 
de  M.  Hilbert,  c'est  qu'elle  repose  sur  une  façon  nouvelle  d'intro- 
duire les  variables  continues  dans  la  théorie  des  nombres. 

On  part  d'une  identité  où  une  intégrale  25uplc  est  égalée  à  la 
puissance  m"m'  de  la  somme  de  cinq  carrés.  Décomposant  le 
domaine  d'intégration  eu  domaines  plus  petits  de  façon  à  avoir  une 
série  de  valeurs  approchées  de  l'intégrale,  comme  s'il  s'agissait 
de  l'évaluer  par  quadratures  mécaniques,  et  par  les  méthodes  de 
passage  à  la  limite  familières  à  l'auteur,  on  arrive  à  une  autre 
identité  : 

(a?!  -H...-t-a?l)n>  =  7, th Y/,1'" 

où  les  Ta  sont  des  nombres  positifs  rationnels  et  les  Y  des  fonctions 
linéaires  des  x  à  coefficients  entiers.  Les  coefficients  r  et  ceux 
des  Y,  ainsi  que  le  nombre  de  ces  fonctions  linéaires,  ne  dépendent 
que  de  m. 

Jusqu'ici  nous  ne  sommes  pas  sortis  de  l'Algèbre,  si  ce  n'est 
pour  montrer  que  les  coefficients  r  et  ceux  de  Y  sont  rationnels. 
Pour  aller  plus  loin  l'auteur  établit  une  série  de  lemines  dont 
l'énoncé  est  trop  compliqué  pour  pouvoir  être  reproduit  ici  et  qui 
l'amènent  finalement  à  la  démonstration  complète  du  théorème. 
Nous  ne  devons  pas  douter  que  ces  considérations,  qui  permettent 
ainsi  d'obtenir  des  relations  arithmétiques  en  les  faisant  sortir 
d  identités  où  figurent  des  intégrales  définies,  ne  puissent  un  jour, 
quand  on  en  aura  bien  compris  le  sens,  être  appliquées  à  des  pro- 
blèmes bien  plus  étendus  que  celui  de  Waring. 

Géométrie.  —  J'arrive  aux  travaux  m  originaux  de  M.  Hilbert 
sur  les  fondements  de  la  Géométrie.  Il  y  a,  dans  l'histoire  de  celte 
philosophie  géométrique,  trois  époques  principales  :  la  première 
est   celle   où   des    penseurs,  à  la    tète   desquels  nous  devons  citer 
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Bolvai.  ont  fondé  la  Géométrie  non  euclidienne;  la  deuxième  est 
celle  où  Helmholtz.  et  Lie  ont  montré  le  rôle  en  Géométrie  de  la 
notion  de  mouvement  et  de  groupe;  la  troisième  a  été  ouverte 
par  Hilbert.  L'auteur  allemand  se  place  au  point  de  vue  logique  : 
quels  sont  les  axiomes  que  l'on  énonce  et  ceux  que  l'on  sous- 
entend;  quel  en  est  le  véritable  contenu  logique  et  qu'en  pour- 
rait-on tirer  par  la  simple  application  des  règles  logiques  et  sans 
nouvel  appel  à  l'intuition;  sont-ils  enfin  indépendants,  ou  pour- 
rait-on au  contraire  les  déduire  les  uns  des  autres?  Voilà  quelles 
sont  les  questions  à  traiter. 

M.  Hilbert  coin  menée  donc  par  établir  la  liste  complète  des 
axiomes,  en  s'elforçant  de  n'en  pas  oublier  un;  cela  n'est  pas  aussi 
facile  qu'on  pourrait  croire  et  Euclide  lui-même  en  applique  qu'il 
n'énonce  pas.  L'intuition  géométrique  nous  est  tellement  fami- 
lière que  nous  faisons  usage  des  vérités  intuitives  pour  ainsi  dire 
sans  nous  en  apercevoir.  De  là,  pour  atteindre  le  but  que  se  propo- 
sait Hilbert,  la  nécessité  de  ne  pas  accorder  à  l'intuition  la  plus 
petite  place. 

Le  savant  professeur  répartit  les  axiomes  en  cinq  groupes  : 

I.  Axiome  der  Verknûpfung  (je  traduirai  par  axiomes pro- 
jectifs  au  lieu  de  clierclier  une  traduction  littérale,  comme  par 
exemple  axiomes  de  la  connexion,  qui  ne  saurait  être  satisfai- 
sante). 

IL   Axiome  der    inor  In  uni:  (axiomes  de  l'ordre). 
III.    Axiomes  de  la  Congruence,  ou  axiomes  métriques. 
I\  .   Axiome  d'Euclide. 
V.   Axiome  d'Arcliimède. 

Parmi  les  axiomes  projeclifs,  nous  distinguerons  ceux  du  plan 
et  ceux  de  l'espace;  les  premiers  sont  ceux  qui  dérivent  de  la  pro- 
position bien  connue  :  par  deux  points  passe  une  droite  et  une 
seule. 

Passons  au  second  groupe,  celui  des  axiomes  de  l'ordre.  Voici 
l'énoncé  des  deux  premiers  : 

«  Si  trois  points  sont  sur  une  même  droite,  il  y  a  entre  eux  une 
certaine  relation  que  nous  exprimons  en  disant  que  l'un  des  points, 
et  un  seulement,  est  entre  les  deux  autres.  Si  C  est  entre  A  et  B, 
si  D  est  entre  A  et  C,  D  sera  aussi  entre  A  et  B,  etc.   » 
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Ici  encore  on  remarquera  que  nous  ne  faisons  pas  intervenir 
l'intuition;  nous  ne  cherchons  pas  à  approfondir  le  sens  du  mot 
entre,  toute  relation  satisfaisant  aux  axiomes  pourrait  être  désignée 
par  le  même  mot. 

Le  troisième  groupe  comprend  les  axiomes  métriques,  où  nous 
distinguerons  trois  sous-groupes,  relatifs  respectivement  aux  lon- 
gueurs, aux  angles,  et  aux  triangles. 

Un  point  important  ici  n'est  pas  traité;  il  aurait  fallu  compléter 
la  liste  des  axiomes  en  disant  que  le  segment  AB  est  congruent  au 
segment  inverse  BA.  Cet  axiome  implique  la  symétrie  de  l'espace 
et  l'égalité  des  angles  à  la  base  dans  un  triangle  isoscèle.  M.  Hilbert 
ne  traite  pas  ici  cette  question,  mais  il  eu  a  fait  l'objet  d'un  Mé- 
moire sur  lequel  nous  reviendrons  plus  loin. 

Le  quatrième  groupe  ne  comprend  que  le  postulatum  d'Eu- 
clide. 

Le  cinquième  groupe  comprend  deux  axiomes;  le  premier  et  le 
plus  important  est  celui  d'Arcbimède  : 

Soient  deux  points  quelconques  A  et  B  sur  une  droite  D  ;  soit  a 
un  segment  quelconque;  construisons  sur  D,  à  partir  du  point  A, 
et  dans  la  direction  AB,  une  série  de  segments  tous  égaux  entre 
eux  et  égaux  à  a  :  AA| ,  A,  A2,  . . .  A„_  A|„i*»«  ;  on  pourra  toujours 
prendre  n  assez  grand  pour  que  le  point  B  se  trouve  sur  l'un  de 
ces  segments. 

C'est-à-dire  que,  si  l'on  se  donne  deux  longueurs  quelconques  l 
et  L,  on  peut  toujours  trouver  un  nombre  entier  n  assez  grand 
pour  que,  en  ajoutant  n  fois  à  elle-même  la  longueur  /,  on  obtienne 
une  longueur  totale  plus  grande  que  L. 

Le  second  est  YAxiom  der  Vollstdndigkeit,  dont  j'expliquerai 
plus  loin  le  sens. 

Indépendance  des  axiomes.  —  La  liste  des  axiomes  une  fois 
dressée,  il  faut  voir  si  elle  est  exempte  de  contradictions.  Nous 
savons  bien  que  oui,  puisque  la  Géométrie  existe;  et  M.  Hilbert 
avait  d'abord  répondu  oui  en  construisant  une  Géométrie.  Mais, 
chose  étrange,  cette  Géométrie  n'est  pas  tout  à  fait  la  nôtre,  son 
espace  n'est  pas  le  nôtre,  ou  du  moins  ce  n'en  est  qu'une  partie. 
Dans  l'espace  de  M.  Hilbert,  il  n'\  a  pas  tous  les  points  qui  sont 
dans   le  nôtre,   mais  ceu\    seulement   qu'on    peut,  en   partant  de 
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(Jeux  points  donnés,  construire  par  le  moyen  de  la  règle  et  du 
compas.  Dans  cul  espace,  par  exemple,  il  n'existerait  pas  d'angle 
de  io°. 

Dans  sa  seconde  édition,  M.  Hilberl  a  voulu  compléter  sa  liste 
de  façon  à  retrouver  notre  Géométrie  et  à  n'en  pas  retrouver 
d'autre,  c'est  pour  cela  qu'il  introduisit  V/i.viom  der  Vollstândig- 
keit  qu'il  énonce  comme  il  suit  : 

Au  système  des  points,  droites  et  plans,  il  est  impossible  d'ad- 
joindre  un  autre  système  d'objets  lel  que  le  système  complet  satis- 
fasse à  tous  les  autres  axiomes. 

Il  est  clair  alors  que  cet  espace  dont  je  parlais,  qui  ne  contient 
pas  tous  les  points  de  notre  espace,  ne  satisfait  pas  à  ce  nouvel 
axiome,  car  on  peut  lui  adjoindre  ceux  des  points  de  notre 
espace  qu'il  ne  contenait  pas,  sans  cesser  de  satisfaire  à  tous  les 
axiomes. 

Il  y  a  donc  une  infinité  de  Géométries  qui  satisfont  à  tous  les 
axiomes,  moins  YAxiom  der  Vollstândi gkeit ,  mais  il  n'y  en  a 
qu'une,  la  nôtre,  qui  satisfasse  en  outre  à  ce  dernier  axiome. 

On  doit  se  demander  ensuite  si  les  axiomes  sont  indépendants, 
c'est-à-dire  si  l'on  peut  sacrifier  l'un  des  cin(|  groupes  en  conser- 
vant les  quatre  autres  et  obtenir  néanmoins  une  Géométrie  cohé- 
rente. C'est  ainsi  qu'en  supprimant  le  groupe  IV  (  postiilalum 
d'Euclide)  on  obtient  la  Géométrie  non  euclidienne  de  Bolyai. 

On  peut  également  supprimer  le  groupe  111.  M.  Hilbert  a  réussi 
à  conserver  les  groupes  1,  II,  IV  et  V,  ainsi  que  les  deux  sous- 
groupes  des  axiomes  métriques  des  segments  et  des  angles,  tout 
en  rejetant  l'axiome  métrique  des  triangles,  c'est-à-dire  la  propo- 
sition III,  6. 

La  Géométrie  non  archimédienne.  —  Mais  la  conception  la 
plus  originale  de  M.  Hilbert,  c'est  celle  de  la  Géométrie  non  archi- 
médienne, où  tous  les  axiomes  restent  vrais,  saul  celui  d'Archimède. 
Pour  cela  il  fallait  d'abord  construire  un  système  de  nombres  non 
archimédiens,  c'est-à-dire  un  système  d'éléments  entre  lesquels 
on  pût  concevoir  des  relations  d'égalité  et  d'inégalité  cl  auxquels 
on  pût  appliquer  des  opérations  correspondant  à  l'addition  et  à  la 
multiplication  arithmétiques,  et  cela  de  façon  à  satisfaire  aux 
conditions  suivantes: 
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i°  Les  règles  arithmétiques  de  l'addition  et  de  la  multiplication 
(commutativité,  associativité,  dislributivité,  etc.  ;  Arithmetische 
Axiome  cler  Verkniipfung)  subsistent  sans  changement; 

2°  Les  règles  du  calcul  et  de  la  transformation  des  inégalités 
(Arithmetische  Axiome  der  Anordnung)  subsistent  égale- 
ment. 

3°  L'axiome  d'Archimède  n'est  pas  vrai. 

On  peut  arriver  à  ce  résultat  en  choisissant  pour  éléments,  des 
séries  de  la  forme  suivante  : 

A0t'n  -t-  A,  «'"-■  +Aj/"«-!  +  ..., 

où  m  est  un  entier  positif  ou  négatif  et  où  les  coefficients  A  sont 
réels,  ei  en  convenant  d'appliquer  à  ces  séries  les  règles  ordinaires 
de  l'addition  et  de  la  multiplication.  Il  faul  ensuite  définir  les  con- 
ditions d'inégalité  de  ces  séries,  de  façon  à  ranger  nos  éléments 
clans  un  ordre  déterminé.  Nous  y  arriverons  p;ir  la  convention  sui- 
vante :  nous  attribuerons  à  noire  série  le  signe  de  A0  et  nous  dirons 
qu'une  série  est  plus  petite  qu'une  autre  quand,  retranchée  de 
celle-ci,  elle  donne  une  différence  positive. 

Il  est  clair  qu'avec  cette  convention  les  règles  du  calcul  des 
inégalités  subsistent;  niais  l'axiome  d'Archimède  n'est  plus 
vrai. 

Nos  nombres  vulgaires  rentrent  comme  cas  particuliers  parmi 
ces  nombres  non  archimédiens.  Les  nouveaux  nombres  viennent 
s'intercaler  pour  ainsi  dire  dans  la  série  de  nos  nombres  vulgaires, 
de  telle  façon  qu'il  y  ait.  par  exemple,  une  infinité  de  nombres 
nouveaux  plus  petits  qu'un  nombre  vulgaire  donné  A  et  plus  grands 
que  tons  les  nombres  vulgaires  inférieurs  à  A. 

Cela  posé,  imaginons  un  espace  à  trois  dimensions  où  les  coor- 
données d'un  point  seraient  mesurées,  non  pas  par  des  nombres 
vulgaires,  mais  par  des  nombres  non  archimédiens,  mais  où  les 
équations  habituelles  de  la  droite  et  du  plan  subsisteraient,  de 
même  que  les  expressions  analytiques  des  angles  et  des  longueurs. 
Il  est  clair  cpie  dans  cet  espace  tous  les  axiomes  resteraient  vrais, 
sauf  celui  d'Archimède. 

Sur  une  droite  quelconque,  entre  nos  points  vulgaires,  vien- 
draient s'intercaler  des  points  nouveaux.  11  y  aura  également  sur 
cette  droite  une  infinité  de  points  nouveaux  qui  seront  à  droite  de 
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tous  les  points  vulgaires.  En  résumé,  notre  espace  vulgaire  n'esl 
(ju'une  partie  de  l'espace  non  archimédien. 

On  voit  quelle  est  la  portée  de  cette  invention  et  en  quoi  elle 
constitue  dans  la  marche  de  nos  idées  un  pas  presque  aussi  hardi 
que  celui  que  Bolvai  nous  a  fait  faire;  la  Géométrie  non  eucli- 
dienne respectai!  pour  ainsi  dire  notre  conception  qualitative  du 
continu  géométrique  tout  en  bouleversant  nos  idées  sur  la  mesure 
de  ce  continu.  La  Géométrie  non  arcliimédienne  détruit  celte  con- 
ception ;  elle  dissèque  le  continu  pour  y  introduire  des  éléments 
nouveaux. 

Dans  cette  conception  si  audacieuse  Hilbert  avait  eu  un  précur- 
seur. Dans  ses  Fondements  de  la  Géométrie.  Veronèse  avait  en 
une  idée  analogue.  Le  Chapitre  VI  de  son  Introduction  est  le 
développement  d'une  véritable  Arithmétique  et  d'une  véritable 
Géométrie  non  archimédien  nés  où  les  nombres  transfinis  de  Can  lor 
jouent  un  rôle  prépondérant.  Toutefois  par  l'élégance  et  la  simpli- 
cité de  son  exposition,  par  la  profondeur  de  ses  vues  philosophi- 
ques, par  le  parti  qu'il  a  tiré  de  l'idée  fondamentale,  Hilbert  a 
bien  fait  sa  chose  de  la  nouvelle  Géométrie. 

La  Géométrie  non  arguésienne.  —  Le  théorème  fondamental 
de   la  Géométrie  projective  est  le  théorème  de  Desargues.  Deux 

triangles  sont  dits  Ziomologues  lorsque  les  droites  qui  joignent 
chacun  à  chacun  les  sommets  correspondants  se  coupent  en  un 
même  point.  Desargues  a  démontré  que  les  points  d'intersection 
des  côtés  correspondants  de  deux  triangles  homologues  sont  sur 
une  même  ligne  droite;  la  réciproque  est  également  vraie. 

Le  théorème  de  Desargues  peut  s'établir  de  deux  manières  : 

r  En  se  servant  des  axiomes  projectifs  du  plan  et  des  axiomes 
métriques  du  plan  ; 

:>."  En  se  servant  des  axiomes  projectifs  du  plan  et  de  ceux  de 
I  espace. 

Le  théorème  pourrait  donc  être  découvert  par  un  animal  à  deux 
dimensions,  à  qui  une  troisième  dimension  paraîtrait  aussi  incon- 
cevable qu'à  nous  une  quatrième, qui  par  conséquent  ignorerait  les 
axiomes  projectifs  de  l'espace, mais  qui  aurait  vu  se  déplacer,  dans 
le  plan  qu'il  habite,  des  figures  invariables  analogues  à  nos  corps 
solides,  et  qui,  par  conséquent,  connaîtrait  les  axiomes  métriques. 
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Le  théorème  pourrait  être  découvert  également  par  no  animal  à 
trois  dimensions  qui  connaîtrait  les  axiomes  projectifs  de  l'espace, 
mais  qui,  n'ayant  jamais  vu  se  déplacer  de  corps  solides,  ignore- 
rait les  axiomes  métriques. 

Mais  pourrait-on  établir  le  théorème  de  Desargues  sans  se 
servir  ni  des  axiomes  projectifs  de  l'espace,  ni  des  axiomes  métri- 
ques, mais  seulement  des  axiomes  projectifs  du  plan?  On  pensait 
que  non,  mais  on  n'en  était  pas  sûr.  M.  Hilbert  a  tranché  la  ques- 
tion en  construisant  une  Géométrie  non  arguésienne,  qui  est, 
bien  entendu,  une  Géométrie  plane. 

La  Géométrie  non  pascalienne.  —  M.  Hilbert  ne  s'arrête  pas 
là  et  il  introduit  encore  une  nouvelle  conception.  Pour  bien  la 
comprendre,  il  nous  faut  d'abord  retourner  un  instant  dans  le 
domaine  de  L'Arithmétique.  Nous  avons  vu  plus  haut  s'élargir  la 
notion  de  nombre,  par  l'introduction  des  nombres  non  arc/umé- 
diens.  Il  nous  faut  une  classification  de  ces  nombres  nouveaux,  et 
pour  l'obtenir  nous  allons  classer  d'abord  les  axiomes  de  l'Arithmé- 
tique en  quatre  groupes  qui  seront  : 

i°  Les  lois  d'associativité  et  de  commulativité  de  l'addition,  la 
loi  d'associativité  de  la  multiplication,  les  deux  lois  de  distrilm- 
1 1 \  lit*  de  la  multiplication  ;  ou  en  résumé  toutes  les  règles  de  l'addi- 
tion et  de  la  multiplication,  sauf  la  loi  de  commulativité  de  la 
multiplication  ; 

2°  Les  axiomes  de  l'ordre,  c'est-à-dire  les  règles  du  calcul  des 
inégalités; 

3U  La  loi  de  commutativité  de  la  multiplication,  d'après  laquelle 
on  peut  intervertir  l'ordre  des  facteurs  sans  changer  le  produit; 

4"   L'axiome  d'Archimède. 

Les  nombres  qui  admettront  les  deux  premiers  groupes  seront 
dits  arguèsiens;  ils  pourront  être  pascaliens  ou  non  pascaliens, 
selon  qu'ils  satisferont  ou  ne  satisferont  pas  à  l'axiome  du  troisième 
groupe;  ils  seront  arckimédiens  ou  non  archimédiens.  suivant 
qu'ils  satisferont  ou  non  à  l'axiome  du  quatrième  groupe.  Nous 
ne  tarderons  pas  à  voir  la  raison  de  ces  dénominations. 

Les  nombres  ordinaires  sont  à  la  fois  arguèsiens,  pascaliens  et 
archimédiens.  On  peut  démontrer  la  loi  de  commutativité  en  par- 
tant des  axiomes  des  deux  premiers  groupes  et  de  l'axiome  d'Archi- 
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mède;  il  n'y  a  donc  pas  de  nombres  arguésiens,  ai'cliimédiens  et 

non  pascaliens. 

Il  est  aisé  de  former,  en  revanche,  un  système  de  nombres  argué- 
siens,  non  pascaliens  et  non  archimédiens.  Les  éléments  de  ce 
système  seront  des  séries  de  la  forme  : 

S  =  T„s"  -+-  T,s"-'  -h  . . ., 

où  5  est  un  symbole  analogue  à  /,  n  un  entier  positif  ou  négatif, 
etT0,  T,,  ....  des  nombres  du  système  ï;  si  donc  on  remplaçait 
les  coefficients  T0,  T, ,  ...  par  les  séries  en  t  correspondantes,  on 
aurait  une  série  dépendant  à  la  fois  de  t  et  de  s.  On  additionnera 
les  séries  S  d'après  les  règles  ordinaires,  et  de  même  pour  la  multi- 
plication de  ces  séries,  on  admettra  les  règles  de  distribulivité  et 
d'associalivité,  mais  on  admettra  que  la  loi  de  commutativité  n'est 
pas  vraie  el  qu'au  contraire  si  =  —  ts. 

Il  reste  à  ranger  les  séries  dans  un  ordre  déterminé  pour  satis- 
faire aux  axiomes  de  l'ordre.  Pour  cela,  on  attribuera  à  la  série  S 
le  signe  du  premier  coefficient  ï0  ;  on  dira  qu'une  série  est  plus 
petite  qu'une  autre  quand,  retranchée  de  celle-ci,  elle  donnera 
une  différence  positive.  C'est  donc  toujours  la  même  règle  :  t  est 
regardé  comme  très  grand  par  rapport  à  un  nombre  réel  ordinaire 
quelconque,  et  s  est  regardé  comme  très  grand  par  rapport  à  un 
nombre  quelconque  du  système  T. 

La  loi  de  commutativité  n'étant  pas  vraie,  ce  sont  bien  des  nom- 
bres non  pascaliens. 

Avant  d'aller  plus  loin,  je  rappelle  que  Hamilton  a  depuis 
longtemps  introduit  un  système  de  nombres  complexes  où  la 
multiplication  n'est  pas  commutalive;  ce  sont  les  qualernions, 
dont  les  Anglais  font  un  si  fréquent  usage  en  Physique  mathéma- 
tique. Mais,  pour  les  quaternions,  les  axiomes  de  l'ordre  ne  sont 
pas  vrais;  ce  qu'il  y  a  donc  d'original  dans  la  conception  de 
M.  Hilbert,  c'est  que  ses  nouveaux  nombres  satisfont  aux  axiomes 
de  l'ordre,  sans  satisfaire  à  la  règle  de  commutativité. 

Revenons  à  la  Géométrie.  Admettons  les  axiomes  des  trois  pre- 
miers groupes,  c'est-à-dire  les  axiomes  projectils  du  plan  et  de 
l'espace,  les  axiomes  de  l'ordre  et  le  postulat  d'Euclide;  le 
théorème  de  Desargues  s'en  déduira,  puisqu'il  est  une  consé- 
quence des  axiomes  projeclifs  de  l'espace. 
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Nous  voulons  constituer  noire  Géométrie  sans  noi/s  servi/'  des 
axiomes  métriques;  le  mot  de  longueur  n'a  donc  encore  pour 
nous  aucun  sens;  nous  n'avons  pas  le  droit  de  nous  servir  du 
compas;  en  revanche,  nous  pouvons  nous  servir  de  la  règle,  puisque 
nous  admettons  que  par  deux  points  on  peut  faire  passer  une 
droite,  en  vertu  de  l'un  des  axiomes  projeclifs;  nous  savons  égale- 
ment mener  par  un  point  une  parallèle  à  une  droite  donnée, 
puisque  nous  admettons  le  poslulalum  d'Euclide.  Voyons  ce  que 
nous  pouvons  faire  avec  ces  ressources. 

Nous  pouvons  définir  l'iiomotliétic  de  deux  figures  et,  par  elle, 
les  proportions.  Nous  pouvons  aussi  définir  l'égalité  dans  une  cer- 
taine mesure. 

Les  deux  côtés  opposés  d'un  parallélogramme  seront  égauxcar 
définition ,  nous  savons  ainsi  reconnaître  si  deux  segments  sont 
égaux  entre  eux,  pourvu  qu'ils  soient  parallèles. 

Grâce  à  ces  conventions,  nous  sommes  maintenant  en  mesure 
de  comparer  les  longueurs  de  deux  segments,  mais  pourvu  que 
ces  segments  soient  parallèles.  La  comparaison  de  deux  longueurs 
dont  la  direction  est  différente  n'a  aucun  sens,  et  il  faudrait  pour 
ainsi  dire  une  unité  de  longueur  différente  pour  chaque  direction. 
Inutile  d'ajouter  que  le  mot  angle  n'a  aucun  sens. 

Les  longueurs  seront  ainsi  exprimées  par  des  nombres;  mais 
ce  ne  seront  pas  forcément  des  nombres  ordinaires.  Tout  ce  que 
nous  pouvons  dire,  c'est  que,  si  le  théorème  de  Desargues  est 
vrai,  comme  nous  l'admettons,  ces  nombres  appartiendront  à  un 
système  arguésien .  Inversement,  étant  donné  un  système  quel- 
conque S  de  nombres  arguésiens,  on  peut  construire  une  Géomé- 
trie telle  (pie  les  longueurs  des  segments  d'une  droite  soient  juste- 
ment  exprimées  par  ces  nombres. 

L'équation  du  plan  sera  une  équation  linéaire  comme  dans  la 
Géométrie  analytique  ordinaire;  mais,  comme  dans  le  système  S, 
la  multiplication  ne  sera  pas  commutative,  en  général;  il  importe 
de  faire  une  distinction  et  de  dire  (pie  dans  chacun  des  termes  de 
celte  équation  linéaire,  ce  sera  la  coordonnée  qui  jouera  le  rôle  de 
multiplicande  et  le  coefficient  constant  qui  jouera  le  rôle  de 
multiplicateur. 

Ainsi,  à  chaque  système  de  nombres  arguésiens,  correspondra 
une  Géométrie  nouvelle  satisfaisant  aux  axiomes  projeclifs,  à  ceux 
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de  Tordre,  au  théorème  de  Desargues  et  an  postulatum  d'Euclide. 
Quelle  est  maintenant  la  signification  géométrique  de  l'axiome 
arithmétique  du  troisième  groupe,  c'est-à-dire  de  la  règle  de  com- 
mutativité  de  la  multiplication?  La  traduction  géométrique  de 
cette  règle,  c'est  le  théorème  de  Pascal;  je  veux  parler  du 
théorème  sur  l'hexagone  inscrit  dans  une  conique,  en  supposant 
que  celte  conique  se  réduit  à  deux  droites. 

Ainsi  le  théorème  de  Pascal  sera  vrai  ou  faux,  selon  que  le 
système  S  sera  pascalien  ou  non  pascalien;  et,  comme  il  y  ;i  des 
systèmes  non  pascaliens,  il  y  aura  également  des  Géométries 
non  pascalicnncs. 

Le  théorème  de  Pascal  peut  se  démontrer  en  partant  des  axiomes 
métriques;  il  sera  donc  vrai,  si  l'on  admet  que  les  figures  peuvent 
se  transformer  non  seulement  par  homolhétie  et  translation,  comme 
nous  venons  de  le  faire,  mais  encore  par  rotation. 

Le  théorème  de  Pascal  peut  également  se  déduire  de  l'axiome 
d'Archimède,  puisque  nous  venons  de  voir  que  tout  système  de 
nombres  arguésiens  et  archimédiens  est  en  même  temps  pascalien  ; 
toute  Géométrie  non  pascalienne  est  donc  en  même  temps  non 
archimédienne. 

Le  S  treckenùbertra  ger .  —  Citons  encore  une  autre  conception 
de  Hilbert.  Il  étudie  les  constructions  qu'on  pourrait  faire,  non 
pas  à  l'aide  de  la  règle  et  du  compas,  mais  par  le  moyen  de  la  règle 
et  d'un  instrument  particulier,  qu'il  appelle  Streckenilbertrager, 
et  qui  permettrait  de  porter  sur  une  droite  un  segment  égal  à 
un  autre  segment  pris  sur  une  autre  droite.  Le  Streckenilber- 
trager n'est  pas  l'équivalent  du  compas-,  ce  dernier  instrument 
permettrait  de  construire  l'intersection  de  deux  cercles,  ou  d'un 
cercle  et  d'une  droite  quelconque;  le  Streckenilbertrager  nous 
donnerait  seulement  l'intersection  d'un  cercle  et  d'une  droite  pas- 
sant par  le  centre  de  ce  cercle.  M.  Hilbert  cherche  donc  quelles 
sont  les  constructions  qui  seront  possibles  avec  ces  deux  instru- 
ments, et  il  arrive  à  une  conclusion  bien  remarquable. 

Les  constructions  qui  peuvent  se  faire  par  la  règle  et  le  compas 
peuvent  se  faire  également  par  la  règle  et  le  Streckenilbertrager, 
si  ces  constructions  sont  telles  que  le  résultat  en  soit  toujours 
réel.  Il  est  clair,  en  elfet,  que  cette  condition  est  nécessaire,  car 
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un  cercle  est  toujours  coupé  en  deux  points  réels  par  une  droite 
menée  par  son  centre.  Mais  il  était  difficile  de  prévoir  que  cette 
condition  serait  également  suffisante. 

Mais  ce  n'est  pas  tout;  dans  toutes  ces  constructions,  comme 
l'a  remarqué  le  premier  M.  Kûrschâk,  il  sérail  possible  île  rem- 
placer le  Streckeniibertrager  par  VEichmass,  instrument  qui 
permet  de  porter,  sur  une  droite  quelconque  à  partir  d'un  point 
quelconque,  non  plus  une  longueur  quelconque,  mais  une  longueur 
égale  à  l'unité. 

Une  question  analogue  est  traitée  dans  un  autre  article  de 
M.  Hilhert  :  Uber  die  Gleichlieil  des  Basiswinkel  im  gleich- 
schenkligen  Dreieck. 

Dans  la  Géométrie  plane  ordinaire,  le  plan  est  symétrique,  ce 
qui  se  traduit  par  l'égalité  des  angles  à  la  base  du  triangle  isos- 
cèle. 

On  doit  faire  figurer  cette  symétrie  du  plan  dans  la  liste  des 
axiomes  métriques.  Dans  toutes  les  Géométries  plus  ou  moins 
étranges  dont  nous  avons  parlé  jusqu'ici,  dans  celles  du  moins  où 
l'on  admet  les  axiomes  métriques,  dans  la  Géométrie  métrique 
non  arebimédienne,  dans  les  Géométries  nouvelles  de  M.  Dehn, 
dans  celles  qui  ont  fait  l'objet  du  Mémoire  Uber  eine  neue 
Begriïnrfttng...,  cette  symétrie  du  plan  est  toujours  supposée. 
Est-elle  une  conséquence  des  autres  axiomes  métriques?  Oui, 
comme  le  montre  M.  Hilbert,  si  l'on  admet,  l'axiome  d'Archi- 
mède.  Non,  dans  le  cas  contraire.  Il  y  a  des  Géométries  non  archi- 
médiennes  où  tous  les  axiomes  métriques  sont  vrais,  à  l'exception 
de  celui  de  la  symétrie  du  plan. 

Dans  celte  Géométrie,  il  n'est  pas  vrai  que  les  angles  à  la  base 
d'un  triangle  isoscèle  soient  égaux;  il  n'est  pas  vrai  que  dans  un 
triangle  un  côté  soit  plus  petit  que  la  somme  des  deux  autres;  le 
théorème  de  Pylbagore  sur  le  carié  de  l'hypoténuse  n'est  pas 
vrai.  C'est  pour  cette  raison  que  cette  Géométrie  s'appelle  non 
pythagoricienne. 

J'arrive  à  un  important  Mémoire  de  Al .  Hilbert,  qui  est  intitulé  : 
Grundlagcn  der  Géométrie,  qui  porte  par  conséquent  le  même 
titre  que  sa  Festschrifl,  mais  où  il  se  place  cependant  à  un  point 
de  vue  tout  différent.  Dans  sa  Festsc/irift,  en  effet,  comme  on 
l'a  vu  p. ir  l'analyse  qui  précède,  les  rapports  de  la  notion  d'espace 
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et  de  la  notion  du  groupe,  tels  qu'ils  résultent  des  travaux  de  Lie, 
sont  laissés  de  côté  ou  relégués  au  second  plan.  I.cs  propriétés 
générales  des  groupes  n'apparaissent  pas  dans  la  liste  des  axiomes 
fondamentaux.  Il  n'en  est  pas  de  même  dans  le  Mémoire  dont 
nous  allons  parler. 

Par  rapport  aux  idées  de  Lie,  le  progrès  réalisé  est  considé- 
rable. Lie  supposait  que  ses  groupes  étaient  définis  par  des  équa- 
tions analytiques.  Les  hypothèses  de  M.  Hilbert  sont  beaucoup 
plus  générales.  Sans  doute  cela  n'est  pas  encore  entièrement 
satisfaisant,  puisque  si  la  forme  du  groupe  est  supposée  quel- 
conque, sa  matière,  c'est-à-dire  le  plan  qui  subit  les  transforma- 
tions, reste  assujetti  à  être  une  Zahlenmannigfalligkeit  au  sens 
de  Lie  Ce  n'est  pas  moins  un  pas  en  avant,  et  d'ailleurs  RI.  Hilbert 
analyse  mieux  qu'on  ne  l'avait  fait  avant  lui  l'idée  de  Zahlen- 
mannigfaltigkeil  et  donne  des  aperçus  qui  pourront  devenir  le 
germe  d'une  théorie  axiomalique  de  V  Analysis  si  tus. 

Il  est  impossible  de  n'être  pas  frappé  du  contraste  entre  le 
point  de  vue  où  se  place  ici  M.  Hilbert  et  celui  qu'il  avait  adopté 
dans  sa  Festschrift.  Dans  cette  Festschrift  les  axiomes  de  conti- 
nuité occupaient  le  dernier  rang  et  la  grande  affaire  était  desavoir 
ce  que  devenait  la  Géométrie  quand  on  les  mettait  de  côté.  Ici  au 
contraire,  c'est  la  continuité  qui  est  le  point  de  départ  et  M.  Hilbert 
s'est  surtout  préoccupé  de  voir  ce  qu'on  tire  de  la  continuité 
seule,  jointe  à  la  notion  du  groupe. 

Il  nous  reste  à  parler  d'un  Mémoire  intitulé  :  Flâchen  von 
konstanter  Kriïnunung.  On  sait  que  Bellrami  a  montré  qu'il  y  a 
dans  l'espace  ordinaire  des  surfaces  qui  sont  l'image  du  plan  non 
euclidien,  ce  sont  les  surfaces  à  courbure  constante  négative;  on 
sait  quelle  impulsion  celle  découverte  a  donnée  à  la  Géométrie 
non  euclidienne.  Mais  est-il  possible  de  représenter  le  plan  non 
euclidien  tout  entier  sur  une  surface  de  Bellrami  sans  point  singu- 
lier? M.  Hilbert  démontre  que  non. 

En  ce  qui  concerne  les  surfaces  à  courbure  constante  positives 
auxquelles  se  rapporte  la  Géométrie  de  Riemann,  M.  Hilbert  dé- 
montre que,  à  pari  la  sphère,  \\  n'y  a  pas  d'autre  surface  fermée  de 
cette  sorte. 

Equations  ihtéguales.  —  Dans  ces  dernières  années,  M.  Hilbert 
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s'est  surtout  occupé  de  perfectionner  la  théorie  des  équations 
intégrales.  On  sait  que  les  fondements  de  celte  théorie  ont  été 
jetés  il  y  a  quelques  années  par  M  Fredholm  -,  depuis,  la  fécondité 
de  sa  méthode  et  la  facilité  avec  laquelle  elle  s'applique  à  tous 
les  problèmes  de  la  Physique  mathématique  se  sont  affirmées 
chaque  jour  avec  plus  d'éclat.  C'est  là  certainement  une  des  décou- 
vertes les  plus  remarquables  qui  aient  été  faites  en  Mathémati- 
ques, et,  à  elle  seule,  elle  mériterait  les  plus  hautes  récompenses; 
si  aujourd'hui,  cependant,  ce  n'est  pas  au  premier  inventeur,  niais 
à  l'auteur  de  perfectionnements  importants  que  nous  avons  décidé 
de  décerner  le  prix  Bolyai,  c'est  que  nous  avons  dû  prendre  en 
considération,  non  seulement  les  travaux  de  M.  Hilbert  sur  les 
équations  intégrales,  mais  l'ensemble  de  son  œuvre  qui  intéresse  les 
branches  les  plus  diverses  de  la  Science  mathématique  et  dont  les 
autres  parties  de  ce  Rapport  permettent  d'apprécier  l'intérêt.  Mais 
nous  ne  pouvions  aborder  ce  sujet  sans  rendre  hommage  au  service 
immense  que  M.  Fredholm  a  rendu  à  la  Science. 

La  théorie  de  M.  Fredholm  est  une  généralisation  des  propriétés 
élémentaires  des  équations  linéaires  et  des  déterminants.  Cette 
généralisation  pouvait  être  poursuivie  de  deux  façons  différentes  : 
soit  en  envisageant  une  infinité  discrète  de  variables  liées  par  une 
infinité  d'équations  linéaires,  ce  qui  conduit  aux  déterminants 
d'ordre  infini;  soit  en  considérant  une  fonction  inconnue  »(#) 
(c'est-à-dire  en  dernière  analyse  une  infinité  continue  d'inconnues) 
et  cherchant  à  la  déterminer  à  l'aide  d'équations  où  cette  fonction 

figure  dans  dos  intégrales  sous  le   signe    /  .  C'est  cette    seconde 

voie  où  s'est  engagé  M.  Fredholm. 

Soit  K.(x,y)  une  fonction  qu'on  appelle  le  noyau;  l'inté- 
grale 

prise  entre  des  limites  fixes,  peut  être  regardée  comme  une 
transformée  de  cs(a?)  par  une  sorte  de  transformation  linéaire  et 
être  représentée  par  So(x). 

Les    équations    intégrales    peuvent    alors     se    mettre    sons    la 
forme 
(0  a.<j,(aO-4-XStp(aO=/(30 
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où  /(*)  est  une  fonction  donnée;  l'équation  est  dite  de  la  pre- 
mière sorte  si  le  coefficient  a  est  nul.  el  de  la  seconde  sorte  si  ce 
coefficient  est  égal  à  i . 

La  relation  (i)  doit  être  satisfaite  pour  toutes  les  valeurs  dey 
comprises  dans  le  champ  d'intégration:  elle  équivaut  donc  à  une 
infinité  continue  d'équations  linéaires. 

Fredliolm  a  traité  le  cas  des  équations  de  la  seconde  sorte;  la 
solution  peut  se  mettre  alors  sous  la  forme  du  quotient  de  <leu\ 
expressions  analogues  aux  déterminants  et  qui  sont  des  fonctions 
entières  de  A.  Pour  certaines  valeurs  de  X,  le  dénominateur 
•.'annule.  On  peut  alors  trouver  des  fonctions  o(x)  (appelées 
fonctions  propres)  qui  satisfont  à  l'équation  i  i  i  quand  on  y  reni- 
place/(.r)  par  o. 

Le  résultat  suppose  que  le  noyau  K.(.r.r)  est  limité;  s'il  n'en 
était  pas  ainsi  on  serait  amené  à  envisager  les  noyaux  réitères  ;  si 
l'on  répète  //  fois  la  substitution  linéaire  S,  on  obtient  une  substi- 
tution de  même  forme  avec  un  noyau  différent  K„(x,y)\  il  sutlii 
qu'un  de  ces  noyaux  réitérés  K.„  soit  limité  pour  que  la  méthode 
reste  applicable  movennant  un  artifice  très  simple.  Or  cela  arrive 
dans  un  grand  nombre  de  cas,  comme  l'a  montré  Fredholm.  La 
généralisation,  pour  le  cas  où  la  fonction  inconnue  dépend  de 
plusieurs  variables  et  pour  celui  où  il  y  a  plusieurs  fonctions 
inconnues,  se  fait  sans  difficulté. 

Fredholm  a  appliqué  ensuite  sa  méthode  à  la  résolution  du 
problème  de  Dirichlel  <■!  à  celle  d'un  problème  d'élasticité,  mon- 
trant ainsi  par  quelle  voie  on  peut  aborder  toutes  les  questions  de 
l'h\  sique  mal  hématique. 

Telle  est  la  pari  du  premier  inventeur:  quelle  esl  maintenant 
celle  de  M.  Hilberl  ?  Considérons  d'abord  un  nombre  fini  d  équa- 
tions linéaires  ;  si  le  déterminant  de  ces  équations  esl  symétrique, 
leurs  premiers  membres  peuvent  être  regardés  comme  les  déri- 
vées  d'une  forme  quadratique,  et  il  en  résulte  pour  les  équa- 
tions de  cette  forme  une  série  de  propriétés  bien  digne-,  d'intérêl 
el  bien  connues  des  géomètres.  Le  cas  correspondant  pour  les 
équations  intégrales  est  celui  où  le  noyau  est  symétrique,  c'est- 
à-dire  où 

K   ./•.  v  i  =  K(jr,x). 

C'est   celui   auquel    s'attache    M.   Hilberl.    Les    propriétés    des 
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formes  quadratiques  d'un  nombre  fini  de  variables  peuvent  être 
généralisées  de  façon  à  s'appliquer  aux  équations  intégrales  de 
celte  forme  symétrique.  La  généralisation  se  fait  par  un  simple 
passage  à  la  limite;  mais  ce  passage  présentait  des  difficultés  dont 
M.  Hilberl  s'est  tiré  par  une  méthode  dont  on  doit  admirer  la 
simplicité,  la  sûreté  et  la  généralité.  Les  développements  auxquels 
on  parvient  sont  uniformément  convergents;  mais  cette  unifor- 
mité se  présente  sous  une  forme  nouvelle  qui  mérite  d'attirer 
l'attention.  Dans  les  développements  ligure  une  fonction  arbi- 
traire u(x)  (ou  plusieurs),  et  le  reste  de  la  série  quand  on  y  a 
pris  n  termes  est  inférieur  à  une  limite  qui  ne  dépend  que  de  n  et 
ne  dépend  pas  de  la  fonction  arbitraire  pourvu  que  cette  fonction 
soit  assujettie  à   l'inégalité 

/  ut(x)dx-  <  i , 

l'intégrale  étant  prise  entre  des  limites  convenables.  C'est  là  une 
considération  entièrement  nouvelle,  utilisable  dans  des  problèmes 
bien  différents. 

Hilberl  retrouve  ainsi  quelques-uns  des  théorèmes  deFredholm 
par  une  voie  nouvelle;  mais  j'insisterai  surtout  sur  les  résultats  les 
plus  originaux. 

Toul  d'abord  le  dénominateur  des  expressions  de  Fredholm  est 
une  fonction  de  À  qui  n'admet  que  des  zéros  réels  et  c'est  là  une 
généralisation  du  théorème  élémentaire  relatif  à  «  l'équation 
en  S  ».  Vient  ensuite  une  formule  où  figurent  sous  le  signe  /  deux 
fonctions  arbitraires  x{s)  el  y(s)  et  que  l'on  doit  considérer 
comme  la  généralisation  des  formules  élémentaires  qui  permeltenl 
l,i  décomposition  d'une  forme  quadratique  en  une  somme  de 
carrés. 

Mais  j'ai  hâte  d'arriver  à  la  question  du  développement  d'une 
fonction  arbitraire  procédant  suivant  les  fonctions  propres.  Ce 
développement,  analogue  à  la  série  de  Fourier,  ou  à  tant  d'autres 
séries  qui  jouent  un  rôle  capital  en  Physique  mathématique,  est-il 
possible  dans  le  cas  général?  La  condition  suffisante  pour  qu'une 
l'onction  soit  susceptible  d'un  tel  développement,  c'est  qu'on 
puisse  la  mettre  sous  la  forme  Sg(x),  g(x)  étant  continue.  C'est 
là  la  forme  définitive  du  résultat,  tel  qu'Hilbert  l'énonce  dans  sa 
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cinquième  Communication.  Dans  la  première  il  a  va  il  dû  lui 
imposer  certaines  restrictions  ;  nous  devons  ici  citer  le  nom  de 
M.  Schmidt  qui,  dans  l'intervalle,  avail  fait  paraître  un  travail  qui 
a  aidé  M.  Hilbert  à  s'affranchir  de  ces  restrictions.  La  seule  condi- 
tion imposée  à  notre  fonction  est  de  pouvoir  se  mettre  sous  la 
forme  Sg(x),  et  au  premier  abord  elle  parait  assez  complexe, 
mais  dans  un  grand  nombre  de  cas  et  par  exemple  si  le  noyau  esl 
une  fonction  de  Green,  elle  exige  seulement  que  la  fonction  pos- 
sède un  certain  nombre  de  dérivées. 

M.  Hilbert  fut  conduit  ensuite  à  développer  ses  vues  de  la 
manière  suivante  :  il  considère  celle  fois  une  forme  quadratique  à 
un  nombre  infini  de  variables  et  il  en  étudie  les  transformations 
orthogonales;  c'est  comme  s'il  voulait  étudier  les  diverses  formes 
de  l'équation  d'une  surface  du  second  degré  dans  l'espace  à  un 
nombre  infini  de  dimensions  lorsqu'on  la  rapporte  à  divers  sys- 
tèmes d'axes  rectangulaire-.  Il  forme  à  cet  effet  ce  qu'il  appelle  la 
forme  résolvante  de  la  forme  donnée.  Soit  K.(a?)  la  forme  donnée, 
K  ~/.jr,y)  la  forme  résolvante  cherchée;  elle  sera  définie  par 
l'identité 

Lorsque  la  forme  K(x)  ne  dépend  que  d'un  nombre  fini  de 
variables,  la  forme  résolvante  se  présente  comme  le  quotient  de 
deux  déterminants  qui  -nul  des  polynômes  entiers  en  a.  L'auteur 
applique  à  ce  quotient  les  procédés  de  passage  à  la  limite  qui  lui 
sont  familiers;  la  limite  du  quotient  existe  même  quand  celles  du 
numérateur  et  du  dénominateur  n'existent  pas. 

Dans  le  cas  d'un  nombre  fini  de  variables,  K(Â,  x,y)  est  une 
fonction  rationnelle  de  À  et  cette  fonction  rationnelle  peut  êtr< 
décomposée  en  fractions  simples.  Qu'advient-il  de  celte  décompo- 
sition quand  le  nombre  des  variables  devient  infini?  Les  pôles  de  la 
fonclion  rationnelle  en  "a  peuvent,  dans  ce  cas,  ou  bien  tendre  ver- 
certains  points  limites  en  nombre  infini,  mais  discrets.  L  en- 
semble de  ces  points  constitue  ce  que  l'auteur  appelle  le  spectre 
discontinu  de  sa  forme.  Ils  peuvent  aussi  admettre  comme  points 
limites  tous  les  points  d'un  ou  de  plusieurs  segments  de  l'axe 
réel.  L'ensemble  de  ces  segments  constitue  le  spectre  continu 
de  la  forme. 
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Les  fractions  simples  correspondant  au  spectre  discontinu  for- 
meront par  leur  ensemble  une  série  convergente;  celles  qui  cor- 
respondent au  spectre  continu  se  changeront  à  la  limite  en  une 
intégrale  de  la  forme 

r  °dl>- 
J  X  —  n 

où  l'on  fait  varier  la  variable  d'intégralion  a  tout  le  long  des 
segments  du  spectre  continu,  el  où  <r  est  une  fonction  convenable 
de  u.  La  fonction  rationnelle  K(X,  x,y)  n'a  donc  pas  alors  pour 
limite  une  fonction  méromorpbe,  mais  une  fonction  uniforme  avec 
des  coupures.  La  décomposition  en  éléments  simples  ainsi  transfor- 
mée reste  valable.  Si  la  forme  donnée  est  limitée,  c'est-à-dire  si 
elle  ne  peut  dépasser  une  certaine  valeur  quand  la  somme  des 
carrés  des  variables  est  inférieure  à  i ,  on  peut  déduire  de  là  une 
manière  de  simplifier  «elle  l'orme  par  une  transformation  orthogo- 
nale analogue  à  la  simplification  qu'éprouve  l  équation  d'un 
ellipsoïde  quand  on  rapporte  celte  surface  à  ses  axes. 

Parmi  les  formes  quadratiques  nous  distinguerons  celles  qui  sont 
proprement  continues  (  vol  I  s  tel  ig)  c'est-à-dire  celles  dont  l'accrois- 
sement tend  vers  zéro,  quand  les  accroissements  des  variables 
tendent  simultanément  vers  zéro  d'une  manière  quelconque.  Une 
pareille  forme  ne  possède  pas  de  spectre  continu  et  il  en  résulte 
des  simplifications  considérables  dans  les  formules. 

D'autres  théorèmes  sur  les  systèmes  de  formes  quadratiques 
simultanées,  sur  les  formes  bilinéaires,  sur  la  forme  d'Hermite, 
s'étendent  également  au  cas  d'un  nombre  infini  de  variables. 

Il  y  avait  clans  celte  théorie  le  germe  d'une  extension  de  la 
méthode  de  Fredholm  à  des  noyaux  auxquels  l'analyse  du  géomètre 
suédois  n'était  pas  applicable,  et  des  élèves  de  M.  Hilbert  devaient 
mettre  ce  fait  en  évidence.  Quoi  qu'il  en  soit,  M.  Hilbert  s'occupa 
d'abord  d'étendre  sa  façon  d'envisager  les  équations  intégrales  aux 
cas  où  le  noyau  est  dissymétrique.  A  cet  effet  il  introduit  un  sys- 
tème quelconque  de  fonctions  orthogonales,  suivant  lesquelles  il 
est  possible  de  développer  une  fonction  arbitraire  par  des  formules 
analogues  à  celle  de  Fourier.  Au  lieu  d'une  fonction  inconnue,  il 
prend  comme  inconnues  les  coefficients  du  développement  de 
cette  fonction;  une  équation  intégrale  peut  ainsi  être  remplacée 
par  un  système  d'une  infinité  discrète  d'équations  linéaires  entre 
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«ne  infinité  discrète  de  variables.  La  théorie  des  équations  inté- 
grales se  trouve  ainsi  rattachée  d'une  part  aux  idées  de  M.  von 
Koch  sur  les  déterminants  infinis,  et  d'autre  part  aux  recherches 
île  M.  Ililhert  que  nous  venons  d'analyser  et  où  le  rôle  essentiel 
est  joué  par  des  fonctions  dépendant  d'une  infinité  discrète  de 
variables. 

A  chaque  novau  correspondra  ainsi  une  forme  bilinéaire  dépen- 
dant d'une  infinité  de  variables.  Si  le  noyau  est  symétrique,  celte 
forme  bilinéaire  est  symétrique  et  peut  être  regardée  comme  déri- 
vant d'une  forme  quadratique.  Si  le  noyau  satisfait  aux  conditions 
énoncées  par  Fredholm,  on  voit  que  celte  forme  quadratique  est 
proprement  continue  et  par  conséquent  ne  possède  pas  de  spectre 
continu.  C'est  là  une  manière  de  retrouver  les  résultats  de  Fredholm, 
et,  si  indirecte  qu'elle  soit,  elle  ouvre  des  vues  entièrement  neuves 
sur  les  raisons  profondes  de  ces  résultats  et  par  là  sur  la  possibi- 
lité de  nouvelles  généralisations. 

Les  équations  intégrales  se  prêtent  à  la  résolution  de  certaines 
équations  différentielles  dont  les  intégrales  sont  assujetties  à  cer- 
taines conditions  aux  limites  et  c'est  là  un  problème  fort  important 
pour  la  Physique  mathématique.  Fredholm  l'avait  résolu  dans 
quelques  cas  particuliers  et  M.  Picard  avait  généralisé  ses  mé- 
thodes. M.  Hilberl  devait  faire  de  la  question  une  étude  systéma- 
tique. Considérons  une  équation  différentielle 

où  u  est  une  fonction  inconnue  d'une  ou  de  plusieurs  variables, 
f  une  fonction  connue  et  A  une  expression  différentielle  linéaire 
quelconque.  Cette  équation  peut  être  considérée  au  même  litre 
qu'une  équation  intégrale  comme  un  système  infini  d'équations 
linéaires  liant  une  infinité  continue  de  variables,  comme  une  sorte 
de  transformation  linéaire  d'ordre  infini  permettant  de  passer  de/ 
à  u.  Si  l'on  résout  cette  équation,  on  trouve 

«  =  S/ 

S  (y)  se  présentant  celte  fois  sous  la  forme  d'une  expression  inté- 
grale. Alors  A  et  S  sont  les  symboles  de  deux  transformations 
linéaires  d'ordre  infini  inverses  l'une  de  l'autre.  Le  noyau  de  cette 
expression   intégrale  S(/)  est  ce  qu'on  appelle  une  fonction  de 
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Green.  Cetle  fonction  avait  été  rencontrée  pour  la  première  lois 
dans  le  problème  de  Dirichlet,  c'était  alors  la  fonction  de  Green 
proprement  dite,  trop  connue  pour  que  j'insiste;  on  en  avait  déjà 
obtenu  des  généralisations  diverses.  Il  appartenait  à  Hilbert  de 
donner  une  théorie  complète.  A  chaque  expression  différentielle  A, 
supposée  du  second  ordre  et  de  type  elliptique,  à  chaque  système 
de  conditions  aux  limites,  correspond  une  fonction  de  Green. 
Citons  la  formation  des  fonctions  de  Green  dans  le  cas  où  l'on  n'a 
qu'une  variable  indépendante  et  où  elles  se  présentent  sous  u-ne 
forme  particulièrement  simple,  et  la  discussion  des  diverses  formes 
que  peuvent  affecter  les  conditions  aux  limites.  Cela  posé,  ima- 
ginons qu'on  ait  résolu  le  problème  dans  le  cas  d'une  équation 
différentielle  auxiliaire  peu  différente  de  celle  qui  est  proposée, 
n'en  différant  pas  en  tout  cas  par  les  termes  du  second  ordre;  on 
pourra  alors,  par  une  transformation  simple,  ramener  le  problème 
à  la  résolution  d'une  équation  de  Fredbolm,  où  le  rôle  du  noyau 
est  joué  par  la  fonction  de  Green  relative  à  l'équation  différentielle 
auxiliaire. 

Toutefois  la  considération  de  cette  équation  auxiliaire,  la  néces- 
sité de  la  choisir  et  de  la  résoudre  pouvait  encore  constituer  un 
embarras.  M.  Hilbert  s'en  est  affranchi  dans  sa  sixième  Communi- 
cation. L'équation  différentielle  est  encore  transformée  en  une 
équation  de  Fredholm,  où  le  rôle  du  noyau  est  joué  par  une  fonc- 
tion que  l'auteur  appelle  Paramêtrix.  Elle  est  assujettie  à  toutes 
les  conditions  qui  définissent  la  fonction  de  Green,  une  seule 
exceptée,  la  plus  gênante  il  est  vrai  :  elle  n'est  pas  astreinte  à 
satisfaire  à  une  équation  différentielle;  elle  reste  donc  arbitraire 
dans  une  très  large  mesure.  La  transformation  subie  par  l'équation 
différentielle  est  comparable  à  celle  qu'éprouverait  un  système 
d'équations  linéaires  si  l'on  remplaçait  les  variables  primitives  par 
des  combinaisons  linéaires  convenablement  choisies  de  ces  va- 
riables. La  méthode  n'est  nullement  restreinte  au  cas  où  l'équation 
différentielle  envisagée  est  adjointe  à  elle-même. 

M.  Hilbert  a  examiné  en  passant  une  foule  de  questions  rela- 
tives aux  équations  intégrales  et  montré  la  possibilité  de  leur 
application  dans  les  domaines  les  plus  variés.  Il  a,  par  exemple, 
étendu  la  méthode  au  cas  d'un  système  de  deux  équations  aux 
dérivées  partielles  de  premier  ordre  du  type  elliptique,  aux  équa- 
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tions  intégrales  polaires,  c'est-à-dire  où  le  coefficient  a  flans 
l'équation  intégrale  (i),  an  lieu  d'être  constamment  égal  à  i,  est 
une  fonction  de  x  et  en  particulier  esl  égal  tantôl  à  ■+- 1 ,  tantôt 
à  —  i . 

Tl  l'a  appliquée  au  problème  de  Riemann  pour  la  formation  des 
fonctions  d'une  variable  complexe  assujetties  à  certaines  conditions 
aux  limites,  au  théorème  des  oscillations  de  Klein,  à  la  formation 
des  fonctions  fuclisiennes,  et  en  particulier  au  problème  suivant  : 

Déterminer  À  de  façon  que  V équation 

—\(x  —  <t  )  (x  —  b)(  x  —  c  )-£^\  +  (x  +  1)  y  =  o 

soit  une  équation  fuchsienne. 


Une  des  applications  les  plus  inattendues  est  celle  que  fait 
M.  Hilbert  à  la  théorie  des  volumes  et  des  surfaces  de  Minkowski, 
et  par  laquelle  il  rattache  à  la  méthode  de  Fredholm  une  question 
importante  pour  ceux  qui  s'intéressent  à  l'analyse  philosophique 
des  notions  fondamentales  de  la  Géométrie. 

Principe  de  Diuichlet.  —  On  sait  que  Riemann  avait  démontré 
d'un  trait  de  plume  les  théorèmes  fondamentaux  sur  le  problème 
de  Dirichlet  et  la  représentation  conforme  en  s'appuvant  sur  ce 
qu'il  appelait  le  principe  de  Dirichlet;  envisageant  une  certaine 
intégrale  dépendant  d'une  fonction  arbitraire  U,  et  que  nous 
appellerons  l'intégrale  de  Dirichlet,  il  montrait  que  relie  intégrale 

ne   peut    s'annuler  et  il  en  concluait  qu'elle  devait  avoir  un  i i- 

niiim,  et  que  ce  minimum  ne  pouvait  être  atteint  que  quand  la 
fonction  U  était  harmonique,  (le  raisonnement  était  fautif,  comme 
on  l'a  montré  depuis,  car  il  n'est  pas  certain  que  le  minimum  puisse 
être  efïectivemen t  atteint,  et,  s'il  l'est,  qu'il  puisse  l'être  pour  une 
fonction  continue. 

Les  résultats  étaient  exacts  cependant;  on  a  beaucoup  travaillé 
sur  cette  question,  on  a  montré  que  le  problème  de  Dirichlet  peut 
toujours  être  résolu;  et  on  l'a  même  effectivement  résolu;  il  eu 
est  de  même  pour  un  grand  nombre  d'autres  problèmes  de  Physique 
mathématique  qui  auraient  pu  autrefois  paraître  abordables  par  la 
méthode  de  Riemann.  Ce  n'est  pas  ici  le  lieu  de  faire  le  long  histo- 
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rique  de  ces  travaux;  je  nie  bornerai  à  mentionner  le  point  final 
d'aboutissement  qui  est  la  méthode  de  Fredholm. 

Il  semblait  que  ce  succès  eût  rejeté  pour  jamais  dans  l'oubli 
l'aperçu  de  Riemann  et  le  principe  de  Dinchlet  lui-même.  Beau- 
coup le  regrettaient  cependant;  ils  sentaient  qu'on  était  privé  ainsi 
d'un  instrument  puissant  et  ils  ne  pouvaient  croire  que  la  force  de 
persuasion  que  conservait  malgré  tout  l'argument  de  Riemann,  et 
qui  semblait  reposer  sur  je  ne  sais  quelle  adaptation  de  la  pensée 
mathématique  à  la  réalité  physique,  ne  fût  en  réalité  qu'une  pure 
illusion  due  à  de  mauvaises  habitudes  d'esprit.  M.  Hilbert  voulut 
rechercher  s'il  ne  serait  pas  possible,  avee  les  nouvelles  ressources 
de  1'Analvse  mathématique,  de  transformer  l'aperçu  de  Riemann 
en  une  démonstration  rigoureuse. 

Voici  comment  il  y  est  parvenu  :  considérons  l'ensemble  des 
fonctions  U  satisfaisant  aux  conditions  proposées;  choisissons 
dans  cet  ensemble  une  suite  indéfinie  S  de  fonctions  telles  que 
les  intégrales  de  Diricblet  correspondantes  tendent  en  décroissant 
vers  leur  limite  inférieure.  Il  n'est  pas  certain  qu'en  chaque  point 
du  domaine  envisagé  cette  suite  S  converge;  elle  pourrait  osciller 
entre  certaines  limites.  Mais  on  peut  détacher  dans  S  une  suite 
partielle  S(  qui  converge  en  un  point  M,  du  domaine;  dans  S|, 
détachons  une  autre  suite  partielle  So  qui  convergera  toujours 
en  M,,  mais  qui  de  plus  convergera  encore  en  M2.  En  continuant 
de  la  sorte  nous  obtiendrons  une  suite  qui  convergera  en  autant 
de  points  que  nous  voudrons;  et,  par  un  artifice  simple,  nous  en 
déduirons  une  autre  suite  qui  convergera  en  tous  les  points  d'un 
ensemble  dénombrable,  par  exemple  en  tous  les  points  dont  les 
coordonnées  sont  rationnelles.  Si  l'on  pouvait  alors  démontrer  que 
les  dérivées  de  toutes  les  fonctions  de  la  suite  sont  inférieures  en 
valeur  absolue  à  une  limite  donnée,  on  pourrait  conclure  immédia- 
tement que  la  suite  converge  uniformément  dans  tout  le  domaine, 
et  l'application  des  règles  du  calcul  des  variations  ne  présenterait 
plus  de  difficulté  spéciale. 

Pour  établir  le  point  qui  reste  à  démontrer,  M.  Hilbert  a  employé 
deux  artifices  différents,  il  n'a  pas  développé  le  premier  autant 
qu'il  serait  désirable,  et  il  s'est  surtout  attaché  au  second.  Celui-ci 
consiste  à  remplacer  la  fonction  u  proposée  par  la  fonction  c  qui 
s'en  déduit  par  une  double  quadrature  et  dont  elle  est  la  dérivée 
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seconde  par  rapport  aux  deux  variables  indépendantes.  Les  dérivées 
de  v  étant  les  intégrales  premières  de  «,  on  peut  leur  assigner  une 
limite  supérieure,  à  l'aide  de  quelques  inégalités  faciles  à  démon- 
trer. Seulement  il  faut  se  résigner  à  un  détour  nouveau  et  à  un 
artifice  d'ailleurs  simple  pour  appliquer  à  cette  nouvelle  fonction 
inconnue  v  les  règles  du  calcul  des  variations  qui  s'appliquaient 
tout  naturellement  à  la  fonction  m. 

Il  est  inutile  d  insister  sur  la  portée  de  ces  découvertes,  qui 
dépasse  de  beaucoup  le  problème  spécial  de  Dirichlet.  JNous  ne 
devons  pas  nous  étonner  que  de  nombreux  chercheurs  se  soient 
engagés  sur  la  voie  ouverte  par  M.  Hilbert.  .Nous  devons  citer 
MM.  Levi,  Zaremba  et  Fubini:  mais  je  crois  avant  tout  devoir 
signaler  M.  Kitz  qui,  s'écarlanl  un  peu  de  la  roule  commune,  a  ima- 
giné une  méthode  de  calcul  numérique  applicable  à  tous  les  pro- 
blèmes de  Physique  mathématique,  niais  qui  v  a  utilisé  plusieurs 
des  procédés  ingénieux  créés  par  son  maître  M.  Hilbert. 

_M.  Hilbert  a  récemment  appliqué  sa  méthode  à  la  question  de 
la  représentation  conforme.  Je  n'analyserai  pas  ce  Mémoire  dans  le 
détail.  Je  me  bornerai  à  dire  qu'il  fournit  le  moyen  de  faire  cette 
représentation  pour  un  domaine  limité  par  un  nombre  infini  de 
courbes  ou  pour  une  surface  de  Kiemann  simplement  connexe  d'une 
infinité  de  feuillets.  C'est  donc  une  solution  nouvelle  du  problème 
de  l'uniformisation  des  fonctions  analytiques. 

Divers.  —  .Nous  avons  passé  en  revue  les  principaux  sujets 
d'études  où  M.  Hilbert  a  marqué  sa  trace,  ceux  pour  lesqueU  il 
montrait  une  sorte  de  prédilection  et  où  il  est  revenu  à  diverses 
reprises;  nous  devons  signaler  encore  d'autres  problèmes  dont  il 
s'est  occupé  occasionnellement  et  sans  y  insister.  Je  crois  devoir 
me  borner  à  énoncer  dans  un  ordre  chronologique  les  résultats  les 
plus  saillants  qu'il  a  obtenus  de  la  sorte. 

Si  l'on  excepte  les  formes  binaires,  les  formes  quadratiques,  et 
les  formes  ternaires  biquadratiques,  la  forme  définie  la  plus  géné- 
rale de  son  degré  n'est  pas  décomposable  en  une  somme  de  carrés 
d'autres  formes  en  nombre  fini. 

On  peut  trouver  par  des  procédés  élémentaires  les  solutions  en 
nombres  entiers  d'une  équation  diopliantine  de  genre  nul. 

Si   un   polynôme  entier  dépendant  de  plusieurs  variables  et  de 
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plusieurs  paramètres  est  irréductible  quand  ces  paramètres  restent 
arbitraires,  on  peut  toujours  attribuer  à  ces  paramètres  des  valeurs 
entières  telles  que  le  polynôme  resle  irréductible. 

Par  conséquent  il  existe  toujours  des  équations  d'ordre  n  à 
coefficients  entiers  et  admettant  un  groupe  donné. 

Le  théorème  fondamental  de  Dedekind  sur  les  nombres  com- 
plexes à  multiplication  commutalivc  peut  s'établir  aisément  en 
s' appuyant  sur  l'un  des  lemmes  fondamentaux  de  la  théorie  des 
invariants  de  M.  Hilbert. 

L'équation  diophantine,  obtenue  en  égalant  à  ±1  le  discrimi- 
nant d'une  équation  algébrique  de  degré  /;,  possède  toujours  des 
solutions  rationnelles,  mais  sauf  pour  le  second  et  le  troisième  degré 
ne  possède  pas  de  solutions  entières. 

Parmi  les  surfaces  réelles  du  quatrième  ordre,  certaines  formes, 
logiquement  concevables,  ne  sont  pas  possibles;  par  exemple  il 
ne  peut  pas  y  en  avoir  qui  soient  composées  de  douze  surfaces 
fermées  simplement  connexes  ou  d'une  surface  unique  avec  onze 
trous. 

Conclusions.  —  Après  cet  exposé,  un  long  commentaire  serait 
inutile.  On  voit  quelle  a  été  la  variété  des  recherches  de  M.  Hil- 
bert, l'importance  des  problèmes  auxquels  il  s'est  attaqué.  Nous 
signalerons  l'élégance  et  la  simplicité  des  méthodes,  la  clarté  de 
l'exposition,  le  souci  de  l'absolue  rigueur.  En  cherchant  à  être 
parfaitement  rigoureux,  on  risque  parfois  d'être  long,  et  ce  n'est 
pas  là  acheter  trop  cher  une  correction  sans  laquelle  les  Mathé- 
matiques ne  seraient  rien.  Mais  M.  Hilbert  a  su  éviter  ce  que  ces 
longueurs  auraient  pu  avoir  d'un  peu  pénible  pour  ses  lecteurs,  en 
ne  leur  laissant  jamais  perdre  de  vue  le  fil  conducteur  qui  lui  a 
servi  à  s'orienter.  On  voit  toujours  aisément  par  quel  enchaîne- 
ment d'idées  il  a  été  amené  à  se  poser  un  problème  et  à  en  trouver 
la  solution.  On  sent  que,  plus  analyste  que  géomètre  au  sens  ordi- 
naire du  mot,  il  a  néanmoins  aperçu  l'ensemble  de  son  travail  d'un 
coup  d'œil,  avant  d'en  distinguer  les  détails,  et  il  sait  faire  profiler 
le  lecteur  de  cette  vue  d'ensemble. 

M.  Hilbert  a  exercé  une  influence  considérable  sur  les  progrès 
récents  des  Sciences  mathématiques,  non  seulement  par  ses  tra- 
vaux personnels,  mais  par  son  enseignement,  par  les  conseils  qu'il 
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donnait  à  ses  élèves  et  qui  leur  permettaient  de  contribuer  à  leur 
tour  à  ce  développement  de  nos  connaissances  en  se  servant  des 
méthodes  créées  par  leur  maître. 

Il  n'est  pas  besoin,  ce  semble,  d'en  dire  davantage  pour  justifier 
le  choix  de  la  Commission,  qui  a  été  unanime  à  attribuer  à  M.  Hil- 
berl  le  prix  Boljai  pour  la  période  1905-1909. 
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LEHMER  (Dbrrick-Nobhan).  —  Factor  Table  for  tue  first  ten  millions 

CONTAINING  THE  S  MALLEST  FACTOR  OF  EVERY  NIMBER  NOT  DIVISIBLE   UV  2,   3,   \> 
OR    7     BETWEEN    THE    LI.MITS     O     AND     IOOI7000.     Format     3 1 cm,  5  X  43e™,  5, 

ix-4;6   pages.  Washington,  D.   C,   Carnegie  Institution  of  Washington, 
Publication  n"  105,  1909. 

M.  Lehmer  a  pris  une  disposition  qui  avait  été  proposée 
en  i86|  par  un  mathématicien  français,  V.-A.  Lebesgue,  Corres- 
pondant de  l'Institut,  dans  un  Opuscule  intitulé  :  Tables  diverses 
pour  la  décomposition  des  nombres  en  leurs  facteurs 
premiers  (Paris,  Gauthier-Villars,  1864,  gr.  in-8).  On  sait  que. 
pour  faciliter  la  construction  des  Tables  de  facteurs  premiers 
des  nombres,  Euler  a  proposé  d'employer  la  progression  arithmé- 
tique dont  les  termes  ont  pour  forme  générale  3o^  +  /-  [(De 
Tabula  numerorum  usque...  (Novi  Commentant' . .  . ,  XIX, 
i~~ji,  in-4>  p-  i3a)].  La  méthode  suivie  par  Lebesgue  est  fondée 
sur  la  même  idée;  en  effet,  il  emploie  la  progression  arithmétique 
dont  les  termes  ont  pour  forme  générale  210  q  -f- /'. 

M.  Lehmer  n'a  pas  adopté  la  représentation,  faite  par  Lebesgue, 
des  dizaines  des  facteurs  premiers  par  des  lettres,  pour  réduire 
l'espace  occupé  par  sa  Table,  ni  l'écriture  explicite  des  nombres 
dont  on  inscrit  le  moindre  facteur  premier.  Il  a  remplacé  ces 
derniers  nombres  par  les  quotients  obtenus  en  les  divisant  par  210, 
mais  sans  faire  remarquer  que  l'idée  de  la  construction  d'uneTnble 
de  facteurs  premiers  où  sont  inscrits  le  quotient  et  le  reste  obtenus 
eu  divisant  un  nombre  par  210  avait  été  émise  plusieurs  années 
avant  l'apparition  de  sa  Factor  Table. 

M.  Lehmer  a  écrit  les  deux  membres  de  phrase  suivants,  à  la 
page  vi  de  son  Introduction  :  «  In  ihe  new  form  of  arrange- 
ment. .  .  »  et  «  This  simple  plan,  which  seems  not  to  hâve  been  used 
before.  .  .  »,  qui  font  penser  au  lecteur  que  M.  Lehmer  a  imaginé 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  2°  série,  t.  XXXV.  (Avril  1911.)  7 
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l'arrangement  qu'il  a  adopté.  Cependant  M.  Lehmer  connaît 
l'Opuscule  de  Lebesgue,  puisqu'il  écrit  à  la  page  vin  de  son 
Introduction  :  «  In  a  tract  published  in  1864,  enlilled  Tables 
diverses,  etc.,  Lebesgue  lins  given  a  small  table  in  which  the  arran- 
gement is  practically  the  saine  as  tlial  adopted  in  the  tables  here- 
vvitb  published  ». 

La  Faclor  Table  de  M.  Lehmer  a  une  hauteur  de  .'>ll"',i5.  Lors- 
qu'elle est  fermée,  sa  largeur  est  de  4d,n,  35;  lorsqu'elle  est  ouverte, 
sa  largeur  est  de  gim  :  elle  est  donc  d'un  emploi  peu  commode.  Les 
chiffres  de  cette  Table,  petits  et  gras,  ont  été  obtenus  par  la  photo- 
graphie et  n'ont  pas  la  netteté  des  caractères  d'imprimerie  des 
anciennes  Tables  publiées  par  Burckhardt,  Dase,  Rosenberg  et 
M.  J.  Glaisher.  On  sait  que  ces  Tables  forment  un  ensemble  de 
1008  Tableaux  in~4  qui  sont  imprimés  sur  papier  fort,  et  où  Ion 
trouve  immédiatemenl  le  moindre  facteur  premier  d'un  nombre 
non  divisible  par  2,  3  ou  5  et  inférieur  à  g  millions.  La  Faclor 
Table  de  M.  Lehmer  contienl  \-(>  Tableaux  dont  chacun  occupe 
une  page.  Le  papier  emplové  est  mince  et  il  fléchit  quand  on 
tourne  les  pages.  Elle  coûte  1  o4fl'  :  ce  prix  paraît  élevé  quand  on 
pense  qu'elle  a  été  publiée  grâce  à  la  libéralité  d'un  des  Mécènes 
américains,  M.  Carnegie. 

M.  Lehmer  a  fait  consciencieusement  l'important  travail  qu  il 
présente  aux  mathématiciens;  il  a  relevé  des  fautes  dans  les 
anciennes  Tables  de  facteurs  premiers  et  il  a  vérifié  les  résultats 
de  ses  calculs  avec  le  Manuscrit  de  Rulik  qui  contient  la  décompo- 
sition en  facteurs  premiers  des  nombres  non  divisibles  par  2,  3 
et  5.  jusqu'à  100  33o  201.  (Ce  Manuscrit  est,  depuis  iS(>-.  dans  la 
Bibliothèque  de  l'Académie  royale  de  \  ienne.  1  ^.ussi,  M.  Lehmer 
mérile-t-il  d'être  louange  à  ce  sujet.  Mais  il  v  .1  des  réserves  à  faire 
en  ce  qui  concerne  la  publication  relative  aux  nombres  des  <)  pre- 
miers millions. 

M.  Lehmer  résume  l'historique  de  la  construction  des  Tables 
de  facteurs  premiers  des  nombres  d'après  l'exposition  magistrale 
que  M.  J.  Glaisher  en  ;i  faite  dans  sa  Factor  Table.  Mais  il  a  oublié 

de  parler  des  travaux  les  plus  récents  relatifs  à  cette  construc  

et  dus  notamment  à  MM.  L.  Saint-Loup,  C.-A.  Laisant,  E.  Le  bon, 
G.  Tarry  et  J.  Deschamps.  Ils  ont  cependant  été  publiés  dans  des 
Recueils  périodiques  bien  connus. 
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M.  Saint-Loup  a  publié  en  1890,  dans  les  Ann.  se.  de  l'Éc.  Norm.  sup. 
(3°  série,  t.  VII,  p.  89),  un  Mémoire  intitulé  Sur  la  représentation  gra- 
phique  des  diviseurs  des  nombres. 

M.  Laisant  a  exposé,  le  19  septembre  1891.  à  la  Session  de  Marseille  de 
l'Association  française  | ■  l'Avancement  d.'~  Sciences,  un  Mémoire  inti- 
tulé :  Sur  une  méthode  pour  la  construction  d'une  Table  de  nombres 
premiers  {Compte  rendu  de  la  20e  Session,  2e  Partie,  1891,  p.   [65  I. 

M.  Lebon  a  d'abord  envoyé,  pour  prendre  date,  une  Note  à  l'Académie 
des  Sciences  1  Comptes  rendus.  Paris,  t.  CXLI,  3  juillet  1903,  p.  781;  il  a 
publié  un  Mémoire  dans  le  Jornal  de  Sciencias  mathematicas,  phvsicas 
et  naturaes  de  l'Académie  R.  des  Sciences  de  Lisbonne  (  3""  série,  t.  VII, 
27  Abril  1906,  p.  209,  Mémoire  daté  du  1"  août  190J),  et  un  Opuscule  inti- 
tulé :  Tables  de  Caractéristiques  relatives  «  la  base  23io  des  facteurs 
premiers  d'un  nombre  inférieur  à  3oo3o,  non  divisible  par  2,  3,  5,  7 
ou  11  (Paris,  Delalain  frères,  1e1  mars  1906,  in-8).  qui  a  été  bonoré  d'une 
Subvention  de  l'Association  française  pour  l'Avancement  des  Sciences;  il 
a  fait,  sur  les  Tables  de  Caractéristiques,  des  Communications  aux  Congrès 
des  Sociétés  savantes  réunies  à  Paris  en  1906  et  en  1908  par  le  Ministère 
de  l'Instruction  publique,  et  aux  Congrès  de  l'Association  française  pour 
l'Avancement  des  Sciences  tenus  à  Reims  en  1907  et  à  Clermont-Ferrand 
en  1908  (Comptes  rendus):  il  a  publié  des  .Mémoires  dans  le  Bulletin  de 
la  Société  philomathique  de  Paris  (28  avr.  1906,  p.  168;  24  nov.  1906, 
p.  270:  11  janv.  1908,  p.  4;  25  avr.  190S,  p.  60);  dans  les  Rendiconti délia 
R.  Accademia  dei  Lincei,  Scienze  fisiche,  matematiche  e  naturali, 
<  Roma.  22  Apr.  1906,  p.  43<j  ):  dans  le  Bulletin  of  the  American  mathe- 
tical  Society  (  Lancaster  and  New  York,  Nov.  1906,  p.  74).  qui,  en  outre, 
contient  une  analyse  de  la  Table  de  Caractéristiques  1  déc.  1  ■  >< >s .  p.  1  tg  : 
le  Bulletin  de  la  Société  des  Gens  de  Sciences  (Paris,  août  1906,  p.  1  1: 
<ians  //  Pitagora  ( Palermo,  Marzo-Apr.,  1907,  p.  Kj  1;  dans  X Enseigne- 
ment mathématique  (Genève  et  Paris,  i5  mai  i<i";  I.  La  plupart  de  ces 
Ecrits  ont  été  cités  ou  analysés  par  le  Jahrbuch  iiber  die  Fortschritte 
der  Mathematik  (Berlin)  et  par  la  Revue  semestrielle  des  Publications 
mathématiques  (Amsterdam  l. 

Les  Mémoires  de  M.  Tabrï  sur  les  facteurs  premiers  des  nombres  ont 
•été  publiés  dans  le  Bulletin  de  la  Société  philomathique  de  Paris  (26 
mai  1906,  p.  174;  9e  série,  t  IX,  n"  2.  1907.  p.  56),  et  dans  les  Comptes 
rendus  du  Congrès  de  l'Association  française  pour  l'Avancement  des 
Sciences  tenu  à  Reims  en  1907.  On  doit  aussi  à  M.  Tarry  un  Opuscule 
intitulé  :  Tablettes  des  cotes  relatives  éi  la  base  2o58o  des  facteurs 
premiers  d'un  nombre  inférieur  à  100489  et  non  divisible  par  2,  >.  5 
ou  7  ( Gauthier- Villars,  190G,  in-8  Jésus  ).  LTn  article  sur  cet  Opuscule  a 
été  publié  par  le  Journal  Malhesis  (Gand  et  Paris,  1907,  p.  178). 

M.  Deschamps  a  publié  ses  recherches  dans  le  Bulletin  de  la  Société 
philomathique  de  Paris  (9e  série,  t.  IX,  n°  4,  1907;  t.  X,  n"  1,  1908),  et 
il  les  a  communiquées  au  Congrès  des  Sociétés  savantes  réunies  à  Paris 
en  1908  par  le  Ministère  de  l'Instruction  publique. 
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Les  Auteurs  de  ton  les  les  publications  précédentes  ont  eu  pour 
but  de  proposer  des  modes  de  construction  de  Tables  de  facteurs 
premiers  d'une  étendue  moindre  que  les  Tables  imprimées  exis- 
tantes. Supposons  que  des  Tables  analogues  à  ces  dernières  soient 
construites  jusqu'à  100  millions,  et  admettons  qu'il  n'y  ait  pas 
d'accroissement  de  surface  en  rapport  avec  l'accroissement  de  la 
valeur  du  nombre,  ce  qui  est  douteux,  car,  dans  ce  genre  de  Tables, 
les  nombres  sont  explicitement  inscrits  :  l'ensemble  des  Tables  déjà 
construites  de  i  à  8999099  et  des  Tables  que  l'on  construirait  dans 
le  même  genre  de  g  millions  à  100  millions  formerait  100  Volumes 
in-4  d'environ  112  Tableaux  chacun.  L'expérience  faite  par 
M.  Lebmer  montre  que  les  49  Tableaux  contenant  les  moindres 
facteurs  premiers  des  nombres  du  10e  million  font  gagner  par 
million  19 Tableaux  «les  Tables  anciennes,  ce  qui  réduit  à  83,  au  lieu 
de  100,  le  nombre  tics  volumes  in-4  contenant  les  facteurs  premiers 
des  nombres  de  1  à  100  millions.  Il  me  semble  que  cette  réduction 
du  nombre  de  Volumes  paraîtra  trop  faible  pour  qu'on  pense  à 
continuer  dans  la  voie  où  M.  Lebmer  s'est  engagé. 

En  résumé,  il  est  nécessaire  d'étudier  les  diverses  propositions 
qui  ont  été  faites,  même  d'en  imaginer  d'autres,  avant  de  com- 
mencer la  publication  d'une  nouvelle  Table  donnant  les  facteurs 
premiers  des  nombre-  jusqu'à  une  limite  très  élevée. 

Sans  faire  allusion  aux  Ecrits  cités  plus  haut,  sans  même  les 
critiquer,  M.  Lebmer  a  publié  une  Faclor  Table  dont  5g  Tableaux 
seulement  sur  j-f>  contiennent  des  renseignements  inédits.  Afin 
qu'il  puisse  juger  de  l'opportunité  de  son  immense  publication, 
n'y  aurait-il  pas  lieu  qu'il  la  divisât  en  deux  Volumes  se  vendant 
séparément?  Le  premier  Volume  comprendrait  les  427  Tableaux 
relatifs  aux  facteurs  premiers  des  nombres  de  1  à  9  millions;  le 
second,  les  49  Tableaux  relatifs  aux  facteurs  premiers  des  nombres 
du  io"  million.  Ce  petit  Volume,  qui  renfermerait  la  partie  origi- 
nale du  travail  de  M.  Lebmer.  serait,  je  pense,  favorablement 
accueilli  par  les  mathématiciens. 

Er.  L. 


COMPTES  «ENDOS  ET  ANALYSES. 


LANGE  (Max).  —   Das  Schachspiel  und  seink  stratbgischbn  Prinzipien, 

mit  den  Bildnissen  E.  I^skcrs  und   P.  Morphys,    i   Schachhrett-Tafel  und 
43  Diagrammen.  1  volume  in-8,  iv-107  pages.  Leipzig,  Teubner,  1910. 

Ce  pelil  Volume,  qui  est  le  281e  de  la  Collection  /  us  Natur  und 
Geisteswell,  est  une  introduction  fort  intéressante  à  la  théorie  du 
noble  jeu  des  échecs.  Un  premier  Chapitre  fait  connaître  les  règles 
du  jeu.  la  disposition  du  damier,  le  mouvement  des  différentes 
pièces.  Le  second  traite  des  applications  et  de  quelques  parties 
destinées  à  servir  d'illustration  au\  règles  posées.  C'est  dans  le 
troisième  que  sont  développées  la  stratégie  et  les  finesses  du  jeu. 
Un  dernier  article  contient  enfin  ce  qu'on  peut  appeler  les  parties 
finales  :  tour  et  roi  contre  roi,  le  roi  et  deux  fous  contre  le  roi,  le 
roi,  un  (ou  et  un  cavalier  contre  le  roi,  enlin  le  roi  et  un  pion 
contre  le  roi.  Ce  petit  Opuscule,  qui  sera  bien  accueilli  des  joueurs 
d'échecs,  se  termine  par  des  indications  bibliographiques  relatives 
aux  Ouvrages  et  aux  Journaux  qui  traitent  des  échecs.  Nous  y  avons 
appris  qu'il  n'v  a  pas  moins  de  six  périodiques,  hebdomadaires  ou 
mensuels,  destinés  aux  joueurs  d'échecs  :  deux  allemands,  un 
autrichien,  un  anglais,  un  italien  et  un  français. 

J.  G. 


STORM  (  H.  i.  —  Maxima  im>  Minima  in  der  elementaren  Geomethie. 
1  volume  in-8,  vi-i38  pages,  avec  3-2  figures  dans  le  texte.  Leipzig  et  Berlin, 
Teubner,  1910. 

Ce  petit  Volume  doit  évidemment  son  origine  et  son  inspiration 
aux  profondes  études  qu'a  faites  l'auteur  sur  ceux  des  travaux  de 
Steiner  qui  se  rapportent  à  la  Géométrie  élémentaire  et,  en  parti- 
culier, sur  le  célèbre  Mémoire  relatif  aux  problèmes  de  maximum 
et  de  minimum  dans  le  plan,  sur  la  sphère  et  dans  l'espace.  Ces 
études  ont  donné  naissance  à  quelques  leçons,  que  M.  Sturm  a 
faites  à  l'Université  de  Breslau  el  qu'il  a  réunies  ici  pour  le  plus 
grand  profit  des  maîtres  et  des  élèves  des  Ecoles  supérieures. 
Il  nous  suffira  évidemment  de  donner  une  analvse  des  différents 
Chapitres  de  l'Ouvrage. 
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Après  une  Introduction  qui  contient  les  deux  théorèmes  fonda- 
mentaux d'Arithmétique  sur  le  maximum  d'un  produit  de  plusieurs 
facteurs  dont  la  somme  est  constante  et  sur  le  minimum  d'une 
somme  de  (acteurs  dont  le  produit  est  constant,  M.  Sturm  traite 
successivement  des  maxima  et  minima  dans  le  triangle,  dans  le 
quadrilatère,  dans  le  cercle,  dans  les  polygones,  dans  le  segment 
de  cercle,  etc. 

La  seconde  Partie,  consacrée  à  la  Géométrie  de  l'espace,  traite 
plus  particulièrement  des  prismes,  des  pyramides,  des  pyramides 
doubles,  des  angles  polyèdres. 

Nos  collègues  des  lycées  de  France,  si  désireux  de  perfectionner 
et  de  renouveler  leur  enseignement,  tireront  grand  profit  du  nouvel 
Ouvrage  du  savant  géomètre  de  Breslau.  <î.  J. 


MELANGES. 


SUR  LES  TRAJECTOIRES  DE  LIOUVILLE; 
Par  M.  HADAMARD. 

1 .   On  sait  (  '  ),  depuis  Liouville,  que  le  mouvement  d'un  système 
à  n  paramètres  gr,,  .  .  .  ,  r/„,  pour  lequel  la  force  vive  a  l'expression 

(0  «t  =(/i+-- •+/«)(?!??■+•■••+<??,  g-',,2) 

et  la  fonction  de  forces 

■l  i         .  .  .  -+-  if„ 


(«')  U  = 


/i       ■••  +  /« 


(.fh  ¥«j  "tf  étant,  pour  chaque  valeur  de  t  depuis    i   jusqu'à  n,  des 
fonctions  du  seul  paramètre  gr.,-)  se  détermine  à  l'aide  de  quadra- 

(')    Voir,    par   exemple,   Appell,    Traité    de    Mécanique    rationnelle,    t.    II. 
Chap.  XXV.  n"  174. 
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tures.  Pour  nous  borner  ou  cas  le  plus  simple  ('"),  les  géodésiques 
d'une  surface  rapportée  aux.  paramètres  q,,  q3  et  avant  pour  élé- 
ment linéaire 

(2)  (/i+/ï)(?ïrf?ï-t-?ïrf?ï) 

(/,,  es;  étant  toujours  des  fonctions  de  qt  seul),  sont  définies  par 
l'équation  générale 


(3) 


Ç  ?'(/yi   _  /'  ?3rf?s  =  b 


a,  b  étant  des  constantes  arbitraires  et  l'arc  s  de  la  courbe  étant 
donné  par  la  relation 


(3') 


yfû- 


les  formules  pour  le  cas  général  avant  une  forme  toute  semblable, 
qu'on  trouvera  à  l'endroit  cité  de  la    Mécanique  de  M.  Appell. 

Formellement,  le  problème  est  résolu  par  les  formules  (3),  (3'). 
M.  Staude  (-)  a  montré  l'intérêt  qu'il  y  avait  à  examiner  de  plus 
près  les  expressions  de  qt,  q2  en  fonction  de  s  auxquelles  on  est 
ainsi  conduit,  et  cela  surtout  dans  le  cas  le  plus  usuel,  celui  où  les 
intervalles  de  variation  de  </,,  q»  (définis  respectivement  par  les 
inégalités  /', —  «^o,  /"«  -+-  a  o)  -oui  limités  dans  les  deux  sens, 
de  sorte  qu'on  ait  x,  S  q,  ^3,  pour  le  premier,  y-'Sç^S^i  poul- 
ie second.  Généralisant  une  marche  suivie  par  Weierslrass  pour 
le  cas  d'une  seule  variable,  il  pose 

,  ,■>  -,  "l  r,       ■     »  "l  1   "'  ■         •     ->   "-> 

(  1  1         ']\  —  *i  cos2  —   +-  i,  mu-  —  >  q,  =  a2  cos-  —  -+-  p3sin-  —, 

ce  qui  met  les  équations  (3),  (3')  sous  la  forme 

!(  hn(ui)dui  +    /   //,,<  11,  \d1i3  =  IIh(M|)+  H15(ks)  =  b, 
r  r 

j    /  fini  ut  irfuj  -t-   /  ASoi  h,  )<■/«..  =  MZ|  1  M]  1  —  HSi(«s)  =  i, 


(')    Voir  Dakboux,  Leçons  sur  la  théorie  des  sur/ares,  t.  III,  Chap.  I.  p.   10. 
(-)  Math.  Ann.,  t.  \\l\,  p.  J68;  Ibid.,  t.  XLI,  p.   219;  Journal  de   Crelle, 
t.  CV,  p.  298. 
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où,  celte  ibis,  les  variables  u,,  u2  prennent  charnue  toutes  1rs 
valeurs  depuis  — oo jusqu'à  —  x  et  où,  d'autre  pari,  An,  h-2l, 
A,  o,  h22  sont  des  fonctions  périodiques  (toujours  finies),  les  deu\ 
premières  de  «,,  les  deux  dernières  de  u-,,  Wiu  étant  la  primitive 
de  htk. 

Le  résultat  est  tout  analogue  pour  le  problème,  général  dont 
nous  avons  parlé  en  commençant  :  on  aboutit  à  des  relations  de  la 
forme 

llni  Mi)      — .  .  ,-i-  II,„(  un)         =  bu 
11.,,,,,,,      _ ...._  II,„,„„,        =bu 


<6> 


li„-i.i(  "!)  —  ■••-  H»-i,ii(a»)  =  l'„ 
II„,i  tu  i     -t-...-t-  H„„i u„)       =  t. 


b,,  ....  /;„_,  désignant  des  constantes  arbitraires  et  t  le  temps, 
pendant  que  H  ,7,  est  une  fonction  de  u/,  dont  la  dérivée  H^  =  hm 
■est  périodique,  et  que  l<>  q,  sont  exprimés  en  fonctions  des  u  par 
des  formules  analogues  à  (4). 

Supposons  que  les  équations  (5)  puissent  être  résolues  par 
rapport  aux  u,  et  donnent  puni-  ces  quantités  des  valeurs  bien 
déterminées  et  continues  en  fonction  des  deux  seconds  membres. 
En  reportant  ces  valeurs  dans  les  formules  (4),  on  constate  que 
q,  et  qs  peuvent  être  considérés  comme  des  fonctions  de  deux 
variables  de  la  forme 

).).•,  -+-  ;i,  /;,  '/.;,•;  +  ;j..,/0  (  >.,.  ;j.,.  '/..,,  ;ju  constants) 

périodiques  séparément  par  rapport  à  chacune  de  ces  variables. 

Considérés  comme  fonctions  des  seul  (ù  étant  laissé  constant) 

Vii  qi  appartiennent  dès  lors  à  un  type  d'une  importance  capitale 

en  Mécanique  céleste,  que  M.  Staude  appelle  bedingt  periodische 

Functionen  et  auquel  nous  donnerons,  avec  M.  Esclangon  ('),  le 
nom  de  fonctions  quasi-périodiques. 

M.  Stâckel  (-),  à  qui  l'on  doit  une  importante  généralisation  de 
la  méthode  de  Liouville,  a  repris  également  l'analyse  de  M.  Staude 


(  '  )  Tin  se,  Paris,  1904. 

(')  Habilitationssclirift.U.tWe.  iggi  (Math.  Ami.,  t.  XLII,  p.  si-);  Journal  de 
■Crtlle,  t.  CXXYIIl,  p.  222;  Ibid.,  t.  C\\\,  p.  8g. 
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et  montré  que  si  l'on  peut  résoudre  les  équations  (6),  on  obtient 
encore  pour  les  q  des  expressions  quasi-périodiques  par  rapport 
au  temps. 

Mais  tout  ceci  est  subordonné  à  P  inversion  des  équations  (5) 
ou  (6),  c'est-à-dire  à  leur  résolution  par  rapport  aux  u  eu  fonction 
de  s,  b  (ou  de  t  et  des  b). 

Or,  l'inversion  d'un  système  de  relations  à  plusieurs  variables 
offre  des  difficultés  particulières.  Pour  affirmer  que  cette  inversion 
est  possible,  il  ne  suffit  pas,  contrairement  à  ce  qu'on  a  parfois 
supposé  un  peu  hâtivement,  de  s'assurer,  sans  autre  précaution, 
que  le  déterminant  fonctionnel  des  premiers  membres  des  équa- 
tions en  question  (ici  le  déterminant  des  h,i,)  est  toujours  différent 
de  zéro. 

En  raison  de  cette  circonstance,  la  résolution  dont  il  s'agit  occa- 
sionna aux  auteurs  des  Mémoires  précédemment  cités  de  sérieuses 
complications  et  exigea  de  leur  part  des  discussions  des  plus  déli- 
cates auxquelles  certains  de  ces  Mémoires  sont  consacrés  à  peu 
près  intégralement.  En  même  temps,  ils  durent  introduire  des 
hypothèses  supplémentaires  assez  restrictives. 

Or,  il  est  aise  de  voir  que  les  difficultés  dont  il  s'agit  disparais- 
sent toutes,  ainsi  que  les  hypothèses  accessoires,  dès  qu'on  fait 
usage  d'un  théorème  que  j'ai  établi  précédemment  (')  relative- 
ment aux  correspondances  ponctuelles  en  général.  D'après  ce 
théorème,  étant  donné  un  système  d'équations  qui  expriment  n 
variables  v  en  fonctions  continues  de  n  autres  variables  u,  il  suffit, 
pour  que  l'inversion  soit  possible  et  univoque,  que  : 

(A)  Cette  propriété  ait  lieu  au  voisinage  d'un  point  déterminé 
quelconque  de  l'espace  (u)  :  autrement  dit,  qu'autour  de  ce  point 
on  puisse  décrire  une  sphère  s,  et  autour  du  point  correspon- 
dant (e)  une  sphère  S,  telles  qu'à  tout  point  intérieur  à  S  corres- 
ponde un  point  ('-)  et  un  seul  intérieur  à  s; 

(')  Bull.  Soc.  math.  Fr.,  t.   WX1V,  p.    71. 

(•)  Il  faut  noter  que  cette  hypothèse  (A.)  peut  être,  à  son  tour,  simplifiée,  sj 
l'on  veut  utiliser  le  théorème  de  M.  Sclu'iiillies,  qui  permet  de  réduire  la  première 
partie  de  cette  hypothèse  à  la  seconde.  On  pourra  donc,  en  d'autres  termes,  se 
contenter  d'admettre  que  tout  point  (u)  est  le  centre  d'une  sphère  s  telle  que 
deux  points  distincts  pris  à  l'intérieur  de  cette  sphère  ne  puissent  avoir  la  même 
image  (i>).  Jointeà(B)  cette  hypothèse  est  suffisante  pour  affirmer  la  conclusion 
cherchée. 
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(  B)  Une  ligne  continue  de  L'espace  I  '/  I  s'en  allant  à  l'infini  ne 
puisse  donner  comme  correspondante,  dans  l'espace  (c),  une  ligne 
de  longueur  finie. 

La  condition  (A)  esL  Ion  jours  vérifiée  si,  les  dérivées  partielles  du 
premier  ordre  étant  continues,  le  déterminant  fonctionnel  est 
constamment  différent  de  zéro. 

77  en  est  de  même  pour  la  condition  (B),  dans  le  cas  actuelle- 
ment étudié  (les  variables  v  étant  ici  le  temps  et  les  b  con- 
stantes). 

Cela  résulte  de  ce  cpie  les  dérivées  partielles  (fonctions  /;  de 
Staude)  sont  ici  n  fois  périodiques,  à  savoir  périodiques  et  de 
période  2  —  par  rapport  à  chacune  des  n  variables  u.  Le  minimum 
de  la  quantité  appelée  m.  dans  mon  Mémoire  cité  (')  (autrement 
dit,  le  minimum  minimorum  du  rapport  de  deux  éléments 
linéaires  correspondants  dans  1rs  doux  espaces)  est  donc,  dans 
tout  l'espace,  le  même  que  dans  le  prismatoïde  des  périodes 
obtenu  en  ne  donnant  aux  //  que  des  valeurs  comprises  entre  o 
et  2-.  Il  est,  dès  lors,  différent  de  zéro,  puisque  \x  est  continu 
et  ne  peut  s'annuler  qu'avec  le  déterminant  fonctionnel  D  des 
équations  considérées. 

Donc,  la  condition  I )  ==  o  est  entièrement  suffisante  pour 
r inversion  considérée. 

2.  Mais  M.  Slàckel  a  remarqué  |  -  |  que,  dans  le  problème  de 
Liouville,  celte  condition  n'est  pas  réalisée.  Le  déterminant  fonc- 
tionnel s'annule  lorsque  les  fonctions  inconnues  atteignent  simul- 
tanément les  valeurs  extrêmes  (maxima  ou  minima)  que  chacune 
d'elles  est  susceptible  de  prendre  :  autrement  dit,  lorsque  le  point 
qui  a  ces  quantités  pour  coordonnées  vient  en  un  des  sommets  du 
rectangle  dans  lequel  il  est  assujetti  à  rester. 

Il  va  nous  être  très  aisé  de  compléter  le  raisonnement  de  manière 
à  tenir  compte  de  cette  circonstance. 

Tout  d'abord,  la  condition  1  Ai  ne  peut  cesser  d'être  vérifiée 
qu'en  un  point  où  D  s'annule.  Nous  continuons  à  supposer  que 
cela  a  lieu  sans  changement  de  signe. 

Admettons,  en  outre,  que  l'une  au  moins  des  quatre  dérivées 


(')  Bull.  Soc.  math.  /■>.,  toc.  cit.,  p.  '• 
(-)  Journal  de  Crelle,  t.  CXXX,  p.  94. 
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partielles,  si  le  nombre  n  des  variables  est  égal  à  2,  ou  l'un  au 
moins  des  mineurs  de  D,  pour  /(  >- 2,  ne  s'annule  pas  au  point 
en  question. 

Alors  une  démonstration  classique  du  théorème  fondamental 
sur  les  fonctions  implicites  (  '  )  continuera  à  s'appliquer.  En  effet, 
le  fait  qu'un  mineur  de  D  est  différent  de  zéro  montre  qu'on  peut 
exprimer  /;  —  1  des  variables  u,  les  n  —  1  premières  par  exemple, 
en  fonction  de  la  variable  un  restante  et  de  «  —  1  variables  v  (que 
nous    supposerons    être    les    /(  —  1    premières).    D'autre   part,    le 

changement  de  variables  une  Ibis  effectué,  la  dérivée  — ->   tout  en 

àu„ 

étant  nulle  au  point  considéré,  n'y  changera  pas  de  signe  (en  vertu 

de  l'hypothèse  faite  sur  D). 

Donc,  dans  ces  conditions  nouvelles,  (A)  continuera  à  avoir 
lieu. 

Un  seul  cas  fait  exception  :  celui  où  la  dérivée  — -  dont  il  vient 

d'être  question  serait  constamment  nulle.  Dans  ce  cas,  il  exis- 
terait une  ligne  de  l'espace  {u)  le  long  de  laquelle  tons  les  v  reste- 
raient constants. 

Supposons  que  celle  circonstance  ne  se  présente  pas  et  que, 
par  conséquent,  (A)  soit  bien  vérifiée.  En  un  point  où  D  =  o,  il 
existera  une  direction  de  l'espace  (  u)  suivant  laquelle  tous  les  dv 
seront  nuls.  Cette  direction  ne  sera  pas,  en  général,  tangente  à  la 
multiplicité  définie  par  l'équation  D  =  o.  S'il  en  était  autrement, 
en  effet,  cette  dernière  contiendrait  une  ligne  satisfaisant  aux 
équations  différentielles  d  v  =  o  et,  par  conséquent,  telle  que 
les  i>  soient  constants,  contrairement  à  ce  qui  vient  d'être  sup- 
posé. 

On  en  déduirait  facilement  que  la  condition  (B)  est  encore 
remplie  (grâce  à  ce  fait  que  le  rapport  de  deux,  axes  correspon- 
dants dans  les  deux  espaces  ne  peut  pas  être  nul  en  général,  soit 
que  la  ligne  à  laquelle  le  premier  d'entre  eux  est  empruntée  sorte 
de  la  multiplicité  D  =  o,  en  dehors  de  laquelle  on  a  |t^o; 
soit  qu'elle  y  reste  el,  par  conséquent,  ne  soit  pas,  en  général, 
tangente  à  la  direction  cpii  correspond  à  un  rapport  nul). 


(')   Voir,  par  exemple,  la  première  édilion  du  Cours  d'Analyse  de  M.  Goursat 
(t.  I). 
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Mais  nous  n'entrerons  pas  dans  le  détail  de  cette  démonstration, 
parce  que,  pour  les  trajectoires  de  Liouville  proprement  dites 
i  Stâckel,  loc.cit.).  les  choses  se  passent  beaucoup  plus  simplement. 

Le  déterminant  D  ne  s'annule,  en  effet,  dans  ce  cas,  qu'en  des 
points  isolés  du  plan  (ceux  qui  correspondent  aux  sommets  du 
rectangle  mentionné  tout  à  l'heure).  Si  nous  isolons  ces  points 
par  de  petits  cercles  (tous  de  même  rayon),  la  quantité  u,  aura, 
en  dehors  de  ces  cercles,  un  minimum  positif  u.t.  Si,  d'autre  part, 
nous  imaginons  que,  de  toute  ligne  tracée  dans  le  plan  des  u  et 
s'en  allant  à  l'infini,  on  supprime,  par  la  pensée,  toutes  les  portions 
intérieures  aux  cercles  en  question,  la  partie  restante  aura  encore 
une  longueur  infinie,  el  il  eu  sera  de  même  de  son  image  dans  le 
second  espace,  en  vertu  de  l'inégalité  ;j.  >  ;j.,. 

3.  Je  terminerai  par  une  remarque  relative  à  la  forme  des  équa- 
tions différentielles  qui  s'intègrent  par  la  méthode  de  Liouville, 
telle  que  l'étudié  M.  Stackel  dans  Y Habilitationsschrift  citée  en 
commençant. 

L'auteur  détermine  le  type  le  plus  général  de  problèmes  possé- 
dant la  propriété  cherchée  pour  le  cas  où  le  premier  membre  de 
l'équation  aux  dérivées  partielles  de  Hamilton-Jacobi  est  une 
somme  de  carrés  sans  termes  rectangles,  et  opère,  à  cet  ellet,  par 
différentiation.  Le  calcul  est  notablement  plus  simple  si,  au  con- 
traire, on  laisse  aux  équations  leur  forme  finie. 

Donnons,  en  effet,  aux  constantes  (')  a, a„   qui    figurent 

dans  l'intégrale  complète,  n  —  1  systèmes  de  valeurs,  et  écrivons 
ainsi  n  -f-  i  fois  l'équation  (4)  de  Stackel  (2).  Nous  aurons 
n  —  i  équations  linéaires  pour  déterminer  les  n  +  i  quantités  A,, 
Y, A„,  n. 

Ces  équations  seront  distinctes,  au  moins  pour  un  choix 
convenable  des  différent-  systèmes  de  valeurs  données  aux  a  : 
sans  quoi,  quelles  que  soient  ces  valeurs,  elles  admettraient  au 
moins  deux  solutions  communes  et  l'intégrale  w  considérée  véri- 
fierait deux  équations  aux  dérivées  partielles  :  ce  ne  serait  pas  une 
intégrale  complète     '). 

(')  Notations  de  Stackel   {Habilitationsschrift). 

(3)  Stackel,  loc.  cit..  p.  i  \ 

(3)  Coursai.  Équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  Cliap,  IV. 
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De  telles  relations  déterminent  donc  les  A  et  II  par  la  règle  de 

Cramer.  Si  l'on  remarque  que  les  quantités  (- —  )    sont  chacune 

fonction  d'une  seule  variable,  on  retombe  aisément  sur  l'expres- 
sion finale  de  M.  Slàckel. 

Une  marche  toute  semblable  fournit  de  même  la  conclusion 
finale  du  n°  3  (page  12)  du  même  travail,  relative  au  cas  où  l'équa- 
tion aux  dérivées  partielles  renferme  des  termes  rectangles. 


NOUVELLE  DÉMONSTRATION  DU  THÉORÈME  DE  M    HADAMARD 
SUR  LES  DÉTERMINANTS; 

Par  M.  Tommaso  BOGGIO. 


On  connaît  le  théorème  de  M.  Hadamard  (  '  1  relatif  au  maximum 
du  module  d'un  déterminant  à  éléments  réels  ou  complexes. 

Ce  théorème  a  été  démontré  par  M.  Hadamard  en  i8;)3;  néan- 
moins il  a  été  inappliqué  pendant  une  dizaine  d'années  (de  sorte 
qu'on  pouvait  v  voir  une  curiosité  scientifique,  plutôt  qu'un 
résultat  utile),  et  cela  jusqu'en  1903,  où  il  a  été  indispensable  à 
M.  Fredholm  pour  démontrer  la  convergence  de  ses  célèbres 
séries,  qui  donnent  la  solution  des  équations  intégrales. 

Après  l'application  faite  par  M.  Fredholm,  le  théorème  de 
M.  Hadamard  a  acquis,  tout  à  coup,  une  très  grande  impor- 
tance (-);  aussi  en  a-t-il  été  bientôt  publié,  par  de  nombreux  au- 
teurs,  différentes  démonstrations  (3). 

(')  Hadamard,  Résolution  d'une  question  relative  aux  déterminants  [Bul- 
letin des  Sciences  mathématiques,  2"  série,  i    M  II.  i8o3.  p.  240-240). 

(■)  Si  les  éléments  du  déterminant  sont  réels,  ce  théorème,  comme  on  le  soit 
bien,  est  susceptible  de  l'interprétation  géométrique  suivante  :  parmi  les  paral- 
lélépipèdes (dans  un  liyperespace  )  dont  les  arêtes  ont  des  longueurs  données, 
c'est  le  parallélépipède  rectangle  qui  a  le  plus  grand  volume. 

(3)  WiRTINSKR,  Sur  le  théorème  de  M.  Hadamard,  relatif  aux  déterminants 
{Bulletin  des  Sciences  mathématiques.  2°  série,  t.  XXXI,  1907.  p.  171-170  1:  Zum 
Hadamardschen  Determinantensatz  |  Monatshefte  fur  Mathematik  und  Phy- 
sih,  t.  XVIII,  Jahrgang  1907,  p.  i58-i6o.  —  Fischer,  Veber  den  Hadamardschen 
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A  cette  suite,  déjà  longue,  de  démonstrations,  je  ne  crois  pas 
inutile  d'en  ajouter  une  autre,  qui  est  très  courte  et  élémen- 
taire. 

Elle  consiste  à  transformer  le  déterminant  donné  en  un  autre, 
dont  les  lignes  horizontales  vérifient  la  condition  d'orthogo- 
nalité. 

De  cette  manière,  le  carré  du  module  du  nouveau  déterminant 
se  calcule  immédiatement,  et  de  là  suit  aisément  le  théorème  de 
M.  Hadamard. 

Envisageons  les  déterminants,  à  éléments  complexes, 

an      a,,      ...     a, 
a.2l      rt.-2      ...     a- 


où  Le  symbole  x°  désigne,  dune  façon  générale,  le  nombre  com- 
plexe conjugué  de  x. 

Transformons  ces  déterminants  en  deux  autres,  ayant  la  même 
valeur, 


(i) 


bit     b2, 
bni     bal 


bin 
b,„ 


b%      6?s 

b%,     b%. 


b% 


et  qui,  en  outre,  soient  orthogonaux,  c'est-à-dire  tels  que  les 
éléments  des  lignes  horizontales  vérifient  les  conditions  d'ortho- 
gonalité 

(2)  fi  bri  />",  =  0         (  r  ---  s;  r,  s  —  1 .  2 11  1. 

1 

Pour  déterminer  les  éléments  bri,  il  suffit  d'employer  les  rela- 


Determinantensatz  [Archiv  der  Mathematih  und  Physik,  Band.  XIII,  1  -. 
p.  02-40). —  ScnnR,  Ueber  die  charakteristischen  Wurzeln  einer  linearer  Substi- 
tution, etc.  {Mathematische  Annalen,  Band.  LWI.  1908,  p.  4*n-dio.  ^  5).  — 
Tonelli,  Sut  leorema  di  Hadamard,  relat'a'0  al  va/or  maggiorante  di  un  déter- 
minante (Giornale  di  Matemaliche,  2'  série,   t.  \LVII.    1 },    \>.    212-218).  — 

Hayasui,  Démonstration  élémentaire  du  théorème  de  M.  Hadamard  sur  la 
valeur  maximum  du  déterminant  (Ibid.,  3'  série,  t.  XLVIII,  1910,  p.  2Ô3-2Ô8). 


MÉLANGES, 
tions  récurrentes 

bit=  au,  à?,  =  a2, —  m-n  bu, 

ei  en  général 


(3) 


b,i=  «,.,- —  >  /.  inr/,li/,j  (/•, 


«), 


où  les  coefficients  mru  doivent  être  déterminés  de  manière  à 
vérifier  les  égalités  (2)  ;  pour  cela  il  suffit  de  multiplier  (  3)  par  6'-, 
et  de  sommer  :  on  a,  ayant  égard  à  (2), 


(4) 


1  rs'S'  bsi  ù°,  =  ~S ,  a ,., (>l         (s  <  /■); 


de  celle  manière  les  coefficients  mrs  sont  déterminés. 

Les  valeurs  de  bari,  m"s  découlent  immédiatement  des  formules 
(3),   (4),  soit  : 


(3') 


l>'!,  =  ''", 'V*  ">rl.  '"•/: 


(4') 


Irs^y, tt>tlbsi=  2'  ";''/'1'  (i' 


Remarquons  maintenant  qu'une  ligne  horizontale  quelconque 
des  déterminants  (1)  diffère,  à  cause  des  (3),  (3'),  de  la  correspon- 
dante horizontale  des  déterminants  A,  A°,  par  une  combinaison 
linéaire  des  horizontales  précédentes;  il  s'ensuit  donc  que  les 
deux  déterminants  (1)  ont  pour  valeur  respective  A,  A". 

Ceci  posé,  en  multipliant  entre  eux  les  déterminants  (1),  cl 
ayant  égard  à  (2),  on  trouve 


bub\ 


yibUbi 


N>„>';, 


H  fi 

ou  bien 
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AA"=J],V,£,,i;V; 
1        1 


calculons  le  second  membre;  des  (3),  (3')  on  Lire  d'abord 

t —  I  /■—  1  r  —  \  r  —  I 

brib"j  =  «,.,'«?(  —  ^  ■'  ?n-rsartb°i — /,*  mrsaribsi~l-  /  s     -    '  "' rs  "'"i  t'a  b",  ', 
1  1  il 

donc  si  l'on  somme,  et  si   l'on   a  égard  aux  (3),   (3'),  (2),  il  en 
résulte 

n  n  r  -  1  n 

(6)  "V,  /,/,;'  —  y  t  ariaii — > s  m,..m!,\  '  b <,/>';,  ; 

1111 

par  conséquent 

i  i 

donc,  en  vertu  de  (5), 

i        i 

C'esl  le  théorème  de  M.  Hadamard. 

De  (6)  on  tire  que  (7)  se  transforme  dans  une  égalité  seulement 
si  mrs=  o  ('),  et  dans  ce  cas,  comme  il  résulte  des  (3),  (4),  il 
est  nécessaire  et  suffisant  que  le  déterminant  donné  À  soit,  lui- 
même,  orthogonal. 

Remarque.  —  La  méthode  que  je  viens  d'exposer  s'applique, 
sans  modifications,  aux  matrices. 


(')  On  exclut  évidemment  le  cas  où  btl  =  0  pour  i. 
aurait  A  =  o. 
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ANDOYER  (H.).  —  Cours  d'Astronomie.  Première  Partie  :  Astronomie 
théorique.  Deuxième  édition,  entièrement  refondue,  i  volume  in-S, 
vi-383  pages.  Paris,  A.  Hermann  et  fils,  1911. 

Les  cours  d'Astronomie,  même  ceux  écrits  en  français,  ne  font 
pas  défaut,  aujourd'hui,  et  M.  Wolf,  qui,  dans  la  préface  de  la 
traduction  française  du  traité  de  Briinnow,  se  plaignait  d'une  telle 
lacune,  ne  le  ferait  plus  maintenant.  Cependant  chaque  cours  a 
une  destination  et  un  caractère  particuliers,  qui  le  font  rechercher 
et  apprécier  par  les  uns  ou  par  les  autres.  Il  y  a  des  traités  desti- 
nés à  la  formation  des  jeunes  astronomes  et  d'autres  à  l'usage  des 
étudiants  des  Facultés.  Les  premiers  supposent  la  connaissance  de 
la  théorie,  dont  ils  se  bornent  à  présenter  un  exposé  sommaire 
faisant  oflice  d'aide-mémoire,  et  donnent  tous  leurs  soins  à  l'exposé 
des  méthodes  pratiques  d'observation  et  de  calcul,  aussi  bien  que 
des  agencements  suggérés  par  l'expérience  ;  les  seconds,  sans 
négliger  les  applications  de  la  Science,  s'arrêtent  longuement  à 
l'exposé  des  théories,  en  indiquant  les  différents  points  de  vue  sous 
lesquels  on  peut  les  envisager.  Ils  ne  vont  pas,  comme  on  dit,  au 
plus  pressé  (ce  que  font  les  premiers)  et  ils  s'arrêtent  parfois 
même  à  des  recherches,  à  des  développements  n'ayant  pas,  poul- 
ie moment,  d'application  immédiate. 

C'est  ainsi  que  nous  concevons  un  bon  cours  de  Faculté,  et  c'est 
le  point  de  vue  auquel  s'est  placé  l'éminent  professeur  à  la 
Sorbonne  eu  composant  le  Traité  que  nous  analysons.  Le  premier 
Volume  avait  l'ait  sa  première  apparition  en  autographie,  le  second 
a  paru  l'année  dernière  en  typographie.  Le  Volume  qui  vient  de 
paraître  chez  MM.  Hermann  est  la  deuxième  édition  du  Tome 
premier,  cette  fois  imprimé,  mais  l'Ouvrage  a  été  complètement 
remanié,  sans  sortir  du  plan  primitif.  Beaucoup  deChapitres  y  ont 
été  ajoutés,  de  manière  à  le  rendre  un  exposé  complet  de  l'Astro- 
Bull.  des  Sciences  mathém.,  2'  série,  t.  XXXV.  (Mai  1911.)  8 
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nomie  sphérirjue  et  même  de  loule  l'Astronomie  théorique,  dans  le 
vrai  sens  de  cette  expression,  qu'aujourd'hui  quelques-uns  (peut- 
être  à  tort)  emploient  pour  désigner  la  théorie  des  orbites,  qui 
n'est  qu'un  Chapitre  de  la  Mécanique  céleste. 

M.  Andoyer  a  cru  avec  raison  qu'une  exposition  complète  de  la 
Trigonométrie  sphérique  serait  la  meilleure  introduction  à  l'Astro- 
nomie théorique.  Il  s'occupe  des  triangles  sphériques  dans  toute 
leur  généralité,  en  faisant  suivre  la  démonstration  des  formules  par 
des  remarques  intéressant  la  théorie  aussi  bien  que  les  calculs 
numériques. 

La  formule  de  Simon  L'Huilier  tient  la  place  que  lui  donne  son 
importance.  Les  caractères  que  doivent  avoir  les  formules  de  véri- 
fication son!  bien  mis  en  relief,  aussi  bien  que  le  rôle  et  les  avan- 
tages des  formules  différentielles  de  la  Trigonométrie,  au  sujet 
desquelles  l'auteur  fait  des  remarques  très  importantes,  telles  que 
celles-ci  : 

«   Tout  ce  qui  vient  d'être   dit  sur  l'accroissement  de  A/"  cesse 

»  d'exister  si  dans  le  domaine  des  valeurs  données  x,  y,  z  la  fonc- 

»  non/ cesse  d'être  développable  en  série  de  Tavlor,  c'est-à-dire  si 

»  le    point    analytique  (x,  y,  z)  est    un  point  singulier  pour  la 

»  fonction  y.  Mais  il  y  a  plus  :  il  est  évident  alors  que  si  ce  point 

»  (x,  y,    z)   sans  être  un    point  singulier,   est  voisin   d'un   point 

»  singulier,    le  développement    de   Taylor,    qui    garde    sa    valeur 

»  théorique,  cesse  pratiquement  d'être  convergent,  ses  coefficients 

»  devenant  très  grands;  par  suite  les  conclusions  énoncées  plus 

»  haut,  ne  sont  plus  acceptables.  » 

Les  formules  de  Fabritius  trouvent  ici  leur  place  et  l'on  en  verra 
plus  tard  l'usage  dans  le  calcul  des  positions  apparentes  des 
circompolaires.  Les  triangles  géodésiques  sur  la  sphère  et  le 
théorème  de  Legendre  ne  sont  pas  négligés;  pour  ce  dernier  on 
donne  une  démonstration  permettant  de  retenir  autant  de  termes 
supplémentaires  qu'on  veut.  Des  compléments  de  Trigonométrie 
sphérique  donnent  l'interprétation  géométrique  de  certaines  quan- 
tités définies  ou  introduites  précédemment,  aussi  bien  que  la  belle 
théorie  du  quadrilatère  sphérique  inscriptible.  De  nombreux 
exemples  numériques  bien  vérifiés  complètent  cet  excellent  exposé 
de  la  Trigonométrie  sphérique. 
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Le  Chapitre  II  se  rapporte  à  des  développements  en  série  dont 
on  fait  un  usage  continuel  en  Astronomie  et  qui  sont  bien 
démontrés. 

Le  Chapitre  III  est  le  dernier  du  Livre  premier,  qui  contient  ce 
que  l'on  pourrait  appeler  les  prolégomènes  de  l'Astronomie.  Les 
systèmes  de  coordonnées  en  général,  c'est-à-dire  au  point  de  vue 
de  la  Géométrie  analytique,  y  sont  traités;  le  changement  de  l'ori- 
gine est  envisagé  dans  deux  cas  différents  qui  recevront  leur 
application  plus  tard  dans  le  changement  des  coordonnées  hélio- 
cenlriques  en  coordonnées  géocentriques  et  dans  le  calcul  des 
parallaxes  par  rapport  au  ravon  de  la  Terre.  Viennent  ensuite  le 
changement  de  direction  des  axes  et  le  changement  de  coordonnées 
pour  un  plan,  ainsi  que  d'autres  questions  qui  servent  d'excellente 
préparation  à  la  théorie  de  la  précession  et  de  la  nutation. 

Avec  le  Chapitre  IV  (le  premier  du  Livre  II)  on  entre  dans  le 
domaine  de  l'Astronomie.  Sans  suivre  l'exemple  des  anciens 
astronomes,  qui  n'envisageaient  la  Géodésie  que  comme  un 
Chapitre  de  l'Astronomie,  M.  Andoyer  consacre  dans  son  Ouvrage 
un  Chapitre  à  la  Terre,  où  il  rassemble  des  données  et  des  dévelop- 
pements en  série  relalif  à  l'ellipsoïde  terrestre.  D'ailleurs  l'ordre 
logique  de  l'établissement  des  différents  systèmes  de  coordonnées 
astronomiques  exigeait  que  l'on  s'arrêtât  d'abord  à  la  Terre.  Les 
différentes  espèces  de  temps  sont  illustrées  par  des  exemples  numé- 
riques, et  le  mouvement  diurne  est  traité  avec  ampleur  :  par 
exemple,  on  s'occupe  des  dérivées  du  second  ordre  de  la  hauteur 
et.  de  l'azimut  par  rapport  à  l'angle  horaire. 

La  réfraction  astronomique  est  exposée  avec  beaucoup  d'éten- 
due et  les  recherches  de  M.  Radau  ne  sont  pas  négligées.  A  cette 
théorie  se  rattachent  des  questions  intéressantes,  telles  que  la 
recherche  de  la  trajectoire  apparente  d'une  étoile  autour  de  sa 
position  vraie. 

La  parallaxe  et  l'aberration  sont  traitées  avec  moins  de  dévelop- 
pements, mais  rien  d'essentiel  n'y  est  négligé. 

Dans  le  Livre  111  on  s'occupe  des  mouvements  des  corpscélestes 
et  du  déplacement  des  plans  fondamentaux.  Les  orbites,  consi- 
dérées dans  leur  plan  et  dans  l'espace,  les  constantes  de  Gauss,  le 
calcul  des  coordonnées  éclip tiques  eléquatorialesavec  des  exemples 
numériques,  les  développements  en  série   des   différentes  anoma- 
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lies  el  du  rayon  vecteur,  tous  ces  sujets  sont  traités  de  main  de 
mailie.  <  )n  y  trouve  aussi  les  renseignements  nécessaires  sur  les 
élémenls  de  notre  système  solaire  et  sur  les  différentes  espèces  de 
perturbations.  La  précession  et  la  nutalion  y  sont  traitées  comme 
on  le  peut  dans  un  cours  d'Astronomie,  c'est-à-dire  en  empruntant 
des  résultats  à  la  Mécanique  céleste;  mais  l'exposé  est.  très  clair, 
méthodique  el  précis.  L'auteur  expose  tout  ce  qu'il  faut  savoir  rela- 
tivement aux  positions  moyennes  et  apparentes  des  étoiles,  et  des 
exemples  basés  sur  les  données  de  la  Connaissance  des  temps 
complètent  cette  exposition.  Le  mouvement  du  Soleil,  le  mouve- 
ment géocentrique  des  planètes,  le  mouvement  de  la  Lune  et  des 
satellites  forment  l'objet  de  trois  Chapitres  assez  courts,  mais 
mettant  suffisamment  le  lecteur  au  courant  de  tous  ces  sujets  el 
tles  questions  intéressantes  qui  s'y  rattachent. 

Dans  presque  tous  les  cours  d'Astronomie  la  théorie  des  éclipses 
n'est  exposée  que  sommairement;  on  se  borne  même  quelquefois 
à  établir  l'équation  fondamentale.  M.  Andoyer  a  donné  avec 
raison  un  exposé  rigoureux  et  complet  de  la  tbéorie  des  éclipses 
de  Lune  et  de  Soleil,  en  faisant  l'application  complète  à  l'inté- 
ressante éclipse  de  Soleil  du   i  -  avril  1912. 

La  tbéorie  des  occultations  des  étoiles  et  des  passages  de  Mer- 
cure et  de  Vénus  sur  le  Soleil  complètent  le  Volume. 

Les  qualités  principales  de  ce  Volume,  aussi  bien  que  du 
deuxième,  sont  une  précision  remarquable  dans  les  définitions  et 
dans  l'exposé  des  théories,  une  grande  rigueur  dans  les  démons- 
trations et  dans  la  discussion  des  formules,  enfin  un  choix  judi- 
cieux des  exemples  numériques.  Les  mathématiciens  seront 
satisfaits  de  voir  des  théories  récentes  et  un  langage  moderne 
introduits  dans  l'ancienne  Astronomie  sphérique. 

Cet  Ouvrage  est  tout  indiqué  pour  les  candidats  au  certificat 
d'Astronomie;  mais  il  trouvera  aussi  une  bonne  place  dans  la 
bibliothèque  de  tout  astronome,  à  côté  des  cours  de  M.  Faye  et  de 
M.  Baillaud. 

JNUM.  Hermanii  ont  mis  un  soin  spécial  dans  l'impression  de  cet 
Ouvrage,  qui  fait  beaucoup  d'bonneur  à  leur  maison. 

Jean  Boccaudi. 
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KORN  (A.).  —  Uebkr  freie  im>  erzwungene  Schwingungen  :  eine  Einfuh- 
rung  i.m  die  Théorie  dek  linearen  Integr.u.gleichlngen.  i  volume  in-8 
de  v-i36  pages.  Leipzig  et  Berlin,  B.-G.  Teubner,  1910. 

La  découverte  qui  a  permis  à  M.  Fredholm  d  indiquer  une  solu- 
tion unique,  simple  et  directe  pour  ton  le  une  classe  de  questions 
de  Physique  mathématique  abordées  avant  lui  par  des  artifices 
perpétuellement  variés  et,  en  général,  des  plus  délicats,  avait 
cependant  été  préparée  par  une  série  de  beaux  travaux  où  ces 
artifices  avaient  été  progressivement  portés  à  un  haut  point  de 
perfection. 

Le  premier  d'entre  eux  lut  la  méthode  même  de  Neumann, 
origine  première  de  tous  ces  progrès  successifs,  grâce  à  l'heureuse 
audace  par  laquelle  son  auteur  sut  à  la  fois  s'inspirer  de  l'inter- 
prétation physique  du  problème  de  Dirichlet,  en  représentant  la 
solution  par  un  potentiel,  et  s'abstraire  de  cette  interprétation  en 
représentant  par  un  potentiel  de  double  couche  ce  qu'elle  aurait 
naturellement  conduit  à  considérer  comme  celui  d'une  couche 
superficielle  simple. 

L'autre  part,  M.  Schwarz  apprenait  à  introduire,  dans  un  pro- 
blème tout  analogue  à  celui  de  Dirichlet,  un  paramètre  arbitraire 
et  à  définir  ainsi  le  premier  nombre  fondamental  correspondant. 

Puis,  les  nombres  fondamentaux  suivants  sont  obtenus  par 
MM.  Picard  et  Poincaré,  dont  les  méthodes  consistent,  au  fond, 
en  un  prolongement  analytique  des  séries  de  M.  Schwarz  et  en  la 
démonstration  du  lait  que  ces  séries  sont  méromorphes. 

Enfin  (et  en  nous  bornant  aux  principales  étapes),  M.  Poincaré 
montre  comment  la  méthode  de  Neumann  revient,  au  fond,  à  l'in- 
troduction d'un  paramètre  arbitraire  et  au  procédé  de  Schwarz,  et 
comment,  dans  l'application,  toutes  les  circonstances  importantes 
se  retrouvent  semblables  de  part  et  d'autre. 

La  découverte  de  M.  Fredholm  était,  au  fond,  étroitement  liée 
aux  méthodes  antérieures  dont  nous  venons  de  parler;  à  un  certain 
point  de  vue,  cependant,  elle  en  était  le  bouleversement.  Les  géo- 
mètres  ont  été  unanimes  à  l'admirer;  ils  l'ont  cependant  accueillie 
avec  des  dispositions  assez  diverses. 
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On  peut  dire  que,  clans  celle  découverte,  il  y  a  deux  choses  : 

iu  Le  fait  que  lous  les  problèmes  de  Physique  mathématique 
ainsi  envisagés  se  ramènent  à  un  problème  d'Analyse  unique 
lorsqu'on  dirige  les  calculs  de  manière  à  faire  figurer  la  fonction 
reconnue  non  plus  sous  des  signes  de  différentiation,  mais  sous 
des  signes  d'intégration;  en  un  mot,  lorsqu'on  les  fait  aboutir  à 
une  équation  intégrale,  plus  spécialement,  à  une  équation  inté- 
grale de  deuxième  espèce.  Le  mode  de  mise  en  équation  ainsi 
systématiquement  employé,  et  dont  la  possibilité  est  d'ailleurs  la 
raison  d'être  du  succès  des  méthodes  précédemment  mentionnées, 
a  rallié  tous  les  auteurs.  Cette  innovation  est  cependant,  à  elle 
seule,  grosse  de  conséquences  pour  la  Science;  elle  marque  le 
point  de  départ  d'une  Analyse  nouvelle,  où  la  théorie  des  équa- 
tions différentielles  et  aux  dérivées  partielles  ne  formera  qu'un 
Chapitre  particulier. 

2°  La  résolution  de  l'équation  intégrale  de  deuxième  espèce  sous 
une  forme  entièrement  nouvelle  et.  qui  met  immédiatement  en 
évidence  un  certain  nombre  des  propriétés  les  plus  importantes  et 
les  plus  difficiles  à  établir  autrement  :  par  exemple,  le  caractère 
méromorphe  des  fonctions  cherchées  par  rapport  au  paramètre. 

C'est  à  ce  dernier  point  de  vue  que  deux  attitudes  existent. 

Je  serais,  pour  ma  part,  disposé  à  penser  que  la  solution  de 
Fredholm  est  la  véritable  solution  du  problème,  et,  quels  que 
doivent  être  les  perfectionnements  futurs,  que  ces  perfectionne- 
ments doivent  la  prendre  pour  base.  On  peut,  semble-t-il,  se  rési- 
gner sans  trop  de  peine  à  celte  attitude,  puisqu'elle  est  nettement 
celle  de  M.  Poincaré,  dont  le  rôle,  dans  les  recherches  qui  ont 
précédé  celles  de  Fredholm,  a  été  si  décisif. 

Mais  on  peut  aussi  appliquer  à  l'équation  intégrale  les  méthodes 
par  lesquelles  on  abordait,  avant  elle,  les  problèmes  de  Plnsique 
mathématique  qu'elle  traduit. 

M.  Rorn  doit  à  ces  méthodes  d'assez  belles  découvertes  pour 
être  fondé  à  ne  pas  les  abandonner.  Pendant  ces  dernières  années, 
on  sait  avec  quel  succès  il  les  a  employées  à  des  éludes  sur  le  pro- 
blème de  l'élasticité  et  sur  les  triplels  de  fonctions  fondamentales 
correspondants.  Ses  résultats  sont  connus  de  tous  les  géomètres; 
ceux-ci  les  apprécient  d'autant  plus  qu'ils  les  savent  obtenus  au 
moment  même  où   leur  auteur  faisait  avancer  la  Science   sur  un 
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tout  autre  terrain  et  la  dotait  de  la  première  solution  qui  ait  été 
complètement  réalisée  du  problème  de  la  Téléphotographie. 

Dans  l'Ouvrage  actuel,  il  fait  intervenir  à  la  fois  les  deux  points 
de  vue.  Cet  Ouvrage  est  d'ailleurs  qualifié  modestement  d'Intro- 
duction à  la  théorie  des  équations  intégrales  linéaires.  Il  est 
rare,  on  le  sait,  qu'un  peu  de  coquetterie  ne  se  mêle  pas  à  une 
pareille  modestie,  et  l'on  connaît  des  <(  introductions  »  qui  sont 
assez  près  d'épuiser  les  sujets  auxquels  elles  s'attaquent.  M.  Korn 
traite  le  sien  assez  complètement  pour  satisfaire  nombre  de  débu- 
tants; mais  il  lient  à  rester  élémentaire.  En  particulier,  il  ne  s'est 
pas  proposé  d'entrer  dans  le  détail  des  applications  physiques.  La 
seule  qu'il  envisage,  la  théorie  des  tuyaux  sonores,  et  par  laquelle 
il  débute,  est  visiblement  choisie  à  cause  de  sa  simplicité,  parce 
qu'elle  permet,  sur  un  exemple  dont  toutes  les  circonstances  sont 
familières  à  chacun,  de  poser  les  principales  questions  qui  doivent 
être  reprises  ensuite.  Ce  choix  est  effectivement  des  plus  heureux  : 
on  y  voit  très  nettement  comment  la  notion  des  nombres  et  des 
fonctions  fondamentales,  celle  des  développements  en  séries  cor- 
respondants, et  la  solution  du  problème  physique  sous  ses  diffé- 
rents aspects,  se  déduisent  de  l'intervention  (non  nécessaire,  il  est 
vrai,  dans  ce  cas  simple)  de  l'équation  intégrale. 

C'est  donc  bien  à  celle-ci  que,  conformément  à  la  conception 
actuelle,  il  rapporte  tout  le  reste.  Mais,  dans  son  premier  Chapitre, 
il  la  traite  (en  supposant  le  noyau  symétrique)  exclusivement  par 
les  méthodes  de  INeumann-Poincaré,  qu'il  arrive  d'ailleurs  à  exposer 
avec  le  maximum  de  simplicité  possible.  Nombres  et  fonctions 
fondamentales,  développements  de  fonctions  arbitraires  suivant, 
ces  fonctions,  sont  donc  introduits  et  établis  avant  toute  interven- 
tion de  la  méthode  proprement  dite  de  Fredholm. 

Un  second  Chapitre  est  consacré  à  l'extension  de  la  théorie  au 
cas  des  noyaux  discontinus,  lequel  n'a  peut-être  pas  été  traité  par 
tous  les  auteurs  avec  tout  le  soin  qu'il  mérite,  c'est-à-dire  de  ma- 
nière à  montrer  nettement  que  toutes  les  conclusions  essentielles 
du  cas  primitif  continuent  à  être  valables.  C'est  à  quoi  s'applique 
M.  Korn,  pour  les  intégrales  simples.  L'auteur  laisse  provisoire- 
ment de  côté  les  intégrales  multiples,  bien  que  les  différences 
entre  les  deux  théories,  à  ce  point  de  vue,  tout  en  restant  si  l'on 
veut  superficielles,   soient  cependant  assez   notables.  Il   les  men- 
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lionne,  mais  1res   brièvement  dans  une  Noie   finale  en  énonçant 
sans  démonstration  les  résultats  qui  les  concernent. 

Ce  n'est  que  dans  la  dernière  Partie  que  les  formules  mêmes  de 
Fredliolm  sont  exposées;  seulement  cette  dernière  Partie  est  de 
beaucoup  la  plus  longue  des  trois.  Le  cas  où  le  paramètre  ),  est 
racine  du  déterminant  est  très  complètemenl  discuti'.  Suivant  une 
marche  un  peu  analogue  à  celle  qu'a  indiquée  M.  Goursat  dans  son 
Mémoire  des  Annales  de  Toulouse,  M.  Korn  établit,  pour  chacune 
de  ces  racines,  l'existence  d'une  série  de  groupes  de  (onctions 
(fonctions  fondamentales  de  première,  deuxième,  etc.  espèces)  en 
nombre  égal  à  l'ordre  de  multiplicité  de  la  racine  en  question  et  qui 
dérivent  les  unes  des  autres  par  l'équation  intégrale  donnée  elle- 
même. 

Un  dernier  paragraphe  constitue  une  élude  très  intéressante  des 
solutions  de  L'équation  lorsque  a  est  racine  du  déterminant,  com- 
parées avec  les  limites  des  solutions  lorsque  À  tend  vers  une  telle 
racine.  On  y  constate  celte  particularité  remarquable  que  la  solu- 
tion correspondant  à  A  =  ~A0  n'implique  pas  nécessairement  l'exis- 
tence d'une  limite  pour  A  tendant  vers  X0. 

J.  Hadamaiuj. 


HADAMARD  (Jacques).  —  Leçons  sur  le  calcul  des  variations,  re- 
cueillies par  M.  FuÉciiET  (Cours  du  Collège  de  France).  T.  I.  vm- 
ô2o  pages.  Paris,  Hermann,  1910. 

1.  En  publiant  les  leçons  sur  le  Calcul  des  Variations,  qu'il  a 
professées  au  Collège  de  France,  M.  Hadamard  n'a  pas  seulement 
comblé  une  lacune  qui  se  faisait  vivement  sentir  en  France,  mais 
avant  tout,  écrit  un  Livre  qui  marquera,  me  senible-t-il,  une  date 
dans  l'histoire  de  ce  chapitre  de  l'Analyse. 

Le  moment  parait  être  en  ellet  venu  où  le  Calcul  des  \  arialions, 
que  l'on  considérait  autrefois  comme  le  dernier  mot  du  Calcul  iuli- 
nitésimal,  puisse  èlre  mis  à  la  base  d'un  nouvel  édifiée,  du  Calcul 
fonctionnel. 

L'Ouvrage  de  M.  Hadamard  est  le  premier  où  celle  idée  (qui 
est  jusqu'à  un  certain  point  dans  l'air  à  l'heure  actuelle)  esl  pour- 
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suivie  dans  ses  diverses  conséquences  et  où  l'on  voit  clairement 
tout  le  parti  qu'on  en  peut  tirer. 

Nous  allons  tâcher  de  résumer  succinctement  de  quoi  il  s'agit, 
en  renvoyant  le  lecteur,  pour  plus  de  détails  et  pour  les  démons- 
trations, aux  numéros  respectifs  du  Livre  que  nous  analysons.  Il 
m'a  semblé  toutefois  préférable,  pour  rendre  autant  que  je  l'ai  pu 
la  pensée  de  l'auteur,  de  ne  pas  m'astreindre  à  suivre  l'ordre  du 
texte. 

2.  La  définition  d 'une  fonctionnelle  (ou  comme  on  dit  quelque- 
fois d'une  fonction  de  ligne  ou  de  surface)  s'obtient  en  générali- 
sant convenablement  celle  des  fonctions  ordinaires. 

Il  est  d'usage  (depuis  Diricblet)  de  dire  qu'une  fonction  esl 
définie  pour  un  certain  ensemble  de  valeurs  de  la  ou  des 
variables,  lorsqu'à  chaque  point  de  l'ensemble  en  question  situé 
dans  un  espace  à  une  ou  plusieurs  dimensions,  correspond  un 
nombre  bien  déterminé. 

De  même,  nous  dirons  qu'une  fonctionnelle  est  donnée,  lors- 
qu'on fait  correspondre  à  chaque  élément  d'un  certain  ensemble 
<lc  fonctions  d'une  ou  de  plusieurs  variables  (qu  on  pourra 
considérer  comme  représentant  des  courbes,  des  surfaces,  etc.), 
un  nombre  bien  déterminé  (§  232). 

il.  Champ  fonctionnel.  — Cependant,  cette  généralisation,  toute 
simple  qu'elle  paraisse,  ne  va  pas  sans  présenter  certaines  diffi- 
cultés. Considérons  par  exemple  l'intégrale  définie 


<i)  /     /î -t-/2i  .'■  i  </.<■- 


/* 


définissant  la  longueur  d'un  arc  de  courbe.  Ce  sera  une  fonction- 
nelle de  lignes;  mais  il  est  clair  qu'il  faudra  faire  sur  les  courbes 
en  question  des  hypothèses  particulières  pour  que  la  formule  (i) 
ait  une  signification.  Il  faudra  d'abord  considérer  des  arcs  de 
courbes  qui  ne  rencontrent  les  parallèles  à  l'axe  des  y  dans  l'inter- 
valle olîx'Si  qu'en  un  seul  point,  on  pourra  ensuite  supposer 
par  exemple  que  ces  courbes  ont  en  chaque  poini  nue  tangente 
bien  déterminée  et  continue. 

On  dira  que  toutes  les  courbes  oui  vérifient  ces  diverses  condi- 
tions font  partie  d'un  même  champ  fonctionnel  K  (§  37). 
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Mellon-,  au  contraire  l'intégrale  (1)  sous  forme  paramétrique 


(2)  j  /«'«(o'+yti)* 

et  supposons  qu'on  applique  à  l'intégrale  (2)  la  définition  de 
M.  Lebesgue;  pour  que  celte  dernière  formule  ait  un  sens,  il 
suffira,  par  exemple,  que  les  fouet  ious  x(t),  y(t)  soient  à  nombres 
dérivés  bornés  ('  ).  L'ensemble  des  arcs  de  courbes  satisfaisant  à 
cette  condition  formera  un  champ  fonctionnel  K.',  qui  contient  le 
champ  K,  puisque  chaque  arc  de  courbe  satisfaisant  à  nos  pre- 
mières conditions  satisfait  (''gaiement  aux  secondes.  Suivant  le 
point  de  vue  où  l'on  se  place,  un  même  problème  du  Calcul  fonc- 
tionnel conduit  à  des  champs  fonctionnels  très  différents  et  qu'il 
faut  définir  chaque  fois  avec  beaucoup  de  soin,  tandis  que  poul- 
ies fonctions  ordinaires  la  notion  d'intervalle  suffit  dans  la  plu- 
part des  cas. 

4.  Voisinage.  Continuité.  — ■  Pour  pouvoir  ('-tendre  les 
méthodes  du  Calcul  infinitésimal  au  Calcul  fonctionnel  on  doit 
d'abord  définir  ce  qu'on  entend  par  voisinage  de  deux  couebes 
(ou  de  deux  surfaces,  etc.)  (§§  io-48). 

La  première  idée  cpii  se  présente  est  dédire  que  deux  fondions 
ty(x)  et  W(x)  sont  voisines,  si  leur  différence  est  très  petite,  pour 
chaque  valeur  de  x  que  l'on  considère. 

D'autre  part,  si  l'on  dit  que  deux  fonctions  sont  voisines  il  est 
naturel  de  se  représenter  les  deux  courbes  y  =  à(x)  ely  =  xV>  x  > 
comme  ayant  à  peu  près  la  même  forme. 

Or,  par  exemple,  asin  —  est  très  petit  quand  a.  tend  vers  zéro, 

tandis  ciue  la  forme   de  y  =  y.  sin-  reste  dillérenle   de  celle  de  la 

1  ./  a 

droite  r  =  o  (lorsque  y.  tend  vers  zéro  les  tangentes  aux  deux 
courbes  pour  une  même  valeur  de  x  font  entre  elles  des  angles  qui 

ne  tendent  nullement  vers  zéro).  La  fonction  a.-  (  1  —  cos  —  )  tend 

vers  zéro  ainsi  que  ses  dérivées  premières,  lorsque  a  tend  vers  zéro; 

la  courbe  y  =  z-  I  1  —  cos  —  )  a  par  conséquent  des  tangentes  dont 

(')  Lebesgue,  Leçons  sur  l'intégration  (Paris,  Gaiithier-Villars,   1904),  p.   12.S. 
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l'angle  avec  l'axe  îles  x  tend  vers  zéro  avec  a;  c'est  ici  la  cour- 
bure <|iii  ne  tend  pas  vers  zéro. 

On  est  ainsi  amené  à  distinguer  divers  ordres  de  voisinage  ainsi 
que  l'a  fait  M.  Zermelo  qui  a  développé  et  précisé  dans  sa  thèse 
les  idées  de  Weierstrass  sur  ce  point.  On  dira  que  deux  fonctions 
'\(x)  et  W(x)  ont  un  voisinage  d'ordre  p  défini  par  le  nombre 
positifs  dans  un  certain  intervalle  lorsque,  pour  chaque  point  de 
cet  intervalle , 

|«|»(*)  — V(*)|<t,  |'V(.r)-W'(.r)|<£, 

(§  4o  la  définition  du  texte  est  un  peu  pins  générale). 

Ces  principes  étant  posés,  passons  à  la  continuité  des  fonction- 
nelles. On  dira  qu'une  fonctionnelle  Ur  est  continue  d'ordre  p  pour 
une  détermination  de  la  fonction  sur  laquelle  elle  porte,  si  z  étant 
une  courbe  variable  quelconque  avant  un  voisinage  d'ordre  p 
défini  par  e  avec  y  la  quantité  |LL  —  Ur\  tend  vers  zéro  avec  s 
(§234). 

La  continuité  la  plus  restrictive  est  naturellement  celle  d'ordre 
zéro  :  une  fonctionnelle  continue  d'ordre  zéro  est  nécessairement 
aussi  continue  d'ordre  1,  tandis  que  la  réciproque  n'a  pas  besoin 
d'avoir  lieu. 

O.  Variation.  —  La  notion  de  différentielle  se  présente 
lorsqu'on  veut  étendre  la  notion  de  dérivée  aux  fonctions  de 
plusieurs  variables.  Soit,  par  exemple,  la  fonction  f(x,  y,  z) 
définie  dans  un  certain  domaine  de  l'espace  à  trois  dimensions. 
Considérons  une  courbe 

x  =  x(x),         y=y{a),  z  =  *(<*), 

c'est-à-dire  une  multiplicité  à  une  dimensiou  dépendant  du  para- 
mètre a  et  passant,  pour  a  =  o  par  un  point  (x,y,  z)  du  domaine 
considéré. 

La  dérivée  de  la  fonction 

F(«)  =  /[»(«),^a),  z(*)] 

pour  a  =  o  a  la  forme 

(l)  (ï*  =  Èf*Z  +  ÈL&.  +  £*±\ 

\(lx        àx  d%        i)y   d%        Oz  cia  J  a=u 
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et  est  simplement  multipliée  par  un  facteur  constant  lorsqu'on 
conserve  la  courbe  le  long  de  laquelle  on  diflérentie  et  qu'on 
change  de  paramètre.  On  tient,  compte  de  ce  fait  en  écrivanl 

,</'  <if  df 

ày  dz 

c'est-à-dire  en  employant  la  no  ta  lion  des  différentielles. 

Ces  considérations  s'étendent  tout  naturellement  au  Calcul 
fonctionnel.  Soit  par  exemple  LL  une  fonctionnelle  de  ligne 
déliiiie  dans  un  champ  K.  ;  considérons  une  fonction  particulière 
y{x~)  de  ce  champ  et  une  multiplicité  à  une  dimension  de  fonc- 
tions  appartenant  à    K.   multiplicité  qui  dépend  du  paramètre  oc 

<-l   passe   | '  oc  =  (">  par  la  fonction    )(./•■   précédemment  choisie. 

Une  telle  multiplicité  esl  donnée  par  une  fonction  v(x,  oc)  prise 
entre  les  limites  x0(y.)  et  xt  (a)  qui  dépendent  en  général  aussi  du 
paramètre  a  et  pour  laquelle  on  a 

'  I   '■  =0a=o  =.?■(» 

Nous  supposerons  que  pour  des  valeurs  suffisamment  petites 
de  I  a|  ces  arcs  de  courbes  appartiennent  au  champ  K  ;  à  chacune  de 
ces  valeurs  correspond  une  valeur  de  la  fonctionnelle  U,  et  l'on 
pourra  écrire 

U„(;r,a)  =*(«)■ 


Il  faudra,  pour  généraliser  maintenant  noire  formule  (i),  sup- 
poser que  (-1-)        existe   pour   toutes  les  fonctions  f(a?,  a)  que 


nous  considérons. 

La  grandeur  (  -j-j  sera  une  fonclionnelle  qui  dépendra  en 
général  non  seulement  de  r<  .r)  mais  au  moins  encore  de 

I  ''  ''  -r-  ''■    | 
\         <>•>■        I  a=o 

oui  joue  ici  le  rôle  des  dérivées  —,  -7-,    =-  de  la  formule  (1). 
1      •'  di      d-x     dj.  ^    ' 

La  propriété  de  la  différentielle  d'une  fonction  d'être  linéaire  par 
rapport  aux  différentielles  des  variables  joue  un  rôle  fondamental 
dans  les  raisonnements  de  l'Analyse. 

De  même  les  fonctionnelles  auxquelles  on  peut  étendre  les 


C0MPT1ÎS  UKNDUS  IÎT  ANALYSES.  129 

méthodes  du  Calcul  infinitésimal  sont  celles  où  (— r  )        sera 

\  aa/a=o 


une  fonctionnelle  linéaire  par  rapport  à    (    p^'gM       (§  238 


'  oc-.o 


On  dit  (§  239)  qu'une  fonctionnelle  Ur  est  linéaire  lorsque 

U,.v,  =  cUVl, 

et  que  de  plus  Ur  est  continue 

Il  est  extrêmement  remarquable  que  les  fonctionnelles  linéaires 
puissent  être  représentées  par  une  intégrale  définie  et  qu'on  puisse 
écrire  (§§244-247) 

(3)  U,-  =    lim      /     y(l)W(l  u.)c%, 

"■  =  +  »  .'..„ 

où  'F  (;,  ^)  est   une   fonction  indépendante  de  y  et  dépendant 
seulement  de  l'opération  fonctionnelle  donnée  ('). 
Nous  pourrons  donc  poser 


(4) 


Vrf«/a=o     11=+-/,      \*x/a=o     n     ^ 


où  ucr>.(.z',  |i.)  est  une  fonction  des  deux  variables  x  et  \j.  qui  est  en 
outre  fonctionnelle  de  y(x),  mais  dans  laquelle  a  n'intervient 
pas;  en  d'autres  termes  'F^;,  [J-)  ne  dépend  pas  de  la  multiplicité 
à  une  dimension  c(.r,a). 

La  formule  ( /j)  a  donc  par  rapport  à  a  absolument  le  même  ca- 
ractère que  la  formule  (  1  ). 

On  peut  donc  écrire  une  formule  analogue  à  la  lormule  (2)  en 
posant,  suivant  la  notation  de  Lagrange  (§39), 


H^L*-*- 


(')  Tout  récemment  M.  F.  Kiesz  a  montré  (Comptes  rendus,  1910)  que  toute 
fonctionnelle  linéaire  continue  peut  être  mise  sous  la  forme 


v,  =  f  !r(ï)<**>(5) 


où  w(Ç)  est  une   fonction  à   variation   bornée  et  où   l'intégrale  est  une   intégrale 
de  Stieltjes  généralisée  comme  les  a  considérées  M.  Hellinger. 


i3o  PREMIERE   PARTIE. 

On  nomme  3Ur  la  variation  de  la  fonctionnelle  et  ôy  la  varia- 
tion de  la  fonction  et  l'on  obtient  finalement 


(5) 


SUy=    lim      /      T$y{\,}k)hyd\. 


Dans  un  grand  nombre  de  problèmes,  la  quantité  ^F,  (ij,  ia)  tend, 
lorsque  u.  croit  indéfiniment,  vers  une  fonction  continue  8r(ç),  et 
cela  d'une  manière  uniforme  pour  ,r0  =  £1.2? ,  (§246);  on  peut  alors 
simplifier  (5)  et  écrire 


(6) 


ÎUV=  f    (ï>(\)ïyd\. 


Les  fonctionnelles  qui  dépendent  de  plusieurs  fonctions  ou 
celles  qui  dépendent  de  fonctions  de  plusieurs  variables  con- 
duisent naturellement  à  des  résultats  tout  à  fait  analogues. 

6.  Le  problème  du  Calcul  des  variations.  —  Les  problèmes 
■de  maxima  et  minima  ont  préparé  l'invention  du  Calcul  infinité- 
simal. Ce  sont  des  questions  toutes  semblables  du  Calcul  fonc- 
tionnel qui  font  l'objet  du  Calcul  des  Variations. 

Etant  donnée  une  fonctionnelle  Ur  définie  pour  un  champ  K, 
■on  peut  demander  de  trouver  (si  elle  existe)  la  ou  les  courbes  du 
champ  pour  lesquelles  Uva  la  plus  petite  valeur  possible. 

Il  est  clair  que  si  y{x)  appartient  au  champ  K  et.  que,  pour  une 
•certaine  variation  Zy  de  cette  courbe,  3Uy  est  différente  de  zéro 

y{x)  ne  répondra  pas  à  la  question.  Car,  I  — j-  1  étant  différent 
•de  zéro,  on  pourra  trouver  des  valeurs  de  a  pour  lesquelles 
<ï>(a)  <  ^(o)  ou>  ce  qu'  es'  'a  même  chose,  des  courbes  du 
champ  K.  qui  donnent  à  la  fonctionnelle  des  valeurs  plus  petites 
•que  Uj. 

On  est  donc  conduit  à  chercher  d'abord  les  courbes  particu- 
lières y(x)  du  champ  K  pour  lesquelles  3Ur  s'annule  pour  toutes 
les  variations  or  qu'on  peut  former,  courbes  qu'on  nomme 
extrémales  du  problème. 

Les  premières  fonctionnelles  pour  lesquelles  Bernoulli,  Luler 
et  La  grange   ont  résolu  ce  dernier  problème  ont  toutes  la  forme 
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=  r"/'-'-'> 


(;)  f=/     /O'i.y-  •••> /n\ynyi y„,x)dx. 

Ki, Ta y-n  sont  des  fondions  inconnues  de  a;  dont  l'ensemble 

représente  une  courbe  J^  de  l'espace  à  (/i-p-i)  dimensions.  Le 
champ  K.  sera  composé  de  courbes  ayant  une  tangente  continue 
(sauf  peut-être  en  certains  points  isolés)  et  passant  par  deux  points 
fixes  A  et  B  d'abscisse  x0  et  j-,  (§  oO). 

La  variation  oy  de  I  ~  I  peut  se  mettre  (du  moins  quand  on 
prend  l'intégrale  le  long  d  une  courbe  .T_  admettant  des  dérivées 
secondes  continues  et  que  la  fonction  f  elle-même  est  continue 
ainsi  que  ses  dérivées  des  trois  premiers  ordres)  sous  la  forme 
simplifiée  (6)  comme  le  montre  un  calcul  direct  (§83).  On 
obtient 


ÏI  =  f     T  I."   or,,  d.r. 


ou 


dyk       dx  d/k 

et  l'on  en  déduit,  par  un  raisonnement  classique  (§  36),  que  la 
condition  nécessaire  (et  suffisante)  pour  que  ol  s'annule,  quelle 
que  soit  la  variation  de  .£_,  peut  s'écrire 

(ci)  I'.v,'  =  o,  IlJ>V  =  o,  ...,  I.v»>=o. 

Les  seules  extrémales  parmi  les  courbes  que  nous  avons  consi- 
dérées sont  donc  les  solutions  d'un  système  d'équations  différen- 
tielles qu'on  obtient  en  annulant  les  expressions  (8). 

La  grande  importance  des  problèmes  de  la  forme  (-)  réside 
dans  ce  fait  que  les  trajectoires  de  la  Dynamique  satisfont  à  des 
équations  différentielles  de  la  même  forme  (g)  et  peuvent  par  con- 
séquent être  considérées  comme  extrémales  de  certains  problèmes 
du  Calcul  des  Variations  (§§  63  et  75)  appartenant  à  cette  classe. 

Il  est  de  grande  importance  théorique  (et  même  quelquefois 
utile  pour  certaines  applications)  de  savoir  si  les  solutions  de  nos 
équations  différentielles  forment  ou  non  la  totalité  des  extrémales 
pour  des    champs  plus   étendus   que  ceux  que    nous  avons  con- 
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sidéré.  Pourrons-nous  en  particulier,  si  nous  considérons  le 
champ  R  formé  par  des  courbes  à  tangente  continue  (mais  sur  les 
dérivées  secondes  desquelles  nous  ne  ferons  plus  aucune  suppo- 
sition), trouver  des  extrémales  qui  avaient  échappé  à  notre  pre- 
mière analyse  parce  que  Dolre  premier  champ  fonctionnel  était 
trop  restreint  ?  Il  n'en  est  rien,  comme  le  montre  un  raisonnemenl 
ingénieux,  dû  à  Du  Bois -llevmond  (^j6i-ti7  et  180;  voir  aussi 
8  iOO  .  au  moyen  duquel  ou  prouve  que  les  extrémales  du 
champ  R'  ont  toutes  des  dérivées  secondes  continues  (sauf  peut- 
être  en  certains  points  singuliers)  el  qu'elles  appartiennent  par 
conséquent  au  champ  R. 

7.   Problèmes  sous  forme  paramétrique.  —  Nous  avons  parlé 

indifféremment    de  fonctions    i",.i-o >-„    de   .r  ou  de  lignes 

dans  l'espace  à  (n  —  i)  dimensions;  ces  deux  locutions  ne  sont 
pas  rigoureusement  svnonymes,  comme  nous  l'avons  déjà  fait 
remarquer  à  propos  de  la  définition  du  champ  fonctionnel. 

Quand  plusieurs  points  différents  d'une  même  ligne  corres- 
pondent à  la  même  valeur  de  x,  on  ne  pourra  pas  représenter 
celle-ci  par  n  fonctions  uniformes  y \  (.r) r„(  .r)  (§  70). 

On  pourra,  au  contraire,  représenter  une  ligne  quelconque  -(^ 
en  considérant  r,  )_..  ...,  y„  et  x  comme  fonction  d'un  même 
paramètre  /. 

Les  intégrales  (-)  prendront  maintenant  la  forme 

(io)  '=/  f(x> y*-> •••■> y*' *> y> r«)rf*i 

./ ,  r.  ...  Yn  désignant  les  dérivés  des  (/i-|-i)  fonctions  x(t),  ..., 
r„/)par  rapport  au  paramètre.  Pour  que  i  ioi  représente  une 
fonctionnelle  de  lignes,  il  faudra  exiger  que  la  valeur  de  cette  inté- 
grale ne  change  pas  lorsque  l'on  conserve  la  courbe  (^  et  qu'on 
change  le  paramètre  t  (§  72).  Il  faut  pour  cela  cpie  f  satisfasse  à 
la  condition 

(ii)   ./'..n yn\  kx,  kyu  ...,kf„)  =  kf(x,yu  ...,yn;  x k„), 

pour  toute  valeur  positive  de  k,   et  celte  condition  est  suffisante. 
Mais,  la  valeur  de  I  pourra  d'autre  part  dépendre  du  sens  dans 
lequel  on  parcourt  la  courbe  lorsque  /  varie  de  /,  à  /„. 
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Un  exemple  très  simple  pour  lequel  on  voit  immédiatement 
qu'un  tel  fait  peut  se  présenter  est  le  suivanl  : 

Un  cours  d'eau  dont  on  connaît  la  direction  et  la  vitesse  en 
chaque  point  d'une  certaine  portion  du  plan  des  ./-.  y.  est  traversé 
par  une  embarcation  dont  la  vitesse  relative  par  rapport  à  l'eau 
est  donnée.  Le  temps  que  met  l'embarcation  à  parcourir  un 
certain  arc  de  courbe  peut  être  représenté  par  une  intégrale  telle 
qne(io).  Il  est  clair  que  ce  temps  e~t  autre  pour  une  même 
courbe  suivant  qu'on  remonte  le  fleuve  ou  qu'on  le  descend. 

C  est  Weierstrass  qui  a  reconnu  l'importance  des  problèmes 
paramétriques;  d  les  a  même  considérés  presque  exclusivement 
dans  ses  cours.  On  ne  peut  en  eflet  espérer  ramener  les  problèmes 
du  Calcul  des  Variations  qui  ont  une  signification  géométrique 
à  ceux  que  nous  avons  d'abord  considérés.  Tout  au  plus  pour- 
rait-on, en  sectionnant  la  courbe  J^et  en  faisant  un  changement  con- 
venable des  coordonnées,  représenter  cette  courbe  elle-même  par 
n  fonctions  de  x:  ces  procédés  ne  seraient  en  aucun  cas  applicables 
à  la  courbe  variée  dont  on  ne  connaît  pas  la  forme  (à  moins 
qu'on  ne  se  borne  à  considérer  des  courbes  dont  le  \oisinage  est 
d'ordre  plus  grand  que  zéro,  ce  qui  reviendrait  à  introduire  une 
restriction  non  inhérente  au  problème)  (§  75). 

Les  problèmes  paramétriques  avaient  d'ailleurs  été  considérés 
dans  les  applications  antérieurement  à  Weierstrass;  il  suffit  de 
rappeler  que  l'action  maupertuisienne  est  un  problème  de  cette 
espèce  (§  7o)  et  que  la  théorie  des  rayons  lumineux  a  conduit 
Hamilton  XTheory  of  Rays  {Trans.  Roy.  Irîsh  Acad.,  i8?.4, 
j83o,    i83a)]  à  des  intégrales  identiques  à  i'io). 

Le  problème  le  plus  général  de  l'Optique  géométrique  présente, 
•en  efî'et,  de  grandes  analogies  avec  le  problème  que  nous  considé- 
rons actuellement.  Se  donner  y  revient  à  connaître,  pour  chaque 
point  d'une  portion  de  l'espace  à  (/i-j-i)  dimensions  et  pour 
chaque  vecteur  passant  par  ce  point,  une  certaine  vitesse. 

La  valeur  de  1  le  long  d'un  arc  de  courbe  est  dans  ce  cas  égale 
au  temps  ï  que  met  un  mobile  à  parcourir  cet  arc,  la  vitesse  de  ce 
mobile  étant  déterminée  à  chaque  instant  par  la  distribution  des 
vitesses  données. 

Le  problème  de  minimum  consiste  ici  à  trouver  la  courbe  bra- 
Bull.  des  Sciences  mathém.,  1°  série,  t.  XXXV.  (Mai  191 1.)  9 
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chistochrone  qui  joint  deux  points  donnés,  c'est-à-dire  celle  pour 

laquelle  le  temps  T  est  le  moindre  possible. 

La  détermination  des  extrémales  pour  une  intégrale  prise 
sous  forme  paramétrique  conduit  à  des  équations  différentielles 
tout  analogues  aux  équations  (9)  avec  la  différence  que  la  rela- 
tion (1  1)  à  laquelle  doit  satisfaire  /"entraîne  une  relation  identique 
entre  les  équations  différentielles  elles-mêmes  (§81).  Le  pro- 
blème semble  donc  indéterminé  et  Test  en  effet,  mais  seulement 
par  rapport  au  choix  du  paramètre. 

On  pourra  donc  ajouter  uue  nouvelle  équation  arbitraire  au 
système  pour  déterminer  /,   par  exemple  : 


qui  indique  que  le  paramètre  /  est  pris  égal  à  la  longueur  de  l'arc 
de  l'exlrémale  à  partir  d'un  point  6xe. 

Les  extrémales  auront  en  tout  cas  une  signification  géomé- 
trique que  l'on  pourra  étudier  1  §§  87,  89). 

Le  raisonnement  est  grandement  facilité  par  l'introduction  de 
deux  courbes  ou  surfaces  (selon  que  b  =  i  oun>i)  dont  la  pre- 
mière n'est  autre  que  l'hodographe  de  la  distribution  de  vitesses 
que  nous  considérions  tantôt  ;  c'est  celle  que  j'avais  nommée  autre- 
fois indicatrice  du  problème  et  à  laquelle  M.  Hadamard  a  donné 
le  nom  de  figurative;  la  seconde  est  sa  polaire  réciproque  par 
l'apport  à  un  cercle  [ou  une  sphère  de  l'espace  à  t  n  -\-  1)  dimen- 
sion?] de  r.ivon    1   1  §ï  N.').  NU  1  :  on  la  nomme  /'il. ■  matrice. 

8.  Extrémale  passant  par  deux  points.  —  Le  problème  consi- 
déré précédemment,  de  déterminer  la  courbe  joignant  deux  points 
P  et  O  pour  laquelle  I  ait  une  valeur  minimum,  ne  sera  possible  que 
s'il  existe  une  extrémale  passant  par  les  points  P  et  Q.  Les  théo- 
rème* d'existence  des  solutions  d'équations  différentielles  montrent 
qu'on  pourra  faire  passer  par  P  une  extrémale  régulière  avant  une 
direction  donnée  lorsqu'on  pourra  résoudre  ces  équations  par 
rapport  aux  dérivées  secondes  des  fonctions  inconnues.  Ceci  exige 
qu'un  certain  déterminant  fonctionnel  soit  différent  de  zéro,  cpii 
pour  la  forme  particulière  des  équations  (9)  n'est  autre  que  le 
discriminant  A  de  la  forme  quadratique 

*  yi»  y2,  . ..,  y«)  =  -A,7,y, y  . 
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dans  laquelle 

A/t=  /!{ ,      (§59). 

Pour  les  problèmes  paramétriques,  la  condition  est  un  peu  plus 
compliquée  (§§  8i  bis,  89). 

Supposons  ces  conditions  vérifiées  pour  une  certaine  direction 
passant  par  P.  On  démontre  alors  (§§  99,  105,  110)  qu'on  pourra 
entourer  l'extrémale  satisfaisant  à  ces  conditions  initiales  par  un 
faisceau  régulier  d'ex  tréma  les  passant  par  P,  recouvrant  unifor- 
mément une  portion  de  l'espace  et  l'on  pourra  donc,  si  l'on  se 
trouve  à  l'intérieur  de  ce  faisceau,  résoudre  le  problème  aux  li- 
mites que  nous  nous  étions  proposées. 

Considérons  un  instant  le  problème  du  plan  ;  les  extrémales 
passant  par  P  auront  une  enveloppe /"qui  sépare  en  général  les 
poinls  pour  lesquels  le  problème  aux  limites  est  possible  de  ceux 
qu'on  ne  peut  joindre  à  P  au  moyen  d'une  extrémale  régulière 
appartenant  à  notre  faisceau.  La  seule  exception  est  celle  où 
l'enveloppe  /a  un  point  de  rebroussement  (§  103). 

L'enveloppe  y,  qui  dans  certains  cas  (par  exemple  pour  les 
lignes  géodésiques  sur  la  sphère)  se  réduit  à  un  point,  joue  donc 
un  rôle  important.  On  la  déterminera  en  cherchant  les  poinls  où 
elle  touche  une  extrémale  donnée,  poinls  qu'on  nomme  foyers 
conjugués  de  P  (§  100). 

Jacobi  a  remarqué  qu'il  n'est  pas  nécessaire  d'avoir  l'intégrale 
générale  des  extrémales  pour  obtenir  les  foyers  conjugués  sur  une 
extrémale  connue,  mais  qu'il  suffit  de  résoudre  dans  ce  cas  une 
équation  linéaire  du  second  ordre  dont  les  coefficients  peuvent 
être  déterminés  sans  nouvelle  intégration  (§§  99-115). 

9.  Problèmes  liés,  isopérimétriques.  Problèmes  de  Lagrange 
el  de  Mayer.  — ■  On  est  amené  souvent  à  se  donner  des  problèmes 
du  Calcul  des  Variations  très  différents  des  précédents.  Ce  sont 
ceux  où  l'on  cherche  la  courbe  qui  rend  minimum  une  fonction- 
nelle Ur  non  plus  parmi  toutes  les  courbes  qui  joignent  deux 
points  P  el  Q,  mais  seulement  parmi  celles  qui  donnent  à  d'autres 
fonctionnelles  V,,  Wy,  etc.,  des  valeurs  déterminées;  M.  Hada- 
mard  leur  a  donné  le  nom  générique  de  problèmes  liés. 
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Pour  ces  problèmes  aussi,  la  première  question  qui  se  pose  esl 
la  détermination  des  extrémales,  c'est-à-dire  des  courbes  pour  les- 
quelles la  variation  oU  s'annule  lorsqu'on  varie  y  en  respectant 
1rs  conditions  auxiliaires  qu:on  peut  aussi  mettre  sous  la  forme 
5V  =  o,  o\V  =  o,  .... 

Les  problèmes  liés  qu'on  rencontre  le  plus  souvent,  particuliè- 
rement dans  certaines  questions  de  Mécanique,  sont  les  problèmes 

isopérimétriques    (Cbap.  V)     pour     lesquels    les    fond nelles 

Uy^  V^  W,.  ont  toutes  la  forme  (']),  et  le  problème  de  Lagrange 
où  Uv  à  la  forme  ( -  i,  tandis  cpie  les  fonctionnelles  V^W  ,-.  ••■  ne 
sont  autre  cbose  que  le  premier  membre  d'une  équation  différen- 
tielle ordinaire.  Au  problème  de  Lagrange  (§  191)  se  rattache  le 
problème  de  Mayer  (§  196)  qui  en  diffère  par  la  forme  parti- 
culière de  la  fonctionnelle  IL-  dont  on  cherche  le  minimum. 

Dans  ce  dernier  problème,  on  se  donne  le  point  P  el  au  lieu  du 
second  point  Q  une  droite 

(12)  ro  =  «,      yi  =  (yiï,       ■■■■.      yn=(yn)' 

dépendant  du  paramètre  s.  On  demande  de  trouver  parmi  toutes 
les  courbes  satisfaisant  aux  conditions 

,  pr=5-i(y0.yi:  ■■■,yn\y<. y«,*)  =  o, 

(,3)  ,  "  '.>•  =  Pi(y„ ..)-', yn;  y„,  ...,y„,x)  =  o, 


el  joignant  le  point  P  à  la  droite  (12)  celles  pour  lesquelles  s  a  la 
plus  petite  valeur  possible. 

Tous  ces  problèmes  conduisent,  comme  le  problème  ordinaire 
que  nous  avions  considéré  d'abord,  à  chercher  les  extrémales 
parmi  les  solutions  d'un  système  d'équations  différentielles  du 
second  ordre,  auquel  on  doit  joindre  maintenant  les  conditions 
auxiliaires  relatives  à  \  ,   A\  v,  etc. 

Ils  sont  d'ailleurs  intimement  liés  entre  eux  et  à  d'autres  ques- 
tions plus  compliquées  encore  :  celles,  par  exemple,  où  l'on  se 
donne  pour  \3y  une  relation  entre  plusieurs  intégrales  définies  de 
la  forme  (7),  et  peuvent  même  être  ramenés  l'un  à  l'autre  au  point 
de  vue  formel.  Il  faut  toutefois  bien  se  garder  de  croire  pour  cela 
qu'ils  sont  identiques  entre  eux. 
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Comparons  par  exemple  le  problème  isopérimétrique 

(i4)  Uy=  j     f(x,y;y')dx  =  m\n., 

(i5)  V.v=  /      f{«,/ ;  y')dx  =  a 

au    problème    de    Lagrange   que    l'on    obtient    en    remplaçant    la 
condition  auxiliaire  (  i5)  par  la  condition 

(iG)  yr=z'—  g(x,  y;y')  =  o. 

Le  cbamp  Iv  (pour  le  premier  problème)  sera  par  exemple  com- 
posé de  courbes  joignant  deux  points  A  et  B  du  plan  des  xy  pour 
lesquelles  la  fonctionnelle  (io)  aura  la  valeur  a. 

Cbacune  de  ces  courbes  pourra  être  considérée  comme  pro- 
jection d'une  courbe  de  l'espace  des  x,  y,  z  passant  par  A  et 
satisfaisant  à  la  relation  (16).  Les  extrémités  de  ces  dernières 
courbes  seront  toutes  situées  en  un  même  point  B  dont  l'or- 
donnée ;  est  égale  à  a,  et  la  projection  sur  le  plan  des  xy  se 
confond  avec  B. 

L'ensemble  de  ces  courbes  forment  un  champ  K.  et  la  corres- 
pondance des  éléments  des  champs  K  et  R  sera  univoque  et  réci- 
proque. De  plus,  la  fonctionnelle  Ur  aura  la  même  valeur  pour 
deux  éléments  correspondants  de  ces  champs. 

On  ne  peut  cependant  pas  conclure  a  priori  de  ces  faits  qu'aux 
extrémales  de  lv  correspondent  toujours  des  extrémales  de  K 
parce  qu'à  deux  courbes  voisines  de  K  peuvent  correspondre 
deux  courbes  de  K.  qui  ne  sont  nullement  voisines  (§§  192  et 
196  bis). 

C'est  la  méthode  bien  connue  des  multiplicateurs  (qui  est  d'ail- 
leurs assez  délicate  à  établir  pour  les  problèmes  de  Lagrange  et 
de  Mayer)  qui  conduit  aux  équations  différentielles  du  problème 
(§§  196,  20i). 

"10.  Champs  singuliers.  —  Les  problèmes  liés  présentent 
certaines  singularités  sur  lesquelles  il  convient  d'attirer  l'attention. 

Supposons,  par  exemple,  que  dans  le  problème  isopérimétrique 
(i4),  (i5)  la  variation  première  oVj  s'annule  pour  la  courbe  J^ 
qu'on  étudie. 
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Il  se  peut  alors  que  cette  courbe  rende  vraiment  minimum  (ou 
maximum')  la  fonctionnelle  Vr  el  la  condition  '\  ,.=  a  ne  pourra 
être  vérifiée  pour  aucune  courbe  voisine  de  J^_  :  le  problème  pro- 
posé sera  alors  illusoire. 

Mais  il  se  peut  aussi  que  oVv  soit  égale  à  zéro  sans  que  la  fonc- 
tionnelle Vr  soit  extremum  sur  -'^(par  exemple  si  l'extrémité  l> 
de  l'arc  AB  se   trouve  au  delà  du  point  conjugué  de  A). 

On  pourra  alors  construire  un  champ  K*  contenant  la  courbe  £_ 
et  vérifiant  la  condition  (i5),  mais  la  méthode  des  multiplicateurs 
sera  en  défaut  et  l'on  dit  dans  ce  cas  que  le  champ  K*  est  sin- 
gulier (*)  (§187). 

Des  singularités  tout  analogues  se  présentent  pour  les  pro- 
blèmes de  Lagrange  et  de  Mayer  (§  20o),  et  même  dans  les 
problèmes  de  maxima  et  minima  ordinaires  C§  9  ). 

11.  Limites  variables.  —  La  valeur  de  nos  fonctionnelles, 
I  pour  le  problème  libre  et  L  ,-  pour  les  problèmes  liés,  prises  le 
long  d'une  extrémale  est  fonction  des  extrémités  de  ceile  courbe. 

Plaçons-nous,  pour  fixer  les  idées,  dans  le  cas  du  problème  or- 
dinaire (par  exemple,  sous  forme  paramétrique)  et  dans  l'espace  à 
trois  dimensions. 

Considérons  d'abord  les  extrémales  joignant  un  point  fixe 
P  (x0,  y  „,:•„)  à  un  point  variable  Q  de  coordonnées  x,  y, z,  et  soit 
l(x,y, z)  la  valeur  de  l'intégrale  (-  )  prise  le  long  de  cette  courbe. 
Les  dérivées  partielles  de  cette  fonction  sont  données  par  les  rela- 
tions (§§  129-134  et  145) 

dl       7  à\        -  dl        - 

<f«  àlc=^         &='*>         Tz=^< 

qui  montrent  que  ces  dérivées  peuvent  être  calculées  directement 
lorsqu'on  connaît  la  direction  de  la  tangente  de  l'extrémale  au 
point  Q. 

Considérons  la  famille  de  surfaces  \(x,  y,z)  =  const.  qui  sont 


(')  On  peut  il  est  vrai  trouver  des  conditions  nécessaires  pour  le  minimum  de 
la  fonction  U  sans  rencontrer  la  singularité  en  question  [voir,  par  exemple,  ma 
Dissertation  (Gôllingen,  igo4),  p.  4°]-  H  nen  es'  cependant  pas  de  même  si  l'on 
cherche  des  conditions  nécessaires  pour  que  cU(.  s'annule  ;  les  deux  problèmes 
sont  ici  foncièrement  distincts. 


COMPTES  RENDUS  ET   ANALYSES.  i3i) 

traversées  en  chaque  point  par  une  extrémale  (du  moins  lorsque 
le  point  Q  est  suffisamment  rapproché  de  1'  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  lorsque  lest  suffisamment  petit);  l'équation  du  plan  lan- 
gent en  chaque  point  d'une  telle  surface  est  à  cause  de  (i4) 

(i5)  /i(X  -  x)  +/,  .(  V  -y)  +/i(Z  -  ;)  =  o, 

x,  y,  z  étant  les  coordonnées  courantes;  x,  y,  z  celles  du  point  de 


contact. 


On  dit  (_§  134)  que  l'extrémale  est  transversale  aux  surfaces 
1  =consl.  et  en  général  qu'une  extrémale  est  transversale  à  une 
surface  quelconque  S  qu'elle  traverse  en  un  point  A  chaque  fois 
où  la  relation  (i5)  est  vérifiée  pour  ce  point. 

Etant  donnée  une  surface  quelconque  S,  on  peut  construire  en 
chaque  point  de  cette  surface  une  extrémale  qui  lui  soit  transver- 
sale. La  valeur  de  la  fonctionnelle  I  prise  le  long  d'une  de  ces 
extrémales  passant  par  le  point  (x,  y,  z)  et  comptée  à  partir  de  la 
surface  S  est  une  fonction  I(x,y,z)  qui  satisfait  également  aux 
relations  (i4)  (§  137).  11  suit  de  là  que  les  extrémales,  que  nous 
venons  de  construire,  sont  transversales  ici  aux  surfaces  I  =  const. 

On  peut  éliminer  x,y,  z  entre  les  équations  (i4)  (car  les  quan- 
tités fjç,  etc.,  ne  dépendent  que  des  rapports^;»  ^  J  et  l'on  obtient 

une  équation  aux  dérivées  partielles  pour  I. 

Chaque  solution  de  cette  équation  peut  être  considérée  comme 
déterminant  une  série  de  surfaces  coupées  transversalement  par 
une  famille  d'extrémales  (§  1-io). 

Les  propriétés  de  la  fonction  I  (x,  y,  z)  que  nous  venons 
d'énoncer  se  trouvent  pour  la  plupart  dans  le  Mémoire  d'Hamillon 
(  Theory  of  Rays)  que  nous  avons  cité  plus  haut  ;  le  parti  que 
Jacohi  en  a  tiré  pour  l'intégration  des  équations  de  la  Mécanique 
est  aujourd'hui  du  domaine  classique. 

Les  problèmes  de  Lagrange  et  de  Majer  donnent  lieu  à  une 
théorie  tout  analogue  (§§  211  et  suiv.). 

12.  Conditions  suffisantes.  —  Nous  n'avons  jusqu'à  présent  nul- 
lement résolu  le  problème  de  minimum  que  nous  nous  étions  pro- 
posé :  de  trouver  la  courbe  joignant  deux  points  P  et  Q  pour  laquelle 
la  fonctionnelle  1  a  la  plus  petite  valeur  possible;  nous  avons  seule- 
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nient  montré  que  celte  courbe  si  elle  existe  devait  nécessairement 
être  une  extrémale.  Or  il  n'est  nullement  prouvé  que  notre  problème 
a  une  solution  ;  on  peut  donner  des  exemples  très  simples  de  fonc- 
tionnelles qui,  dans  un  champ  donné,  n'atteignent  pas  leur  mini- 
mum, même  si  la  variation  première  s'annule  pour  certaines 
courbes  du  champ,  c'est-à-dire  si  le  champ  contient  des  extré- 
males. 

Weierslrass  a  donné  une  méthode  qui  permet  de  comparer 
la  valeur.)  d'une  intégrale  telle  que  (7)  prise  le  long  d'une  courbe 
quelconque  L  d'un  certain  champ,  que  nous  appellerons  la  courbe 
de  comparaison,  avec  la  valeur  I  de  cette  intégrale  prise  le  long 
d'une  extrémale  ayant  les  mêmes  extrémités  (').  La  méthode  de 
Weierstrass  consiste  à  représenter  la  différence  (J  —  I)  par  une  inté- 
grale curviligne 

r  Edt 


L 


prise  le  long  de  la  courbe  de  comparaison;  si  donc  on  peut 
s'assurer  que  la  fonction  E  est  positive  pour  toutes  les  courbes  du 
champ  K,  la  grandeur  (J  —  I)  le  sera  également,  c'est-à-dire  qu'on 

aura 

I     .1. 

ce  qui  prouverait  la  propriété  de  minimum  demandée  (§§  29i-^l  1). 

Le  calcul  de  la  fonction  E  est  intimement  lié  aux  propriétés  de 
transversalité  des  extrémales.  Supposons  qu'on  puisse  entourer 
l'exlrémale  l'Q  par  un  faisceau  transversal  d'extrémales  la  conte- 
nant et  recouvrant  la  portion  de  l'espace  qui  contient  le  champ  K. 
SoitS[  et  S,  deux  surfaces  coupées  transversalement  par  les  extré- 
males du  faisceau;  la  valeur  de  I  prise  le  long  d'une  extrémale 
quelconque  du  faisceau  allant  de  S,  et  S2  sera  constante  et  déter- 
minera une  grandeur  qu'on  pourra  appeler  la  distance  extrémale 
des  surfaces  St  et  So. 

En  faisant  usage  des  formules  (  1 .{)  et  (i5)  on  peut  représenter 
la  distance  extrémale  des  deux  surfaces  S,,  et  Sy  qui  est  égale  à  l 
par  une  intégrale  curviligne  le  long  de  la  courbe  de  comparaison  ; 


(')  M.  Darboux  a  traité  le  problème  de  l'action   inaupertuisienne  à  peu   prés  à 
la  même  époque  que  Weierstrass,  au  moyen  d'une  théorie  très  analogue  (§  314). 
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J  étant  une  intégrale  curviligne  prise  le  long  du  même  chemin,  on 
en  déduit  la  valeur  de  E  (§  300). 

La  l'onction  E  de  \\  eierslrass  dépend,  en  un  point  donné,  de  la 
direction  de  l'extrémale  du  faisceau  régulier  passant  par  ce  point 
et  de  celle  de  la  courbe  de  comparaison  :  elle  donne  lieu  à  une 
interprétation  géométrique  simple  quand  on  se  sert  de  la  figurative. 
M.  Hadamard  ne  traite  à  ce  point  de  vue  (pie  le  cas  où  x  est  pris 
comme  variable  indépendante  (»;  306). 

La  construction  complète  pour  l'intégrale  prise  sous  forme  para- 
métrique dans  le  cas  de  l'espace  à  un  nombre  quelconque  de  dimen- 
sions est  la  suivante  :  Menons,  par  l'origine  des  coordonnées,  un 
vecteur  OA  parallèle  à  la  direction  de  l'extrémale  du  faisceau 
transversal  au  point  P  que  nous  considérons  et  un  autre  OB 
parallèle  à  la  direction  de  la  courbe  de  comparaison,  les  extré- 
mités A  et  B  étant  prises  sur  la  figurative.  Menons  par  A  le  plan  T 
tangent  à  la  figurative  et  par  B  le  vecteur  BC  parallèle  à  CA, 
C  étant  le  point  de  percée  de  ce  dernier  vecteur  avec  le  plan  T. 
Le  produit  de  /'pour  la  direction  de  la  courbe  de   comparaison  et 

de  pris  avec  son  sisne  est  ésal  à  la  valeur  de  E  ('). 

OA  "  ° 

E  sera  donc  toujours  de  même  signe  si  le  plan  T  est  un  plan 
extrême  de  la  figurative  (§  350)  et  si/ a  un  signe  constant,  ce  qui 
a  lieu  en  particulier  lorsque  la  figurative  est  une  surface  convexe. 

On  peut,  en  se  servant  de  la  formule  de  Weierstrass,  établir 
rigoureusement  une  série  de  conditions  suffisantes  pour  qu'une 
extrémale  donnée  rende  minimum  la  fonctionnelle  I  pour  toutes 
les  courbes  du  champ  K  (§§  317-328). 

13.  Conclusion.  —  Je  me  suis  efforcé,  dans  l'analvse  qui  pré- 
cède, de  donner  une  idée  des  matières  contenues  dans  le  Livre  de 
M.  Hadamard.  Mais  je  n'ai  pu  m'étendre  ni  sur  les  applications 
dont  certaines  [telles  que  l'étude  des  points  conjugués  pour  le  mé- 
ridien de  la  surface  de  révolution  minima  (§  1 18  >  ou  le  mouvement 
d'un  point  pesant  avec  résistances  passives  (§  -16)]  méritent  une 


(')  Cette  construction  reste  valable  dans  le  cas  des  problèmes  liés  :  le  plan 
langent  de  la  figuration  qui  n'est  pas  déterminé  dans  ce  cas  doit  être  remplacé 
par  un  plan  parallèle  à  celui  qui  est  coupé  transversalement  au  point  P  par  le 
faisceau  transversal  considéré. 
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mention  particulière,  ni  sur  certains  points  spéciaux  de  la  théorie 
générale  malgré  leur  importance.  C'est  ainsi  que  j'ai  passé  sous 
silence  tout  ce  qui  a  trait  aux  variations  unilatérales  i  §§  188,  367), 
aux  limites  variables  (§§  161,  348),  aux  solutions  discontinues 
(§§  170,  360),  aux  trajectoires  fermées  (§  356). 

J'ai  même  omis  le  théorème  de  M.  Osgood  (§  396  )  et  toute  la 
théorie  de  la  variation  seconde  (§  25-4),  pensant  qu'il  valait  mieux 
attendre  que  le  second  ^  olume  de  l'Ouvrage  ait  paru  avant  de  parler 
de  ces  sujets,  la  comparaison  de  ce  qui  se  passe  dans  le  cas  de 
l'exliêmum  libre  pour  les  intégrales  simples  avec  le  cas  de  l'extrê- 
iiium  lié  et  celui  des  intégrales  doubles  étant  îles  plus  instruc- 
tives. 

G.    CAUATHÉOnORY. 


MELANGES. 


JULIUS  WEINGARTEN. 


[  Traduction  de  la  Notice  nécrologique  insérée  au  programme 
de  l'année  scolaire  1910-1911  de  la  Technisclie  Hochschule  de  Berlin  (').] 

Pau  M.  Stanislas  JOLLES. 


L'Ecole  Polytechnique  de  Charlottenbourg  a  eu  la  douleur  de 
perdre  en  Julius  Weingarten,  décédé  le  17  juin  1910,  à  Fribourg- 
en-Brisgau,  un  de  ses  plus  anciens  professeurs,  el  le  monde  des 
mathématiciens  un  savant  éminenl  et  absolument  original. 

Julius  Weingarten,  né  à  Berlin  le  26  mars  i836,  était  le  (ils 
d'un  tisserand  émigré  de  la  Pologne.  Tout  d'abord  élève  au  gym- 
nase le   «   Couvent  gris   »,   il   entra  ensuite   à   la  Gewerbeschule, 


(')  Tecluiisclie    Hochschule  =  École  technique  supérieure,  analogue  à  l'École 
centrale. 
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alors  florissante  sous  la  direction  de  von  Kloden,  et  il  y  passa  les 
examens  de  sortie  en  1832.  11  semble  que  «  le  vieux  Kloden  »  et 
le  géomètre  Bôber ont  témoigné  un  intérêt  particulier  à  l'adoles- 
cent, car,  même  dans  ses  dernières  années,  ^  eingarten  se  souvenait 
volontiers  et  avec  vénération  de  ces  deux  hommes.  Ayant  montré 
à  l'école  des  dispositions  remarquables  pour  les  Mathématiques  et 
les  sciences  naturelles,  Weingarten  se  décida  à  se  vouer  entière- 
ment à  l'étude  des  sciences.  Quoique  n'ayant  pas  le  diplôme  de 
bachelier  d'un  gymnase,  il  obtint  cependant  l'autorisation  du 
Ministre,  encore  nécessaire  à  ce  moment,  de  se  faire  immatriculer 
à  l'Université,  et  il  y  étudia  de  1 853  à  1807.  ^  suivit  avec  enthou- 
siasme les  cours  de  Dirichlet,  qui,  de  même  que  les  conférences 
de  Physique  de  Magnus,  excitaient  vivement  son  intérêt  et  lui 
inspirèrent  des  idées  nouvelles. 

En  i854,  il  s'inscrit  à  l'Institut  des  Arts  et  Métiers,  pour  y 
approfondir  ses  connaissances  en  Chimie.  Déjà  l'année  suivante,  le 
directeur  de  cet  Institut,  Drukenmiiller,  le  nomma  son  Assistant 
pour  les  Mathématiques.  11  garda  celle  place  de  1  854  à  '807  et  finit 
par  se  décider  à  devenir  professeur  à  la  Gewerbeschule. 

Weingarten  échoua  à  l'examen  prescrit  en  Mathématiques  et 
Mécanique,  probablement  par  suite  d'un  manque  de  connaissances 
en  Mécanique.  Mais,  la  Faculté  de  Philosophie  de  l'Université  de 
Berlin  lui  ayant  décerné  un  prix  pour  son  Mémoire  De  lineis cur- 
vaturœ  saper/icieriim,  il  se  voua  à  la  carrière  de  professeur,  du 
ressort  de  la  section  de  l'Enseignement  du  Ministère  de  l'Instruction 
publique,  des  Cultes  etdes  Affaires  médicales.  En  1 858,  il  passa  à 
Berlin  l'examen  pro  facultate  docendi,  ce  qui  l'autorisa  à  ensei- 
gner, en  Première,  les  Mathématiques,  la  Physique  et  la  Chimie. 

Le  jeune  candidat  fit  son  stage  au  Séminaire  mathématique  du 
gymnase  Frédéric-Guillaume,  sous  Schellbach,  il  enseigna  ensuite, 
d'abord  comme  professeur  adjoint  au  gymnase  Frédéric,  puis  a 
l'école  primaire  supérieure  Frédéric-Werder  et  enfin  à  l'école  des 
cadets  de  Berlin.  Ayant  présenté  son  Mémoire  couronné  à  l'Uni- 
versité de  Halle,  il  fut  reçu  docteur  en  Philosophie  en  1864  et, 
peu  après,  il  fut  agréé  à  la  Bauakademie  (')  de  Berlin. 

Julius  Weingarten  a  connu    de   bonne  heure   les  difficultés  de 

(')  licole  d'Ingénieurs  et  d'Architectes. 
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l'existence.  Ses  parents  n'étaient  pas  en  état  de  lui  venir  en  aide, 
ayant  déjà  des  sacrifices  à  faire  pour  leur  fils  aîné  Hermann,  qui 
devint  plus  tard  professeur  d'Histoire  ecclésiastique  à  Berlin. 
D'ailleurs,  son  père  mourut  déjà  en  1 8 5 3 .  C'était  donc  une  grande 
joie  pour  le  jeune  privaldozent  d'être  nommé  professeur  rému- 
néré à  la  Bauakademie,  où  il  enseigna,  dès  le  ier  octobre  i86(>, 
les  Mathématiques  pures  pour  les  étudiants  du  premier  semestre. 

Il  obtint  le  litre  de  Professeur  en  1871,  mais  ce  n'est  que 
trois  ans  plus  lard  qu'il  eut  sa  nomination  définitive  comme  pro- 
fesseur de  Mécanique.  Weingarlen  a  été  attaché  à  la  Bauakademie 
et  ensuite  à  la  ïechnische  Hochschule  (Ecole  Polytechnique  de 
Berlin»,  pendant  vingt-neuf  ans.  Grâce  à  ses  conférences  étince- 
lantes  d'esprit,  il  a  été  entouré  d'abord,  pendant  une  dizaine 
d'années,  «le  nombreux  disciples,  mais,  plus  tard,  diverses  causes 
de  dissentiment  et  la  maladie  vinrent  troubler  pour  lui  la  joie 
d'enseigner. 

I!  réduisit  de  plus  en  plus  ses  conférences  à  la  Hochschule.  et 
seulement  un  petit  nombre  de  disciples  bien  doués  jouissaient  du 
privilège  de  suivre  ses  cours  suggestifs.  Il  ne  fréquentait  presque 
plus  le  monde;  lui  qui,  autrefois,  aimait  à  se  voir  entouré  d'un 
cercle  d'auditeurs,  se  réjouissant  de  ses  gais  récils  et  de  ses  aperçus 
sarcasliques,  ne  fréquentait  plus  guère  que  quelques-uns  de  ses 
collègues  qui  lui  étaient  particulièrement  sympathiques.  Mais  tou- 
jours, comme  auparavant,  L'habile  géomètre  éclaira  de  ses  conseils 
maint  jeune  mathématicien  dans  les  questions  qui  concernaient 
son  enseignement.  Ainsi,  il  fut  le  premier  président  de  la  Société 
berlinoise  de  Mathématiciens,  fondée  par  de  jeunes  collègues  en 
i()Oi.  Mais  la  Société  n'a  siégé  qu'une  demi-année  sous  sa  prési- 
dence, Weingarlen  ayant  quitté  Berlin  le  1"  avril  190a,  avec  un 
congé  d'un  an  pour  se  remettre  à  Fribourg-en-Bnsgau.  Il  resta 
dans  cette  ville,  après  avoir  pris  sa  retraite  une  année  plus  tard. 
Dans  les  dernières  années  de  son  séjour  à  Berlin,  il  lui  nommé 
membre  correspondant  de  la  Société  des  Sciences  de  Gœttingue 
et  membre  étranger  de  V Accademia  dei  Linceide  Borne.  Peu  de 
temps  après,  l'Université  de  Fribourg-en-Brisgau  lui  fil  le  plaisir 
de  le  nommer  professeur  honoraire.  Malade  et  vieillissant,  il  trou- 
vait un  réconfort  en  l'amitié  de  ses  collègues  et  particulièrement 
dans  la  vive  sympathie  que  lui  témoignait  la  famille  de  son  collègue 
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Lùrotli,  mort  aussi  aujourd'hui.  Même,  à  Fribourg,  il  reprit  le  goût 
d'enseigner.  Il  éprouvait  une  grande  satisfaction  de  pouvoir,  à  un 
âge  avancé,  faire  pénétrer  des  étudiants  dans  le  domaine  spécial 
de  ses  investigations.  En  1908,  il  dut  pourtant  renoncer  à  ses 
cours,  à  cause  des  progrès  que  faisait  l'affection  dont  il  était  atteint; 
ses  forces  déclinèrent  de  plus  en  plus;  le  soir  du  16  juin,  la  mort 
vinl  le  délivrer  des  suites  d'une  attaque  d'apoplexie  qui  le  frappa 
le  G  mars  1  <)i  o. 

Weingarten  a  publié  un  premier  Mémoire  Sur  la  théorie  du 
potentiel,  en  1 855 ,  étant  encore  étudiant.  Disciple  enthousiaste  de 
Dirichlet,  il  était  profondément  absorbé  par  les  recherches  sur  les 
forces  agissant  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance,  et  donna 
une  preuve  éclatante  de  ses  connaissances  mathématiques  en  déve- 
loppant, d'une  manière  nouvelle  et  habile,  un  théorème  connu  de 
la  théorie  du  potentiel.  Rien  alors  ne  révèle  le  futur  géomètre  émi- 
nenl.  Weingarten  ne  commença  l'étude  de  la  théorie  des  surfaces, 
ainsi  qu'il  s'ensuit  de  sa  dissertation,  qu'en  iSà'j,  mais,  déjà  quatre 
ans  plus  tard,  il  publie  un  Mémoire  intitulé  :  Sur  une  classe  de 
surfaces  applicables  C une  sur  Vautre,  qui  le  signale  comme  un 
maître  en  ce  domaine  de  la  science,  maître  fécond  en  idées  et 
avant  trouvé  des  voies  originales.  Il  prouve  que  toutes  les  surfaces, 
dont  les  rayons  de  courbure  sont  liés  par  une  relation,  ont  des  sur- 
faces de  centre  de  courbure  qui  sont  applicables  sur  une  surface 
de  révolution  déterminée  par  la  relation  des  deux  rayons  de  cour- 
bure. Le  Mémoire  que  nous  venons  de  citer  eut  pour  suite,  en  i863, 
le  Traité  Sur  les  surfaces  pour  lesquelles  un  des  deux  rayons 
de  courbure  est  fonction  de  Vautre,  ou,  comme  nous  le  disons 
maintenant,  sur  les  surfaces  de  Weingarten  ou  les  surfaces  W. 
La  détermination  des  surfaces  W  v  est  ramenée  à  une  forme  par- 
ticulière de  l'élément  linéaire  de  la  sphère.  Ces  deux  Mémoires 
ont  été  le  point  de  départ  des  travaux  des  meilleurs  géomètres 
modernes  ;  je  ne  citerai  que  Lie,  Bianchi  et  Darboux. 

Bianchi  et  Darboux,  dans  leurs  Ouvrages  classiques  sur  la  théorie 
des  surfaces,  citent  sans  cesse  les  travaux  de  notre  confrère  décédé, 
et  M.  Darboux,  dans  sa  conférence  tenue  à  Rome,  au  quatrième 
Congrès  international  des  Mathématiciens,  a  même  déclaré  que  les 
deux  principaux  résultats  ne  dépareraient  pas  le  grand  Mémoire 
de  Gauss. 
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De  1862  jusqu'à  1871,  Weingarten  s'occupa  aussi  de  problèmes 

de  Géodésie  qui  lui  étaient  proposés  par  le  général  Johann  Jacob 
Baeyer,  qui  présidait  à  la  mesure  du  méridien  de  l'Europe  centrale. 
\près  celle  époque,  les  questions  de  théorie  seules  l'attirent.  En 
1877,  il  donne  des  critères  simples  et  décisifs  pour  les  familles  de 
surfaces  qui  appartiennent  à  un  système  triple  orthogonal.  Et,  en 
continuant  cette  étude,  il  trouve,  en  1880,  les  conditions  qui  per- 
mettent les  surfaces  isoslaliques.  En  1  882,  il  va  compléter,  quoique 
d'une  manière  pas  tout  à  fait  correcte,  les  recherches  de  Christoffel. 
qui  classe  les  surfaces  par  rapport  à  la  possibilité  de  déplacer  leurs 
triangles  géodésiques.  Presque  en  même  temps,  et  dans  un  Mémoire 
plus  important  sur  les  propriétés  de  l'élément  linéaire  des  surfaces 
à  courbure  constante,  il  crée  la  théorie  des  invariants  de  défor- 
mation et  s'en  sert  pour  déterminer  les  lignes  géodésiques  des  sur- 
faces de  courbure  constante,  en  partant  d'une  forme  donnée  de 
leur  élément  linéaire,  problème  qui  se  montre  lié  étroitement  à  la 
théorie  des  équations  différentielles  linéaires  du  second  ordre.  En 
i883,  il  publie  une  Note  peu  développée,  mais  pleine  de  résultats 
Sur  l'équation  différentielle  des  surfaces  dont  les  lignes  de 
courbure  les  divisent  en  des  carrés  infiniment  petits.  Caylej 
avait  attiré  l'attention  des  géomètres  sur  cette  famille  de  surfaces. 
qu'il  croyait  difficile  à  déterminer;  Weingarten  la  trouva  d'une 
manière  extrêmement  simple,  en  ramenant  le  problème  à  l'inté- 
gration d'une  écpiation  différentielle  partielle  du  quatrième  ordre 
et  linéaire  par  rapport  aux  dérivées  de  cet  ordre.  En  même  temps, 
il  obtient  les  lignes  de  courbure  de  ces  surfaces  par  des  quadra- 
tures. 

Un  Mémoire  étendu  de  Weingarten.  datant  de  1884,  se  trouve 
dans  la  Festschrift  (')  de  la  Tecknische  Hochschule  de  Berlin. 
Il  traite  encore  une  fois  de  la  théorie  des  surfaces  applicables,  mais 
il  a  intercalé  des  réflexions  profondes  sur  les  transformations 
simultanées  des  formes  linéaires  el  quadratiques  pour  élucider  les 
recherches  antérieures  relatives  à  la  théorie  de  la  courbure  des 
surfaces.  En  particulier,  ceci  nous  éclaire  sur  l'origine  de  la  Note 
mentionnée  plus  haut.  Les  années  1886  et  188-  sont  vouées  à  des 
recherches  minutieuses  sur  la  déformation  des  surfaces.    Il   déve- 

(')  Rapport  solennel. 
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loppe  d'abord,  dans  les  Comptes  rendus  {Sitzungsberichte)  do 
l'Académie  de  Berlin,  les  conditions  pour  qu'une  surface  admette 
des  déformations  infiniment  petites  sans  dilatation  qui  transforment 
les  lignes  de  courbure  en  lignes  de  courbure.  Il  donne  ensuiie 
dans  le  Journal  de  Crelle  des  démonstrations  ingénieuses  des 
théorèmes  de  Jellet  sur  les  surfaces  tlexibles  et  inextensibles  à 
courbure  constamment  positive  ou  constamment  négative.  En 
1887,  il  découvre  une  nouvelle  classe  de  surfaces  applicables  qui 
ne  contient  pas  de  surface  de  révolution.  En  même  temps,  il  com- 
plète un  travail  de  M.  H. -A.  Schwarz  sur  une  famille  remarquable 
de  surfaces  minima. 

Weingarlen  a  salué  avec  enthousiasme  l'Ouvrage  classique  de 
M.  Darboux  sur  la  théorie  des  surfaces;  il  y  a  trouvé  le  germe  de 
nouvelles  recherches  sur  la  déformation  des  surlaces  et  sur  les  sur- 
faces applicables.  Après  quelques  petites  Notes,  il  expose  en  i8q4, 
d'une  manière  complète,  l'ensemble  de  ses  résultats,  dans  un 
Ouvrage  intitulé  :  Sur  la  déformation  des  surfaces.  Cet  Ouvrage, 
couronné  par  l'Académie  «les  Sciences  de  Paris,  lui  valut  le  grand 
prix  des  Sciences  mathématiques.  Weingarlen  ramène  le  problème 
de  la  déformation  à  une  équation  aux  dérivées  partielles  du  second 
ordre  du  type  des  équations  d'Ampère.  C'est  sur  cette  équation 
que  repose  la  découverte  de  toutes  les  familles  de  surfaces  appli- 
cables connues  jusqu'alors.  Enfin,  dans  le  cas  où  l'on  connaît  une 
surface  réelle,  solution  de  celte  équation,  elle  donne  toutes  les 
surfaces  réelles  applicables  sur  cette  surface  par  des  quadratures 
seules.  L'Ouvrage  couronné  parut  d'abord,  en  1896,  dans  les  Acla 
mathematica,  el  fui  suivi  de  compléments  qui  parurent  deux  ans 
plus  tard. 

Peu  de  publications  de  Weingarlen  ont  trait  à  la  Physique 
mathématique.  La  Note  de  1 855,  mentionnée  plus  haut,  sur  la 
théorie  du  potenliel  esl  suivie  peu  de  temps  après  d'une  démons- 
tration élémentaire  de  la  formule  qui  donne  la  durée  d'une  oscil- 
lation du  pendule  simple.  En  1864,  un  Mémoire  de  Roch  attire 
son  attention  sur  le  mouvement  de  l'électricité  dans  les  conducteurs. 
Dans  les  années  qui  suivent,  ses  travaux  sur  la  théorie  des  surfaces 
absorbent  son  activité,  mais  ces  travaux,  mêmes  le  poussent  en 
1890  à  étudier  les  mouvements  stationnaires  des  liquides  homo- 
gènes et  incompressibles,  découverts  par  Helmholtz.  Il  publie,  dans 
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les  Archiv   der  Mathematik  und   Physik,  une  Communication 

sur  la  théorie  des  tourbillons  et,  en  même  lemps,  dans  les  Comptes 
rendus  de  l'Académie  dei  Lincei,  une  Note  sur  les  surfaces  dis- 
continues des  corps  solides  élastiques. 

\\  eingarten  continua  ses  travaux  scientifiques  jusqu'à  deux  ans 
avant  sa  mort,  sa  dernière  JNote  Sur  la  théorie  des  tourbillons 
se  trouve  dans  les  Nachrichten  der  Gesellschaft  der  Wissen- 
schaften  :■//  Gôttingen  de  l'année  1906.  Il  y  an  ire  l'attention  des 
physiciens  sur  la  pression  hydrodynamique  dans  un  tourbillon  et 
dans  son  voisinage.  Les  recherches  ingénieuses  de  Weingarten 
nous  enseignent  que  cette  pression  surpassera  chaque  valeur  néga- 
live  dans  l'intérieur  et  sur  la  surface  d'anneaux  infiniment  minces, 
et  qu'elle  représente  ainsi  une  traction  infiniment  grande. 

L'œuvre  de  Weingarten  ne  s'oubliera  pas.  La  Technische 
Hochschule  de  Berlin  se  souviendra  toujours  avec  orgueil  de  son 
éminent  professeur. 
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COMPTES    U EN  DU S    ET    VNALYSES. 


BRICARD  (R\oll). — Géométrie  descriptive,  i  volume  in-i  8  Jésus,  carlonné 
toile,  de  273  pages,  avec  m;  figures  flans  le  texte.  Paris,  0.  Doin  et  fils, 
191  1. 

On  trouvera  dans  ce  Volume,  malgré  ses  dimensions  restreintes, 
un  exposé  assez  complet  des  méthodes  de  la  Géométrie  descriptive. 
L'auteur  a  surtout  insisté  sur  les  principes  généraux,  en  les  illus- 
trant par  des  exemples  convenables.  Il  a  laissé  de  côté  l'examen 
des  cas  particuliers  sans  intérêt,  les  discussions  plus  longues 
qu'instructives.  C'est  ainsi,  pour  donner  un  seul  exemple,  qu'à 
propos  de  la  construction  d'un  Irîèdre  déterminé  par  trois  de  ses 
éléments,  il  s'est  abstenu  de  rechercher  les  conditions  de  possi- 
bilité. Elles  s'obtiennent  beaucoup  plus  simplement  par  la  Géomé- 
trie élémentaire,  et  il  n'y  a  aucun  profil  à  les  retrouver  sur  l'épure. 
D'une  manière  générale,  on  a  systématiquement  éliminé  tous  les 
problèmes  inventés  en  vue  de  conférer  à  la  Géométrie  descriptive 
une  importance  artificielle.  La  Géométrie  descriptive  n'est  pas  une 
science  qui  trouve  en  elle-même  son  propre  but.  Elle  est  unique- 
ment un  instrument  de  représentation  au  service  de  la  Géométrie 
pure  et  des  arts,  et  c'est  en  méconnaître  le  caractère  que  de  la 
considérer  autrement. 

Les  Chapitres  I  à  \  III  traitent  des  principes  fondamentaux,  de 
la  droite  et  du  plan,  des  polyèdres,  des  cônes  ei  des  cylindres,  de 
la  -•|>lière,  des  surfaces  de  révolution,  des  surfaces  du  second  ordre. 
Ce  sont,  en  ajoutant  la  théorie  des  ombre--  el  celle  des  projections 
cotées,  les  matières  qui  constituent  le  programme  de  notre  ensei- 
gnement secondaire  (Mathématiques  élémentaire--  el  [Mathéma- 
tiques spéciales). 

On  trouvera,  dans  le  Chapitre  IV,  des  procédés  de  construction 
des  polyèdres  réguliers,   nouveaux  ou  du  moins  peu  connus.  Ils 
sont  plus  simples  que  les  procédés  généralement  indiqués  et  sont 
immédiatement  applicables  à  l'exécution  de  modèles  solides. 
Bull,  des  Sciences  matliém.,  2'  série,  t.  XXXV.  (Juin  1911.)  10 
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Les  Chapitres  IX  à  Xll  sont  relatifs  aux  surface-;  réglées,  aux 
problèmes  qui  font  intervenir  la  courbure  des  surfaces,  au  tracé 
des  ombres. 

Les  trois  derniers  Chapitres  concernent  les  projetions  cotées 
et  les  surfaces  topographiques,  les  projections  (ou  perspectives) 
axonométriques,  el  enfin  le^  applications  pratiques  de  la  Géométrie 
descriptive.  Ci.  J. 


HOUBLET  (E.).  —  Correspondance  échangée  v>e  1720  a  1739  entre  l'as- 
thonome  J.-N.  Delisle  et  JI  de  Navarre,  i  volume  in-ui,  S-  pai:es. 
Bordeaux,  G.  Gounouilhou,  1910. 

M.  E.  Doublet  est  parvenu  à  trouver,  à  l'Observatoire  de  Paris 
el  au  Dépôt  de  la  Marine,  les  instructives  Lettres  échangées,  du 
2  j  octobre  1^20  au  i"  septembre  1  - 3jj ,  entre  l'astronome  Delisle 
et  M.  de  Aavarre,  secrétaire  perpétuel  de  l'Académie  de  Bordeaux. 
Celui-ci,  voulant  construire  une  Table  du  lever  de  la  Lune  pour. 
Bordeaux,  s'adressa  à  Delisle,  son  ancien  maître,  qui  lui  envoya, 
avec  des  exemples  el  des  démonstrations,  la  manière  île  calculer 
les  passages  au  méridien,  les  arcs  semi-diurnes,  les  levers,  les 
couchers  îles  astres  dans  tous  les  cas.  Notons  que  M.  E.  Doublet, 
dans  son  historique  sur  les  manuscrits  de  Delisle,  oublie  de  citer 
les  cinq  manuscrits  qui  se  trouvent  à  la  Bibliothèque  Nationale 
(voir  le  Mémoire  intitulé  :  Sur  un  Manuscrit  d'un  cours  de  J.-N. 
Delisleau  Collège  Royal,  Paris,  Delalain,  1902).  Le  monde  savant 
saura  gré  à  M.  Doublet  d'avoir  publié  cette  Correspondance,  qui 
contient  de  précises  indications  pour  l'Astronomie  pratique, 
d'utiles  conseils  pour  la  rédaction  d'un  traité  d'Astronomie  et  plu- 
sieurs passages  que  les  historiens  des  Sciences  liront  avec  intérêt. 

En.  L. 
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EIBE  (Thïra)  og  MEYER  (Kirstine)  (f.  BJERRUM).  —  Ole  Romers  Adver- 
saria, med  understottelse  af  Carhbergfoitdet  udgivne  af  det  kgl.  danske 
videmhabern.es  Selskab.  i  volume  iu-s  Jésus.  7-1-^71  pages.  Kobenhavn, 
Bianco  Lunos  Bogtrykkeri,  1910, 

Le  titre  seul  de  cet  Ouvrage  est  en  danois.  La  préface,  signée 
par  Thvra  Eibe  et  Kirstine  Meyer,  ainsi  que  le  texte  des  Âdver- 
surin.  écrit  par  Rœmer,  sont  en  latin;  la  Table  des  Matières  et  la 
Table  analytique  sont  en  français  :  les  Adversaria  peuvent  donc 
être  aisément  lus.  Ce  Livre,  imprimé  avec  luxe,  est  «  publié  par 
1  académie  royale  des  Sciences  de  Copenhague  avec  une  sub- 
vention de  la  fondation  Carlsbérj»  ».  Thyra  Eibe  et  kirstine  Meyer 
ont  le  grand  mérite  d  avoir  apporté  tous  leurs  soins  à  présenter 
une  édition  entièrement  conforme  au  manuscrit  de  Rœmer,  ce 
qui  o (Irai I  des  difficultés  sérieuses,  car,  d'après  la  table  des 
matières  de  ce  manuscrit,  reproduite  en  fac-similé,  on  reconnaît 
qu'il  fut  souvent  pénible  de  lire  l'écriture  de  Rœmer.  Les  figures 
faites  par  Rœmer  ont  été  reproduites  telles  que  lui-même  les  avait 
dessinées.  Le  Bulletin  des  Sciences  mathématiques  de  M.  G. 
Darboux    (V    >érie,    t.    XXXIV,    1 ,e   partie,    mars    1910,    p.    y3) 

contient  un  important  article  où  M Kirstine  Meyer,  née  Rjerrum, 

démontre  que  Rœmer,  avant  Fahrenheit,  avait  résolu  le  problème 
des  thermomètres  à  indication  indépendante  de  la  pression  de 
l'atmosphère,  et  que  c'est  à  lui  que  Fahrenheit  fut  redevable  de 
sa  méthode.  Elle  annonce  qu'elle  a  trouvé  les  éléments  de  ses 
assertions  dans  un  manuscrit  in-folio  écrit  par  Rœmer  et  intitulé 
Adversaria  Hœmeri,  uti  vocabat,  que  la  veuve  de  Rœmer 
avait  déposé,  en  octobre  1  —  3 < ) ,  à  la  Bibliothèque  de  l'Université 
de  Copenhague.  Grâce  à  l'idée  que  suggéra  M""'  Kirstine  Meyer 
de  faire  imprimer  ce  manuscrit,  toutes  les  personnes  qui  s'inté- 
ressent à  l'histoire  des  Sciences  peuvent  maintenant  consulter, 
sans  se  déranger,  les  nombreux  et  intéressants  sujets  abordés  ou 
développés  dans  les  Adversaria.  Espérant  que  les  lecteurs  de  ce 
compte  rendu  pourront  être  portés  à  voir  dans  l'écrit  même  de 
Rœmer  les  questions  qui  se  rapportent  à  leurs  études  favorites, 
nous  allons  indiquer  les  principales  matières  contenues  dans  les 
.  idversaria. 
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Relativement  à  V Astronomie,  on  trouve  des  tableaux  des  lon- 
gitudes, de  l'azimut  et  des  hauteurs  du  Soleil  d'après  La  Hire 
et  Kepler;  des  tableaux  pour  les  diamètres  apparents  et  l'ascen- 
sion droite  du  Soleil,  pour  les  taches  de  cet  astre,  pour  les  vitesses 
et  les  orbites  de  ces  taches;  l'observation  de  l'éclipsé  de  Soleil  du 
i4  septembre  1708;  des  explications  concernant  le  mouvement  de 
la  lumière;  des  nombres  et  des  réflexions  se  rapportant  aux  pla- 
nètes et  aux  étoiles;  l'étude  d'instruments  d'observation,  le  calcul 
de  l'Epacte  et  de  la  date  de  Pâques;  des  indications  sur  le  croquis 
et  sur  les  incorrections  des  Cartes  géographiques. 

Relativement  à  la  Physique,  Rœmer  s'occupe  de  la  longueur 
du  pendule  à  seconde,  des  modifications  que  la  température  fait 
subir  à  celte  longueur,  de  la  balance  romaine;  il  donne  le  tableau 
des  quantités  d'eau  de  pluie  à  Paris  de  i(J8t)  à  1704;  il  expose  en 
détail  la  construction  du  thermomètre;  il  s'occupe  de  la  réfraction 
de  la  lumière  en  général  et  dans  les  lentilles. 

Relativement  aux  Mathématiques,  on  trouve  dans  les  Adver- 
saria  la  solution  d'équations  du  second  degré,  d'équations  bicar- 
rées, de  problèmes  de  géométrie;  la  formule  de  Cardan.  Rœmer 
fait  l'étude  d'une  figure  qu'il  appelle  dodécangle  et  cherche  à 
montrer  que  le  inonde  fini  a  la  forme  d'un  dodécangle. 

En  outre,  les  Adversaria  contiennent  des  considérations  Mu- 
les poids  et  mesures,  sur  les  monnaies,  sur  des  machines  hydrau- 
liques, sur  l'écriture  chiffrée;  des  réflexions  sur  les  loteries;  des 
règles  de  formation  de  carrés  magiques. 

Les  matières  contenues  dans  l'important  travail  dont  nous  \e- 
nons  de  parler  brièvement  ne  sont  pas  rangées  comme  nous  l'avons 
fait,  mais  dispersées  çà  et  là,  ce  qui  rend  tout  à  lait  précieuse  la 
Table  analytique  si  bien  faite  par  Thyra  Eibe  et  bvirsline  Meyer. 

Eu.  L.  ' 
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.1ACOB  (L.)-  —  Le  Calcul  mécanique.  Appareils-  arithmétiques  et  algé- 
gébriques.  Intégrateurs.  (Encyclopédie  scientifique,  publiée  sous  la  direc- 
tion du  \Y  Toulouse.  —  Bibliothèque  de  Mathématiques  appliquées  ;  Direc- 
teur :  M.  d'Ocagne.)  i  volume  in-18  jésus,  xvi-4r>.  pages,  1K4  figures 
dans  le  texte.  Paris,  Octave  Doin  et  fils,  1911. 

Le  calcul  prenant  de  jour  en  joui-  une  importance  plus  considé- 
rable, les  méthodes  destinées  à  simplifier  les  calcul  s,  à  les  reudre  plus 
rapides  et  à  écarter  les  chances  d'erreurs  sont  de  plus  en  plus  en 
faveur.  Dans  son  Ouvrage  intitulé  Le  Calcul  mécanique,  M.  L. 
Jacob  explique  le  mécanisme  et  expose  la  théorie  des  machines 
servant  à  effectuer  des  opérations  de  l'Arithmétique  et  de  l'Algèbre 
élémentaires,  du  Calcul  différentiel  et  du  Calcul  intégral.  On  doit 
à  M.  d'Ocagne  une  classification  méthodique  cl  une  description 
d'ensemble  des  procédés  mécaniques  de  calcul  ;  cette  classification 
a  été  exposée  par  cet  auteur  dans  un  Livre  intitulé  Calcul  sim- 
plifié et  dans  un  Article  de  l'édition  française  de  l' Encyclopédie  des 
Sciences  mathématiques  :  M.  L.  Jacob,  qui  a  adopté  cette  classifi- 
cation,fait  de  nombreux  emprunts  à  ces  deux  écrits  de  M.  d'Ocagne. 

Les  appareils  réalisés  par  les  constructeurs  des  machines  à  cal- 
cul peuvent  se  diviser  en  un  certain  nombre  de  groupes  :  ce  .sont 
ces  groupes  qui  forment  les  nombreuses  subdivisions  du  Livre 
publié  par  M.  L.  Jacob.  Nous  ne  croyons  pas  devoir  faire  l'énu- 
mération  de  ces  groupes;  il  suffit,  nous  semble-t-il,  pour  montrer 
l'importance  et  l'utilité  du  travail  de  M.  L.  Jacob,  de  faire  remar- 
quer qu'il  donne  la  description  et  la  théorie  des  machines  pouvant 
faire  :  i°  les  quatre  règles  de  l'Arithmétique  et  même  l'extraction 
des  racines;  2°  la  recherche  des  racines  d'une  équation  ou  de  plu- 
sieurs équations  simultanées;  3°  des  opérations  de  différentiation 
et  surtout  d'intégration. 

Les  descriptions  et  les  démonstrations  sont  claires,  malgré  leur 
concision,  surtout  pour  les  personnes  connaissant  les  Mathéma- 
tiques. Mais  il  est  regrettable  que  les  figures  un  peu  compliquées 
manquent  de  netteté,  parce  qu'elles  sont  trop  petites;  il  est  à 
désirer  que  la  prochaine  édition  contienne  des  figures  plus 
grandes,  où  il  soit  moins  pénible  de  suivre  les  explications  du 
texte.  En.   L. 
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BARBETTE  (F..  |.  —  Les  sommes  de  />"<«  puissances  distinctes  égales  \ 
dne  />•'''"'  puissance,  i  volume  in-.j.  Mi-iiJ  pages.  Pa  i-.  Gauthier- 
Villars.  1910. 

L'Ouvrage  donl  qo us  avons  à  rendre  compte  D'emprunté  rien 
aux  théories  les  plus  élevées  de  l'Analyse  et  de  la  Théorie  des 
nombres.  C'esl  par  des  procédé?  élémentaires,  el  souvent  ingé- 
nieux, que  l'au leur  est  parvenue  certaines  identités,  qui  intéresse- 
ront certainement  les  amateurs  d'Arithmétique  supérieure.  En 
s'interdisant  ainsi  d'employer  des  méthodes  peu  connue-  du  plus 
grand  nombre,  M.  Barbette  s'est  assuré  l'avantage,  qui  a  est  pas 
méprisable,  de  demeurer  accessible  et  de  restera  la  portée  de  tous. 

Lue  introduction  d'une  dizaine  de  pages  contient  des  démons- 
tration- ingénieuses  de  certaines  relations  entre  les  sommes  de 
puissances  semblables  des  nombres  naturels.  Elle  se  termine  pai 
une  Table  de-  puissances  successives  h  des  sommes  dés  puissances 
successives  'le-  nombres  entiers  depuis  1  jusqu  à  3o. 

La  Partie  1  a  pour  titre  :  Les  sommes  de  nombres  distincts 
égales  à  un  nombre.  Elle  iraite  de  la  forme  générale  des  nombres 
composés;  de  la  décomposition  de-  nombres  en  facteurs,  des 
méthodes  parsousl  raclion,  par  division,  par  extraction  de  racines. 

La  Partie  11  traite  île-  sommes  'le  carrés  distincts  égales  à  un 
carré.  Elle  contient  un  grand  nombre  d'identités  curieuses    obli 
nues  par  les  movens  les  plus  simples. 

La  Partie  III  a  pour  objet  les  sommes  de  /,'■""■<  puissant  s 
égales  éi  une  piime  puissance  pour/?  -  ».  Après  avoir  étudié  le  cas 
général,  M.  Barbette  envisage  plu-  spécialemenl  les  hypothèses 
p  =  i.  p  =  \,  />  =  .").  Citons  par  exemple  l'identité 

)  !         -   -      —  .|'>  --m'—    I    • 

La  Partie  W   iraite  des  nombres polygonaua  de  n  côtés.  On  y 

trouve  la  définition  de    ces    nombres;    la    somi les   puissances 

semblables  des  x  premiers  nombres  polygonaux  d  ■  n  côtés,  enfin 
l'étude  dans  les  cas  les  plus   simple-   du    problème  «pu   consis 
rechercher  les  sommes  de  deux  nombres  polygonaux   de   n   côtés 
égales  à  un  nombre  polygonal  de  n  côtés 
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L'Ouvrage  se  termine  par  une  annexe  contenant  la  Table  des 
5ooo  premiers  nombres  triangulaires  et  la  Table  des  nombres  pre- 
miers compris  entre  i  et  10000. 

J.G. 


ARCHIMEDIS  opéra  omnia  cum  commentarhs  Eitocii  iteru.m  edidit  /.  L. 
Heiberg.  Tome  I,  ic  édition,  in-12,  xi- i  i  ">   pages.  Leipzig,  B.-G.  Teubner, 

19 10. 

M.  J.  L.  Heiberg  ;i  publié  en  1860  el  en  1861  la  première  édi- 
tion des  Œuvres  d'Archimède.  Depuis  longtemps,  il  avait  l'in- 
tention de  refondre  cette  édition,  d'abord,  parce  qu'il  avait 
rencontre  un  secours  nouveau  pour  son  examen  critique  dans 
l'interprétation  de  Guillaume  de  Moerbeka  trouvée  par  Valentin 
Rose  i  Ih'iitsrhe  Litteraturzeitung,  i88{.  p.  2ioetsuiv.),  puis 
parce  que,  son  jugement  avant  mûri,  il  pensait  pouvoir  corriger 
les  défauts  d'un  travail  de  jeunesse.  C'est  pourquoi,  d'accord  avec 
son  éditeur,  il  alla  à  Rome,  à  Venise,  à  Milan  el  à  Paris,  pendant 
les  années  ioo3  et  it)o4,  pour  examiner  l'interprétation  de  Guil- 
l.iunie  el  pour  recueillir  d'autres  renseignements.  Il  fut  alors 
informé  par  Hermann  Schoene  de  l'existence  <\u  manuscrit  de 
Jérusalem  coté  355  (voir  Papadopoulos  Kerameus,  Bibliothèque 
de  Jérusalem,  IV  .  p.  3ay).  D'après  les  fragments  reproduits  dans 
le  catalogue,  il  jugea  que  ce  manuscrit  se  rapportait  à  Archimède, 
et,  pendant  l'été  de  1906,  il  se  rendit  à  Conslantinople  pour  en 
faire  l'examen.  Alors,  à  son  grand  étonnement,  il  reconnut  que 
ce  manuscrit  présentait,  non  seulement  des  parties  importantes 
des  livres  sur  la  sphère  el  le  cylindre,  sur  la  mesure  du  cercle,  sur 
les  spirales,  sur  l'équivalence  «le-  surfaces  planes,  maisencore  des 
textes  nouveaux  (voir  Hermès,  XLII,  p.  238).  D'où  il  résultait 
qu'une  nouvelle  édition  des  Œuvres  d'Archimède  devenait  abso- 
lument nécessaire.  Les  textes  nouveaux  seront  publiés  dans  le 
second  Volume. 

M.  .1.  L.  Heiberg  a  fait  du  texte  grec  d'Archimède,  qu'il  donne, 
une  interprétation  latine,  qu'il  place  en  regard  du  texte  grec.  Il 
s'est  attaché  à  rendre  très  claire  chaque  phrase  de  son  travail 
entièrement  personnel,   et  a   respecter  le   style  d'Archimède  et  la 
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forme  de  ses  démonstrations,  en  remplaçant  toutefois  certains 
mots  par  les  signes  usités  en  Mathématiques.  Dans  des  notes  au 
bas  des  pages  de  l'interprétation,  il  a  suppléé  à  ce  qui  lui  parais- 
sait omis  dans  le  lexte  grec  et  donné  pins  de  précision  aux  expres- 
sions obscures.  Dans  les  livres  sur  la  sphère  et  le  cylindre,  sur  la 
mesure  du  cercle,  les  noies  de  M.  J.  L.  Heiberg  indiquent  ion t  ce 
qui  peut  être  supposé  appartenir  au  lexle  primitif  d'Archimède  ; 
il  lui  a  paru  nécessaire  d'agir  ainsi,  parce  que  ces  livres,  non 
seulement  ont  été  dépouillés  de  leur  caractère  de  dialecte  dorique, 
mais  encore,  en  plusieurs  endroits,  ont  été  modifiés  par  le  trans- 
cripteur,  qui  avait  ajouté  ce  qui  lui  semblait  nécessaire  ou  omis  ce 
qui  lui  paraissait  inutile,  qui  avait  introduit  les  noms  et  les 
expressions  scientifiques  usités  à  sou  époque.  En  outre,  M.  J.  L. 
Heiberg  a  enfermé  entre  crochets,  au  cours  du  lexle  grec,  de 
nombreuses  additions  à  ce  lexle;  et  il  a  expliqué  dans  ses  notes 
les  raisons  qui  lui  faisaient  croire  que  certains  passages  avaient 
été  supprimés  postérieurement  à  l'époque  où  vivait  Archimède. 

Dans  sa  Préface,  M.  J.  L.  Heiberg,  aux  précédentes  explications, 
en  joint  beaucoup  d'autres  qui  montrent  avec  quelle  conscience, 
quelle  érudition  et  quel  .soin  il  a  fait  le  travail  difficile  et  délicat 
qu'il  avait  entrepris.  Aussi  doit-on  considérer  sa  publication 
comme  étant  la  meilleure  et  la  plus  complète. 

Ce  premier  Volume  contient  les  matières  suivantes  : 

De  Sphaera  et  Cylindro.  Libri  II  (p.  1-229). 

Dimensio  Circuli  (p.  a3 1-243). 

De  Conoidibus  et  Spkaeroidibus  (p.  245-445)- 

P.   D.  et  En.   L. 


LOlilA  (Gino),  ord.  Professor  an  der  Universit'àt  Genua. —  Spezielle  ebene 
Kurven,  deutsche  àusgabe  von  F.  Schûtte.  1.  Uiflage,  2.  Band  :  il ie  Trans- 
cendenten  und  die  abgeleiteten  Kurven.  1  volume  in-8  île  is;  |>,iges. 
Leipzig  et  Berlin.  Teubner,  1911. 

La  première  édition  de  cri  Ouvrage  a  été  analysée  dans  le  Bul- 
letin (1  902).  J.  Tannery  a  dit  alors  qu'il  fallait  être  reconnaissant  à 
M.  Gino  Loria  de  cette  œuvre  dont  l'utilité  est  évidente  et  dont 
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l'exécution  a  été  si  soignée  et  si  heureusement  réussie.  Je  vais 
essayer  de  donner  une  idée  de  la  variété  des  questions  qui  oui  élé 
traitées  dans  le  second  Volume,  en  m'excusant  à  l'avance  de  ne 
donner  qu'une  sorte  de  catalogue  assez  long  et  qui,  pourtant, 
ne  peut  être  complet. 

La  quadralrice,  employée  par  Dinostrate  pour  la  quadrature 
du  cercle,  a   pour  équation  en  coordonnées  polaires 

o  =  a   .  —         (  a  constant  1. 
'  sinio 

C'est  un  cas  particulier  d'une  courbe  considérée  par  Chasles, 
perspective  d'une  section  plane  d'un  hélicoïde  gauche,  le  point  de 
vue  étant  pris  sur  la  section  et  le  plan  du  tableau  un  plan  directeur. 

La  courbe  inverse 

1   siniu 
'        a     tu 

est  la  perspective  d'une  hélice  circulaire. 

La  courbe  de  Cornu  est  définie  par  son  équation  naturelle 
(  relation  entre   l'aie  5  et   le   rayon  de  courbure  R) 

Hs  =  a2         (a  constant  )  ; 
on  en  déduit  la  représentation 

x  =  a  v/ti   /     cos  - —  dv,  y  —  a  \pk    I     sin  - —  dv,  s  =  a  t/np. 

«Ai  '2  •  .. 

La  cycloïde  (commune,  allongée  ou  raccourcie)  trouve  comme 
généralisation  la  cycloïde  de  Fermât 

x  =  ka{<o — sinti),         _/  =  «(!  —  cosep). 

Les  épieveloïdes,  les  hypocycloïdes  ont  comme  généralisation  les 
pseudo-cycloïdes,  courbes  réelles  qu'on  obtient  en  remplaçant, 
dans  ies  formules  donnant  la  représentation  paramétrique  de 
l'li\  pocycloïde,  les  constantes  réelles  par  des  imaginaires  convena- 
blement choisies. 

Alors  que  l'équation  naturelle  des  épieveloïdes  (et  des  hypocy- 
cloïdes) était  de  la  forme 

R*  s*_  _ 

a1         b2 
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celle  des  pseudo-cycloïdes  est  de  la  forme 
ir-      js 

-—-i-i  =  o  (a  tl  6  constants  I. 

a1        ii  ■ 

Comme  on  le  pense  bien,  les  propriétés  classiques  de  ces  courbes 
sont  exposées  et  démontrées  le  plus  simplement  possible. 

La  courbe  de  Delaunay  s'obtienl  en  faisant  rouler  sans  glisse- 
ment une  ellipse  sur  une  droite  A  et  en  considérant  le  lieu  d'un 
foyer  de  celte  ellipse.  La  surface  de  révolution  engendrée  par  la 
rotation  de  celte  courbe  autour  de  A  a  une  courbure  moyenne 
constante. 

Si  l'on  remplace  l'ellipse  par  une  parabole,  le  lieu  du  foyer  esl 
une  chaînette  el  la  surface  de  révolution  correspondante  est  une 
surface  minium. 

La  courbe  '/<■  Sturm  est  le  lieu  du  centre  d'une  ellipse  roulanl 
mu  une  droite. 

\.i  -  problèmes  inverses  conduisent  à  des  résultats  intéressants  : 
la  courbe  sur  laquelle  une  ellipse  doit  rouler  pour  que  son  centre 
décrive  une  droite  a  pour  équation 

)'  =  a  (In  I  y  j  (  a  et  /'  constants  I, 

la  courbe  correspondante  pour  l'hyperbole  esl 


S  «2-j-  /,- 


On  peut  rapprocher  de  ces  courbes  celle  qui  donne  la  forme  d  une 
corde  à  sauter 


y  =  b  sn  (  —  I  i  a.  b  constants  i. 


sn,  en,  du  désignant  les  fonctions  elliptiques  avec  la  notation  de 
Jacobi. 

La  plupart  des  courbes  qui  suivent  s'obtiennent  par  des  qua- 
dratures ou  en  intégrant  une  équation  différentielle. 

On  appelle  courbes  syntrépentes  (tositî'.v,  tourner)  deux  courbes 
(C)  et  (C)  telles  qu'on  peut  les  faire  tourner  autour  de  points  fixes 
O  et  O',  sans  qu'elles  cessent  de  rester  en  contact  el  sans  qu'elles 
glissent  l'une  sur  l'autre.  La  courbe  (G)  étanl   donnée,  ainsi  que 
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les  points  O  et  O  ,  la  courbe  (  C)  s'obtient  par  nue  quadrature. 
Si  (G)  est  une  ellipse,  O  l'un  de  ses  fo\ers.  O  un  point  fite  tel 
que  OO'  est  égale  au  grand  axe  de  l'ellipse  donnée,  on  trouve 
p C  i  une  ellipse  de  lover  O',  égale  à  (C).  La  vérification  géo- 
métrique est  simple;  cette  propriété  el  d'autres  analogues  per- 
mettent de  transformer  un  mouvement  de  rotation  uniforme  en  un 
mouvement  de  rotation  varié. 

Les  courbes  étudiées  par  Ribaucour  dans  ses  recherches  sur 
les  surfaces  mini  ma  peuvent  être  définies  par  l'équation  différen- 
tielle 

ii      -.11   i  --  i   -'  ii  constanl 

ou  par  les  formules 

r  =  m — \)a    j     -m'"  ■  !  e  efc,        y  -  -  "  -m  ,;  -  '<s        (a  et  m  constants). 

Le  rayon  de  courbure  a  pour  expression 
R  =  —  ( m  -t-  ■  )a  sin '"  -c 

On  appelle  ici  courbe  d'Euler  une  courbe  définie  par  une  rul  i- 
tion  enire  le  rayon  de  courbure  R  el  le  rayon  vecteur  p, 

R     J    - 

Son  équation  en  coordonnées  polaires  •  -i 

''  =  )  ?^^P 


p  ,/z 


p  désignant  la  distance  du  pôle  à  la  tangente. 

PourR=:o,on  trouve  une  développante  de  développante  de 
cercle   [spirale  de  Sturm). 

Les  lignes  de  Sumner  sont  les  projections,  sur  la  carte  de  Mer- 
cator,  de  petits  cercles  de  la  sphère  ('  l.  On  montre  aisément  que, 

si  l'on  note  au  même  in>laiit  l'heure  du  chr limite  et  la  hauteur 

du  Soleil,  le  lie^i  de  l'observation  est  sur  un  petit  cercle  déterminé 
de  la  sphère  :  deux  observations  de  celle  sorte  permettent  de 
trouver  la  position  du  navire. 

Voir  Greenhill,  Fonctions  elliptiques  et  applications,  p 
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L  équation  <l  une  ligue  de  Sumner  peut  être  ramenée  à  l'une  des 
formes 

ch  r,  —  m  cos£      ) 

sn  t;  = /i  sinij        >         (m,  n,  s  constants), 

I,   =   î  lOg  Cosij    ) 

;  el  /,  étanl   les  coordonnées  de  la  projection  d'un  poinl  du   petil 
cercle  de  la  sphère. 

Après  les  propriétés  classiques  el  les  applications  de  la  chaînette 
viennent  différentes  généralisations  de  cette  courbe  L'équation 
nal  urelle  de  la  chaînel  te  étant 

R  =  —  —  a  i  a  constant  I, 

a 

les  équations 

cR=<i'+s!,  R  =  a —  -r-         (a,  6,  c  constants) 

définisseni  t'alysseïde  el  la  pseudo-chaînette  ;  les  lignes 

y  —  pe"  -+■  qe    " 

se  rencontrenl  en  Mécanique;  la  chaînette  d'égale  résistances 
pour  équal  ion  nal  urelle 


La  tractrice,  courbe  aux  tangentes  égales,  esl  une  développante 

il».'  r  lui  in  et  h'. 

Les  équations 


n  =  ti  cos  if      'i  log  tang  - 


où  a  el  m  sont  constants  el  où  i  =  o,  i  ou  —  i,  représentent  une 
tractrice  (commune,  allongée  ou  raccourcie).  Les  surfaces  engen- 
drées  parées  courbes  tournanl  autour  de  leur  asymptote  servent 
de  types  (')  dans  l'élude  des  surfaces  à  courbure  lolale  négative. 

(')    Voir  Darboux,  Géométrie,  t.   III,  p.  3g3  et   suiv.). 
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La pseudo-tractrice  se  définit  par  l'équation  naturelle 

H-4-  6-=  6-<>"  (a  et  6  constants), 

qui,  pour  b  =  a,  représente  une  tractrice  commune. 

La  courbe  élastique  est  la  figure  d'équilibre  d'une  verge  élas- 
tique homogène,  primitivement  droite,  à  laquelle  on  donne  la  forme 
d'une  courbe  plane,  en  appliquant  à  ses  extrémités  des  forces  égales 
el  opposées.  Llle  peut  être  définie  par  l'équation 


a  el  e  désignant  des  constantes  et  R  le  rayon  de  courbure.  Dans 
le  cas  général  son  étude  dépend  des  fonctions  elliptiques,  pour 
a  =  o  c'est  une  courbe  de  Ribaucour. 

Après  des  indications  générales  sur  V hcrpolhodie  et  l'herpolho- 
dographe,  on  signale  le  cas  particulier 


Celte  courbe  appelée  spirale  de  Poinsot  se  présente  aussi  comme 
projection,  sur  l'équaleur,  d'une  loxodromie. 

D'autres  exemples  sont  empruntés  à  la  Physique  ;  des  indica- 
tions sont  données  sur  des  courbes  extraordinaires,  comme  celle 
de  Peano  qui  remplit  tout  l'intérieur  d'un  carré 

Un  Chapitre  est  consacré  à  des  courbes  de  Lie,  trajectoires  pour 
un  groupe  continu  de  transformation  ;  un  autre  à  ile^  courbes  dont 
l'équation  différentielle 

A*,  y,/)  =  ° 

est  entière  en  x,  y,  y'  ;  on  s'approche  ici  de  théories  très  étendues 
el   l'on  a  dû  nécessairement  se  limiter. 

Parmi  les  courbes  déduites^  je  citerai  les  développées,  dévelop- 
pantes et  leur  généralisation,  les  courbes  parallèles,  les  radiales, 
les  caustiques  par  réflexion  et  par  réfraction,  les  podaires,  les  an- 
tipodaires,  les  courbes  isoptiques,  les  courbes  équidistantes  de 
deux  courbes  données,  les  courbes  diamétrales,  la  couvhe  fibre- 
moyenne. 

Outre  une  Table  méthodique  par  chapitres,  une  Table  de  noms 
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d'auteurs,  une  Table  île  noms  de  choses  ( Sachregister),  uneTable 
renvoyant  des  figures  à  la  partie  correspondante  du  texte  rendent 
les  recherches  très  faciles. 

La  Table  (Sachregister)  a  plus  de  cinq  pages  de  trois  colonnes. 


E.  L 


\  i  o  i  i;  . 
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RELATIONS  ENTRE  LES  PARAMÈTRES  CAYLÉENS  DE  TROIS  SUBSTITU- 
TIONS ORTHOGONALES  DONT  L'UNE  EST  ÉGALE  AU  PRODUIT  DES  DEUX 
AUTRES; 

Pau   \l.   li.  EUE. 


Le  problème  à  résoudre  est  le  suivant  :  si  en  =  —  e/,i,  en  =  o 

i        ni  n  —  i  i  .  .  .        .  .  .  .... 

sont  les paramètres  par  lesquels  s  expriment  les  n-  élé- 
ments d'une  substitution  orthogonale  R  et  si  trois  telles  substi- 
tutions vérifient  :  li''  =  I v IV ' .  on  demande  d'exprimer  les  e"  de 
I  une  en  fonction  des  ee1  des  deux  autres. 

J'ai  utilisé  les  notations  symboliques  des  substitutions  linéaires 
comme  apportant  une  grande  simplification  et  surtout  comme  un 
exemple  de  l'emploi  qu'on  en  peut  faire. 

Dans  le  premier  paragraphe,  j'exprime  pour  toute  valeur  de  n 
la  substitution  T"  d'éléments  e"  en  l'onction  de  T,  T',  des  puis- 
sances de  (TT'j  et  des  sous-déterminants  diagonaux  de  |T|  et  |T'|. 
Dans  le  second  paragraphe  j'évalue,  dans  les  cas  île  n  =  2,  >, 
j.  5  el  6,  les  e"  en  fonction  des  e,  <■'  et  des  sous-déterminants  dia- 
gonaux de  |  T  |  et  l  T  |. 

I.  —  La  substitution  T"  exprimée  en  fonction  des  T.  T  et  (TT). 

1.  Notations.  Formule  :  E"  =  wE'  A  li.  —  Soient  :  T  nue  subs- 
titution alterne  ; 

en  =  —  e/ /,         c//  =  o         (l,  k  =  1 ,  2 n  < 
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ses  éléments;  U  la  substitution  unité,  destinée  à  rendre  les  équa- 
tions homogènes  et  dont  les  éléments  non  nuls  sont  ceux  de  la 
diagonale  de  sa  matrice  tous  égaux  à  l'unité;  to  une  constante 
arbitraire;  E  une  substitution  définie  par 


E  =  (o  U  -  T  = 


e.,1 


|  T  |  et  |  E  |  les  déterminants  des  substitutions  T  el  E;  T*  et  E*  les 
-.u h^tilutions  transposées  de  T  et  E  résultant  du  renversement  par 
rapport  à  la  diagonale  des  éléments  des  matrices  de  T  et  E,  et  par 

Sllile 

T*  =  —  T.  ,TT")*=TT; 

:■;,  le  mineur  correspondant  à  l'élément  en  dans  |  E|  divisé  par  ces 
déterminants;  T.  K  les  substitutions  inver-es  de  T  et  E,  c'est-à- 
dire  dont  les  éléments  sont  les  em  ;  I!  une  substitution  orthogonale; 
fik  ses  éléments.  D'après  Cayley,  on  a  entre  les  éléments  r  et  les 

n\  n  — i )  .  ,  .     ■ 
paramètres  e  les  relations 

■i         ' 

ru  =  2 «i>e//  —  i .  /•//  =  a  '-o'-ii.  ■ 

Elles  expriment   l'égalité   des   éléments  homologues    des  deux 

membres  de  légalité  entre  substitutions 

R  =  20)Ë—  U. 

Considérons  deux  autres  systèmes  de  substitutions  du  même 
type  que  celles  délinies  antérieurement,  en  les  distinguant  par  un 
ou  deux  accents,  et  supposons  vérifiée  la  relation 

li"=RR. 

Utilisons  la   valeur  de   R  précédemment    écrite,    effectuons   le 

produit,  isolons  E"  el  nous  avons 

<o  W'  =  ■>,  -..,-  Kl?  -  u>  F  L "  -  u  EU  -H  U* ; 
puis   multipliant    la    gauche   de   chaque    terme   par   E.    la  droite 


i64 

par  E',   il  vient 
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,i;|.    i;  -    ,,.,   (  -*--  tuEU-  toE'U  +  EE' 
=  (E  — toU)i  E'— (oU)-r  io'-U 
=  (o'!U  -t-TT        suit         =  A. 


En  posant 
les  éléments  de  l'>  sonl 


TT'=  B. 


/>//.  =]V  ''/,'',.  . 


et  la  matrice  de  A  est 


//.,]  IIJ-    ■+-     11..-, 


b,„ 


bnn 


On  a  ensuite  en  multipliant  parEetE 

eoË^ËAl? 

et  en  prenant  les  inverses  des  deux  membres 

io-iE"=  E'AE. 

On  obtiendra  les  e"  en  fonction  des  e,  e'  en  égalant  les  éléments 
homologues  des  deux  membres  de  cette  égalité;  mais  il  faut  au 
préalable  transformer  A  en  une  fonction  entière  des  T  et  T'  et 
dans  cette  fonction  va  se  présenter  un  facteur  algébrique  qu  il  \ 
aura  lieu  de  supprimer. 

"2.  Transformation  de   \  ;  formules: 

|A|  =  (E>5        ou        "J;(.r:  D  =  (OÂ        ou        G=w*Cj\. 

Pour  opérer  cette  transformation,  remarquons  que  les  éléments 
de  la  substitution  inverse  A(=  w2  U  +  TT')  sont,  abstraction  faite 
du  dénominateur  |A|,  les  mineurs  de  |  AI.  Ces  mineurs  développés 
suivant  les  puissances  de  oj-  sont  des  polynômes  nu  plus  de  degré 
ii  —  i  en  or,  de  telle  sorte  que  par  un  arrangement  convenable 
des  termes  La  quantité  |\|A  peut  être  égalée  à  une  somme  I'  de 
substitutions  l'>,  multipliées  pur  les  diverses  puissances  de  o>-. 
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On  aura  donc,  pour  toute  valeur  de  to-, 

|  A  |Â=  B1(u2)«-i-)-...-i-Bi(iû2)'«-'  +  ...+  B„=  P" 
d'où 

|  A  |U=  AP  =  (aj2U  +  B)P, 

en  rappelant  que  U  multiplié  par  la  quantité  algébrique  |A|  repré- 
sente une  substitution  dont  les  éléments  diagonaux  sont  les  seuls 
différents  de  zéro  et  tous  égaux  à  cette  quantité. 

Pour  déterminer  les  substitutions  B,-,  on  identifiera  les  coeffi- 
cients des  puissances  de  m-  dans  les  deux  membres  de  la  dernière 
égalité  après  avoir  développé  le  déterminant  |A|  suivant  les  puis- 
sances de  (o-. 

Or  on  sait  que,  si  l'on  représente  par  s,  la  somme  de  tous  les 
sous-déterminants  de  degré  i  de  |TT'|,  somme  égale  à  la  somme 
de  lous  les  sous-déterminants  de  même  degré  de  |  T  |  par  leurs 
homologues  de  |T'|,  on  a 

|  A  |  =  |  oj2+  TT'|  =  (  o>2  )«-+-  s,  (  co2)»-'  -h...  -w,02  )"-'-+-...  -t-s„. 

L'identification  indiquée  conduit  aux  «  -+-  i  égalités 

B,=  U,     B2-r-BB,  =  s1U B,-t-  BB,-_,  =  «,_,U,     ...,     BB„  =  s„U. 

On  en  déduit  de  proclie  en  proche  les  B,-  dont  l'expression 
générale  est 

B,  =  si-,  U  —  Si-S  B  -t-  Si-3  B2 ±.  . . ±  B'-' 

en  prenant  les  signes  +  ou  —  suivant  que  /est  impair  ou  pair. 
Par  ces  valeurs  des  B,,  P  peut  s'écrire 

P    =  [(0)2  )'<-!-+-   S|((o2y'-2  +  ...-(-*„_l]U 

-  [(w*  )«-*+*,((«)*)''-» -(-... -I-*»-ïJB±.'.. 
±(oj2-4-ii)B"-2±  B"-'. 

Il  est  i'i  remarquer  que  l'égalité  BB„  =  .s„L  est  vérifiée  identi- 
quement lorsqu'on  y  remplace  B„  par  sa  valeur  exprimée  en  fonc- 
tion des  B,  d'indices  i  inférieurs  à  n. 

Quel  que  soit  u  on  ;i 

S„=|B|  =  |T|T'| 

et  si  «  est  impair  sn  =  o  ;  dans  ce  cas,  |A|  contient  le  facteur  «oa  et 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  2°  série,  t.  WXV.  (Juinigti.)  11 
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il  en  est  alors  de  même  de  la  substitution  P;   autremeni   dit,  on  a 

B„  =  o. 

—         P 
Transportons  la  valeur  A  =  —r-r  dans  I  égalité 

E'  =  wE'ÂE; 
elle  devient 

|  A    E'  =  ioE'PE. 

11  reste  à  établir  que  cette  dernière  contient  un  facteur  commun 
à  -•  -  deux  membres  et  à  le  supprimer. 

Dans  ce  but  démontrons  que  |A|  est  un  carré  tô2  ou  le  produit 
de  ti)2  par  un  carré  Çjs  suivant  que  n  est  pair  ou  non.  Les  majus- 
cules nu  i,  représentant  des  polynômes  algébriques  du  de^ré  » 
ou  n  —  i  en  <o-\ 

Supposons,  en  effet,  [mur  un  instant,  que  T  et  ï"  soient  des 
substitutions  générales  quelconques  et  que,  par  suite,  les  racines 
(w'-)ile  l'équation  caractéristique  |  eo2  -+-  TT'|  =  o  diffèrent  entre 
elles.  Soil 

/(«/*«'/*«*/«'*/)  =  ">/ 

l'une  d'elles  avec  p/<  y£  e*/,  e'tt,  —  e'ki',  la  fonction/  pouvant  conte- 
nir tous  les  éléments  de  T  et  T'.  Rappelons  d'ailleurs  que  dans  le 
développement  de  |w2  +TT'|  n'entrent  que  les  sous-déterminants 
diagonaux  de  TT' ou  encore  qu'une  substitution  TT'  et  sa  trans- 
posée T*  T*  ont  mêmes  racines  caractéristiques.  11  en  résulte  qu'à 
la  racine  wj  en  correspond  une  autre  qu'on  obtient  en  permutant  les 
indices  /et  k  dans  la  fonction  f.  Si  T  et  T'  sont  symétriques  ou 
alternes,  ces  fonctions  sont  identiques  et  représentent  une  racine 
double   de  | A j  =  o   et    par  suite  |A|  est   un    carré,   »oii    O2,   soil 

Mais  alors  les  éléments  de  la  substitution  inverse  A  qu'on  sait 
être  formés  avec  les  mineurs  de  |A]  devront  contenir  CD  ou  Ç  en 
facteur,  mais  non  co-  qui  n'est  pas  une  racine  double  en  général. 
Il  en  sera  doue  de  même  de  la  substitution  I'  d'après  sa  définition 

au    début    de    ce    numéro   :    P  =  m  '    ^"''    ^'    '  ""    *''    ''     'l"L 
devient  la  substitution   P  lorsqu'on  y  aura  supprimé  le   facteur    B 
ou   '.  I,  on  aura  alors 


_P_  _  D  G 

"-  —  CB 


(°uX=^  =  ^i 
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d'où 

iOU  =  AD         et         to!(jU  =  AG. 

3.  Formule  définitive  :  T"  exprimé  en  TT'  e<  (TT')'.  —  Si 
l'on  substitue  ces  valeurs  de  A  clans  la  formule  primitive  du 
paragraphe  1,  E"  =  wE'AE,  on  obtient  les  suivantes  : 

(CïE"=wE'DE         (/!  pair),  (u(|'E"=E'GE         («impair). 

Les  polynômes  algébriques  (Q  et  ()'  ainsi  que  les  substitutions  D 
et  G  doivent  maintenant  être  exprimés  en  fonction  des  substitu- 
tions T,  T'  et  des  sous-déterminants  diagonaux  de  1TI,  IT'I  et  I TT' I. 
En  vue  des  applications  qui  seront  faites  ultérieurement,  je  vais 
développer  ce  calcul  d'une  façon  très  explicite. 

Les  polynômes  (0  et  (j  (les  n'l'mei  diviseurs  élémentaires  de  la 
substitution  TT')  s'obtiennent  immédiatement  en  posant 


et  en  identifiant  les  deux  membres  des  égalités 

|  A|  =  |iaS-4-TT|  =(£>*,  |uS-+-TT'|  =o>îÇ». 

En  utilisant  le  développement  de  |A|  du  paragraphe  2,  on  a 
dans  les  deu\  cas 

2<*l=  Si — 2<r3U,  —  (T;,  ...,  Z'I  —  S„, 

la  dernière  égalité  devant  être  remplacée  par 

3,i-,  =  S„-l. 

lorsque  /?  est  impair. 

Quant  aux  substitutions  D  et  G,  elles  peuvent  èlre  mises  sous 
la  forme  d'une  somme  des  puissances  de  B(  =  TT')  dont  on  déter- 
mine les  coefficients  algébriques  0  et  y  en  posant 

D  =  o)«-*U-t-  M2  tu"-4 -<-... -f-  M„,  G  =  w-  1  +  ^^-1  +  ...+  N„_,, 

et  en  identifiant  les  deux  membres  des  deux  dernières  égalités  du 
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paragraphe  précédent.  On  obtiendra  ainsi 

M,=  U,        M2-t-  BM,=  i,U,         . .   . 
U,-B\l„       =ï„       U,         BM„=7„U; 

N,=  U.         N,+  RN,=  7,U 

N„_,+  BÎN„_:,=  crn_3U,         BN„_,-^  i„_,U; 

les  dernières  de  ces  formules  étant  identiquement  vérifiées. 
L'expression  générale  de  Ai  (ou  \)  est,  par  suite, 

M,  (ou  N,)  =  <7/_,U  —  <7,-_2B  -+-  ij,_sB*±...±.B'-»> 

•      ,i         •    "  /         n—  i\ 
i  variant  de  i  a  —  (  ou  )• 

Par  ces  valeurs,  on  a 

D  =  80  U  —  8,  B  -t-  o2  B«  — . .  .±  8        B?  ~~  . 

—  i 

en  posant 

î„  =   U)"-2  +   7|  to"_  '•  --  7,  (il»—*  -(-...+  5  10-  -I-    ï 

-—S  -  —  1 

8l=  (0"_i  -t-  7|  lO"-6-!-  .  .   .  H-  3  0)2-t-7  , 

-—3  -  —2 

2„  =  —   7,  (DS-+-  7„l  =   I  ), 

3_       =  ■+■  7„  : 

-  - 1 

el 

•i  -i 

G  =  7„  U  —  v,  B  -+-  Y,  B->  — . . .  ±  y„ _  ,  Bnr , 
en  posant 

Y„=  <D»-l-t-  Il«"      ''   --7,ni'<      ■•■—  ...-r-  7,  _  .CJ-  —   7„_  ,. 

','1  =  (o»-»-)-  i,(0"-s+.  .  .-+-  <r„_5tos  -+-  7„_:j, 

;       .  ,=  -4-  7,         IU2-H   ',. 

■In-,  =  "f 

Avant  d'introduire  ces  quantités  de  D  et  G  dans  les  égalités  du 
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début  de  ce  paragraphe,  il  est  avantageux  d'y  exprimer  les  E  par 
les  T.  L'égalité  Ot)E"=  ojE'DE  devient 

uj-i  ®(u>U  +  T")  =  (ioU  -I-T')  D(i»U  +  T) 

=  u2D-t-to(T'D+  DT)  +  T'DT, 

el  en  prenant  sa  transposée 

to-i   0|  10  U  —  T")  =  (w  V  —  T  )  D*  (  ui  U  —  T') 

=  ,02D*  —  u,(D*T'-+-  TD*)-i-TD*T*'. 

Soustrayons  ces  égalités  <'ii  tenant  compte  des  suivantes  : 
T'(TT'TT'...)  ou         T'Bp=(T'TT'T...)T         ou         B*'T; 

d'où 
et  pareillement 

Le  résultat  est 

2to-<  ©T*  =  to5(  D  —  D*)  -f- 1  ojfT'D  -t-  DT  )  -+-  T'DT  —  TD*  T'. 
Mais 
T'DT  — TD*T'=  80(B*— B)  — 8i(Bï*—  B») +..  .±  8„(B»*-  B") 


TD  =  D*T 
DT  =  TD*. 


B)  l)  de  sa  transposée, 


D'autre  part,  en  soustrayant  CD  L)  =  i  o 
on  a 

o)î-D—  D*)  =  80(B*— B)  — 3L(B**  —  IÏ-)  -s-... 

el  par  suite 

cDT-=  w'(D  —  D*)-t-u,2(T'D  -t-DT). 

Un  calcul  tout  semblable  inutile  à  reproduire  conduit  à 

ÇT"=  co(G—  G*)  H-  T'G  +  GT. 


II.  —  /.es  e"  e/i  fonction  des  e,  e',  lorsque  n  =  2,   ',  .',  5  oh  6. 

4.  Cf/5  où  n  =  2,  3  ou  4  •  —  L'objet  de  ce  paragraphe  est  d'obtenir 
les  e"  en  fonction  ex plici te  des  e  et  e'.  Pour  cela  je  vais  transformer 
les  puissances  de  B(  =  TT')  en  d'autres  substitutions  dont  les  élé- 
ments seront  des  fonctions  linéaires  des  sous-déterminants  diasro- 
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naux  de  T  et  ï'.  Ce  sera  par  le  moyen  de  ces  quantités  que  seront 

exprimés  les  e" '. 

Suivant  la  parité  de  oj,  il  y  a  lieu  d'employer 

CDT"  =  «s ( D  —  D* )  -+-  <o*(  T' D  -+-  T D  '  | 

j  —  i 
D  =  V  g.  h- 


(j'T"=  ...(G  — G*  i-  TG  -+-TG* 


les  expressions  de  DGSvB  étant  tirées  du  paragraphe  précédent. 

Les   cas  simples  de   n  =  2,  3  et  4i   bien  que  reproduisant   des 
résultai    connus,  serviront  à  vérifier  la  méthode  : 


E  =  u)  U  -+-  T  = 


<'u 


A  =  ojS+TT' 


7|=   —  =—  '-'I  ■'    1 


t.J-  l'|.w     ,     .  (I 

(I  Oj''  —•[,«',    , 

|  A  |  =|  0-  -  e^e', 2  1-  =  (u!  +  ii  )-  =  CD2,        8,,=  r,         D  =  D*  =  U, 
iôT"=  tasi  T  +T') 
ou 

(  u2-   eue',  ,  |e'Ja  =  w!(ei»+  e'I2  ). 

<  lette  dernière  relation  n'est  autre  que  celle  entre  les  tangentes 
trigonométriques  de  deux  angles  et  leur  somme. 


E  = 


l'T 


tU <'(.,('  ,  .,    —    1  -,■,  I     |  —    fi    ;  (  ■    , 

e23e'13  u>2  — e!3e'23  — e,j< 


—  ei2e13 

"J-  —  l'i  ;  ''  ,    , 


(  ene\  ,   -  e28e'S3   -    6is«îi 


MÉLANGES.  171 

somme  qu'on  peut  considérer  comme   formée  par  les  produits  des 
pfaffiens  du  premier  degré  eu  de  T  et  T"  : 

s,=  n\t         |  0)2-1- TT'|  =  a>2(co*-+-  ■>.iiMi-^-n,)=  o)2(o)S-(-  a,  12  =  to'sÇ*, 

Yo  =o)2-i-Oi,         -,'!=!•         G  =  YoU  — TT',         G-"-=y„U  — T'T, 

ÇjT'  =  o>(T'T  —  TT')  +  (w«+i|)(T  +  r)-  T'TT'—  TT'T. 

En  effectuant  les  produits  lois  que  TT'T  [  =  ('TT')T]  on  vérifie 

que 

TT'T  =  <7,T         et         T'TT'=-,T', 

ce  qui  fait  disparaître  le  t,.   En  égalant  les  éléments   homologues 
de  l'égalité  ainsi  simplifiée-,  on  a 

(o)2-i-cr,)eî,j  =  o)2(elî-i-e'i2)-t-u>(ei3e'j3—  e13e'i3) 

et  deux  autres  égalités  semblables.  Elles  sont   connues  et  ont  été 
établies  par  d'autres  méthodes  ('). 

Les  paramètres  e  reçoivent  une  signification  géométrique,  si  l'on 
considère  la  relation  R"  =  R1V  comme  représentant  la  composition 
des  deux  rotations  en  une  seule.  Posons  à  cet  effet  les  trois  tri- 
plets 

A  A'  „        „  A" 

Cj  =  vj  tans  —  '  <'i  =  vi  tang  —  '  ei  =  "5  ,a«g  —         (  '  =  1  ■.  '•>->  3  ) 


Les  v  sont  alors  les  cosinus  directeurs  des  trois  arêtes  d'un 
trièdre,  et  l'on  a  écrit  a  pour  e//,- 

L'élimination  des  e  et  e  entre  ces  équations  et  celles  entre  les 
e,  e' ,  e1'  qu'on  vient  d'établir  conduit  aux  trois  relations  fonda- 
mentales de  la  trigonométrie  sphérique  entre  les  côtés  a,-  et  les 
angles  A,|:>.  d'un  triangle. 

L'égalité  R"  =  RR'  exprime  que  deux  rotations  A,  A'  autour  des 
deux  arêtes  du  trièdre  se  ramènent  à  une  seule  ■>-.  —  A."  autour  de  la 
troisième  arête. 


(  '  ,i  Darboux,   Bulletin  des  Sciences    mathématiques,  t.    \\l.   igo5,  p.  iî. 
Klein,  Das  Icosaeder,  p.  3.S. 
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n  =  4- 


10 


(fi  =  u)*- 


etl      ...      u.    | 

Si  , 

cr,  =  —  =  —  Zei   <    i, 


TIT' 


.le  désignerai  par  0  la  racine  carrée  du  déterminant  |T|,  un  pfaf- 
fien  du  deuxième  degré;  alors  cra  =  Go', 

0  =  '*;•.•''.  i  —  e  :  I  '  '  !       ~   ' 

qu'on  écrit  aussi  (i,  2,  3,    j  i 

8(,=  o>« -+-<!,,        S|  =  i;        D  =  ((o3— 7,  il  —  I! 
ou  U2u  +  M2. 
,,,   -  ôï  =la3  T'T—  TT")  t-io*[(co!-t-<i,)(T-i-T')  — T'TT'  — TTT]. 

Le  second  membre  de  cette  égalité  ue  diffère  pas  de  celui  ren- 
contré dans  le  cas  de  n  =3;  le  même  fait  va  se  présenter  pour 
n  =  ik  —  i  et  n  =  :>./>',  bien  que  le  développement  conduise  à  des 
résultats  différents. 

En  effet,  si  l'on  effectue  le  produit  TÏ'T  ou  i  TT')T,  on  trouve 
une  substitution  dont  l'élément  d'indice  //,  esl 


Mais  on  a 


lC/*+  f'<  . . .         i  '■  /'.  /./.=[.  2,    S,    i   ■ 


dV 

eU  =  TT  ; 
1        de 


si  donc  on  désigne  par  -  une  substitution  dont  les  éléments   son! 


6 


de,, 
TT'T  =  ï,T  -r-  - 
T  TT'  =  u,T— -'. 


Ces  relations   font  encore  disparaître  7,  de  l'expressi le  T", 

qui  devient 

OT'  =  to*i  T  -  T  ,  -  w»(T'T  — TT     -  u*i  -  --  -   . 
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De  là  on  déduit  les  expressions  données  par  M.  Cole  (')  des  six 
éléments  en 
iQe'îi  =  u)'(e/i+e'/^  )  -t- 10» («/,■«/*+«';/«/* — er<  >-',/.—  f;/,/,  I  —  ii>!(8e^H-8'e,y). 

5.  f«.s  0(>  /?  =  5  Ott  <i.  —  Dans  les  deux  cas  de  n  =  5  et  «  =6, 
les  formules  présentent  le  même  aspect  quant  aux  lettres  B,  ï  et  n, 
bien  que  leurs  valeurs  en  fonction  des  e  soient  différentes.  Je  les 
écris  en  mettant  ce  fait  en  évidence,  afin  d'éviter  des  redites  : 

G  =  -;„U  —  fiB  -+-  y«Bs         (=  I»  si  l'on  change  y  en  o), 
Yo=  w4  —  "iw-   -  7,(=  00),  -,'i  =  "J"-^  Ti(=  8i  '•  Y»  =  «(=8«)i 

u)[—  T,|  B  -B*)-4-  B*— B**  |-  v„iT- -T   > 

_-,,(T'B  —  TI!')  —  T'1'.î-TI',^  =  (JT"; 

dans  le    cas  de    n  =  (i,    ou    devra    changer  v  en  S  et  le    second 
membre  en  w-2 O  T"  : 


tandis  que 


Ç,'  =  toi   _  T]  „,-    __  -,, 

lÙ   =    W6  -f-  7,  (0V  -t-    -,  "/' 


Il  s'agit  de  transformer  BT,  B'-.  BJT...  en  d'autres  substitutions 
dont  les  éléments  ne  renferment  que  les  sous-déterminants  diago- 
naux de  T  ei  T'. 

En  effectuant  le  produit  TT'T  (  =  BT  ou  TB)  à  l'aide  des  élé- 
ments de  (TT)  et  T,  on  obtient  le  résultat  suivant  : 

Donnons  aux  lettre--  i,j\  /. ,  /,  m  les  valeurs  i,  a,  3,  4  ou  5  <\ 
représentons  par 


(»,  /.  /..  I) 


eue     en 

eJi.     cji 

o       e/,/ 

o 


la  racine  d'un  des  cinq   sous-déterminants  (pfafliens  du  deuxième 
ordre)  de  T  ;  l'élément  île  TT'T  d'indice  /'/'  est 

ole;y-t-  i  i.  /,  I.  m  te,,,,  —  i  i,j\  /..  m  ie/„,  +-  (  i.  j,  /.,  I)e'i;i 


dWk 

de., 


de'tj 

(  //  -  i . 


de'. 
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Si  donc  -  et  tJ  sont  des  substitutions  alternes  dont  les  éléments 
sont  les  dérivées  par  rapport  aux  e  ou  e'  de  la  somme  10^,0,.  on 

aura 

TT"T  =  ffiT-Hit,         T'TT=-,T  '—-'. 

Vtin  de  transformer  TT'TT'(=  B*),  on  effectuera  le  produit 
(TT'T)T'  =  (<TiT-+-7t)T'; 

ou  trouve  ainsi,  pour  l'élément  diagonal  d'indice  ii  de  la  substitu- 
tion -T',  la  quantité 

Y  M*-  8,-e; 


et  — 8/8)  pour  ceux  d'indice  ij. 

Si    donc    on    désigne   par  H  la    substitution  dont  les  éléments 
changés  de  signe  sonl 

e',6,    ...   8',e5  I 
o'.e,    ...    8'se3  I 

B2  =  7,  B  ■+-  se'pBpU  -t-6. 


on  aura 


Démontrons  encore  que   t2  =  — 28^8^,;  désignons  par   B,j  les 
éléments  diagonaux  de  la  substitution  B-  : 


On  a 


B„=V  bijbjt. 
V  ,  h    i,         bijbj,  i  =  2bii<*i—  B„- 


lorsque  i  reste  constant.  Faisons  i '  =  1,2,  ...,  n  et  ajoutons  les  éga- 
lités résultantes  ;  le  premier  membre  devient  le  double  des  mineurs 
du  deuxième  degré  de  B  et  l'on  a 

a*,=  4<r*  —  SBit. 
Mais,  d'après  l'expression  de  B-  qu'on  vient  d'établir. 


d'où 
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d'après  les  relations  du  paragraphe  '!.  ce  qui  établit  la  proposition. 
Celte  expression 

B!  =  7,  B  —  at  U  +  9, 

comparée  à  celle  N3  =  —  7,  B +t2  U  +  B2  du  paragraphe  3.  exige 
que  N3  =  0. 

Substituons  ces  produits  BT,  B-,  ...  dans  l'expression  de  Çj'T", 
elle  devient  : 

o)'(T  +  T')  +  a)'(T'T-TT') 

—  u>*(it  +  n')  +(o(e-8'|  +  8T-^e,T'=  (,'T'. 

En  égalant  les  éléments  homologues  des  deux  membres,  on  obtient 
les  e"  en  fonction  linéaire  des  seuls  pfaffiens  des  premier  et  deuxième 
degrés  de  |T|el  |T'|  débarrassée  des  quantités  algébriques  7. 

Lorsque  n  =  6,  on  a  à  considérer  w_,ÛQT"  dont  l'expression  en 
B  et  T  présente  le  même  aspect  que  QT"',  mais  le  développement 
des  produits  BT  et  BJ  est   moins  simple. 

Les  lettres /.y',  /. .  /,  ///,  n  pouvant  prendre  les  valeurs  de  i  à  5, 
représentons  par  (i,  /,  /> ,  /)  ou  par  H,„„  la  racine  carrée  de  I  un  des 
quinze  sous-déterminants  diagonaux  de  |T|. 

Nous  continuerons  de  désigner  par  -  une  substitution  alterne 
dont  I  élément  d'indice  il  est  cette  (bis 

(ï,  y,  k,  l  )e'/.,  -i-  I  i.  / .  /.,  m  \e kln  -+-  i  e,  /.  k,  n    r ,  ., 
-t-  (i.j,  l,  m)e'/„l-h  i  (',  /.  /.  n)e'j„   —  I  i,j,  m,  n  ic,„„. 

qu'on  peut  encore  écrire  à  l'aide  de  la  somme  des  quinze  produits 
des  pfaffiens  H  par  leurs  homologues  'j',  savoir  — ^-r — 
Un  élément  d  indice  ij  de  BT  est  alors 

rfzee' 

et  par  suite 

BT  =  -,T  —  - 

On  obtiendra  B8  en  efifectuant (TÏ'T)T'=  (u,T  +  tt)T;  par  un 
calcul  trop  long  à  reproduire,  on  trouve  que  TïT'  est  une  substitution 

dont   le  terme  diagonal  d'indice  ii  est  égal  à    7   W  diminué  île  la 
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somme  S//  des  cinq  pfafGens  '),,,  0,/,,  0,/,  0,,„,  !l,„  multipliés  par  leurs 
correspondants  accentués,  ri  donl  le  terme  d'indice  j'y  est  la  somme 
S/y  des  quatre  pfaffiens  8y*,  By/,  8y,n,  0/„  multipliés  respectivement 
par  leurs  correspondants  '}'.  Si  donc  H  est  la  substitution  d  élé- 
ments —  S//,  —  S/y,  on  aura 

B*=  î,B-t-V  09'-!-  e. 
Comme  dans  le  cas  de  //  =  5  on  a  aussi 
7.2  =  — V  08', 

car  la  somme  des  éléments  diagonaux    de  ~l     se  compose  ici  de 

6  X  10  produits  W  donl  la  somme  e-*i  \   >  Hh',  ce  qui  conduit  aux 

i .. 
expressions  trouvées  dans  le  eus  de  h   -  .">  pour  l>-,   el  pour  fj] 
qu'il  faut  remplacer  par  w   2côT'\ 

Lorsque  n  est  supérieur  à  (i,  les  foi-mules  se  compliquent  par 
l'introduction  de  pfaffiens  de  degré  plus  grand  que  deux  dans  le 
développemenl  des  puissances  de  15.  l'ai- induction  on  peut  cepen- 
dant considérer  comme  établie  la  possibilité;  de  former  a  priori 
les  polynômes  ®  ou  ()'  :  le  coefficient  de  (w-')"-'  est  la  somme  des 
pfaffiens  de  degré  i  de  |T|  el  |ï'|.  En  second  lieu,  l'expression 
de  T"  ne  contient  que  des  substitutions  sans  multiplicateur  algé- 
brique, dont  les  éléments  sont  on  les  dérivées  d'une  fonction  ou 
des  sommes  de  pfaffiens. 

Je  remarque  enfin  qu'un  système  de  paramètres  e  doit  s'exprimer 
rationnellement  et  symétriquement  en  fonction  des  deux  autres. 
On  met  cette  symétrie  en  évidence  si,  au  lieu  de  RR'=RR',  on 
écrit  RR'R"=  i  ;  d'où 


et  deux  autres  égalités  pareilles. 
Puisque 

B?=   R*"=(2CUË—  U)*=2U)IT—  U, 

il  suffira  de  permuter  les  indices  des  e"  dans  nos  formules.  On  en 
déduira  lèse  ou  les  e'  par  une  simple  permutation  des  accents. 
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C>.  Interprétation  de  R"  =  KR'en  Géométrie.  —  On  peut,  pour 
une  mulliplicité  n  quelconque,  interpréter  H"=RR'  comme  la 
composition  de  deux  mouvements  eu  un  seul. 

Je  vais  exprimer  les  e  en  fonction  des  paramètres  angulaires  qui 
définissent  ce  mouvement  ;  eu  les  substituant  dans  les  équations 
éiabl ies  précédemment  entre  les  e,  e',  e",  on  obtiendra  des  relations 
entre  ces  seuls  paramètres  angulaires,  qui  seront  la  généralisation 
des  formules  de  la  trigonométrie  sphérique  dans  la  multipli- 
cité 3. 

Dans  ce  but  transformons  E  et  R  par  la  substitution  orthogo- 
nale V.  ce  qui  revieni  à  un  changement  d'axes. 

En  substituant  r  =  \  i  .  /  =  Va:'  dans  y  =  Ex,  y  =  Rx,  ces  der- 
nières deviennent 

y  =  YHY.r'.         et        y'=\RVx'\         -"Il        y' =  Ha  . 

Les  éléments  h  de  H  sont  liés  aux  e  par  la  substitution  orthogo- 
nale d'ordre résultat  du  développement  de  \  EV  =  H  : 

,  v1 1  "'»'    v"i  L  ,       ^"1  l''"'    "*»■  I 

(l  je  /,.  //l  =  Il  }. 

A  cause  de  aw  =  E-j-E*.  on  a 

R  =  -2(oË—  U=(E  +  E*  ,Ë  -U=  E*É; 

de  E  =  VHV  on  déduit 

H  =  Yll'ÏÏY. 

La  substitution  qui  transforme  E  en  H  transforme  R  en  H*  H. 

Or  on  peut  déterminer  Y  de  façon  que  H  ne  contienne  plus  que 
les  éléments  a>  et  hp_p+,  (p  étant  impair).  Les  matrices  partielles  en 
Lesquelles  se  décomposent  les  matricesHel  HH  sont  alors  du  t\pe 
suivant  :  pour  H 

|    —  //  !  2         (0      | 


•7* 
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el  pour  H*  H 


+-  h  j  _ 

1  W  II  !  .7 


(on  ajoutera  un  élément  u  à  la  diagonale  si  n  esl  impair). 

Posons 

10  =  [ 


''/'./■+!  =  tang  ^— ! —  • 

Les  matières  partielles  de  H*  H  et   la  substitution  qui  leur  corres- 
pond deviennenl 

I  cos<pi5 — sinç>is  I  y ,,     =  xp  cos'i,, —  scp+i  sintp^  I 
I    sintp,,       cosçu   |    i-/)+,  =  .r,,  sin<?;,  h-  a^,+1  cdso,,  | 


en  ajoutant 
si  n  esl  impair. 

,/!//(—    1    \  •       ,  On  ,  . 

Les  — I  ou 1  quantités  tang  —  et   e'V   sont  les   racines    des 

équations  caractéristiques  de  T  el  R  : 

0  =  |T-H(o|  =  w»  +  m"-!S,+  io"-*E4-h...=  a(u)s-r-  tang*^) 

el 

0  =  |  R  h-  a)  |  =  to"  -+-  ta"-1  î|  +  u»-!îi+...=  D((u  -h  e'ïr  1 1  10  ■+-  t—'rp  ), 

les   S„-  représentant    les    sommes   des  déterminants  diagonaux  de 
degré  de  />'  |  T  |  ou  |  R  |. 

On  obtient  les  r/„  en  fonction  des  angles  es  en  développant  l'éga- 
lité 

R  =  VH'HV, 
ce  qui  donne 

/■//,=         2(1'/,,,        V/p-h  V/i,p->-l<>/,p+l)COS<?p 

■+-2(Vi,p+iV/p—f>/.p       v/,p+i)  sin'f/.  -+■  v„/,vn/. 
Celle  égalité  est   applicable   si  l  =  k;  on  doit  y  supposer^  im- 
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pair;  on  en  déduit  rki  en  changeant  le  signe  de  e;  le  terme  final 
n'existe  que  si  n  est  impair. 

Elle  n'est  antre  que  la  formule  dite  de  Rodrigue,  qu'on  rencontre 
lorsque  11  =  3. 

Si  y':  et  x'-  sont  les  coordonnées  d'un  point  y'  et  de  son  trans- 
formé x\  l'hypothèse  y'p  =  y't  =  o  entraîne  .r  „  =  .r/)+ ,  =  o , 
quelles  que  soient  les  valeurs  de  tpp  et  des  autres  coordonnées. 
Les  points  x'  et  y'  se  transforment  donc  l'un  en  l'autre,  lorsque 
®p  varie,   en   restant   dans  l'espace  à  /(  —  2    dimensions  commun 

;iux  espaces  x  =  o,x'p+  ,  =0;  il  existe  -  ou  — ■ —  biplans  de  ci- 
genre  suivant  que  /;  est  pair  ou  impair;  dans  ce  dernier  cas,  les 
équations  sont  satisfaites  en  annulant  toutes   les  coordonnées,  saut 

y1  =  x'„  ;  il  y  a  alors  une  droite  sur  laquelle  les  points  se  trans- 
forment en  eux-mêmes. 

Appliquons  ces  résultats  au  cas  de  n  =  4-  Il  y  a  alors  2  (  =  — ) 

biplans  à  deux  dimensions  (n  —  2  =  2),  biplans  de  glissement,  qui 
restent  fixes  dans  le  mouvement  et  deux  angles  or>,  ts34,  soit  2:5,, 
2o2  j  °u  les  obtient  par  les  racines  w(~  =  tan:;  ta,  de 

| m  -+-  T |  =  10*  —  Se//  (o2  -+-  62  =  o. 

Les  e  sont  donnés  par  les  égalités  du  début  de  ce  paragraphe 
En  vue  de  la  symétrie,  nous  v  remplacerons  les  six  e//,  par 
a(i  =  1 ,  2,  ...,  6),  les  h\  par  to< ,  m2  et  leurs  coefficients  par  y?,,  q,  ; 
alors 

Les/;»,,  r//  sont  les  paramètres  des  biplans  l>  et  Q  communs  aux 
espaces 

La  substitution  V  étanl  orthogonale,  on  a 

S/»J=Sgrf  =  1,  ■S.piqi=o,         /■,  =  >/:   i, 

d'où 

S /■>,•/';    ,  =  0; 

elles  yD,-,  cy,  ne  dépendent  que  de  quatre  paramètres. 

A  K'  et  Et"  correspondent  des  e,  <■->.  /'.  7  accentués.  Les  six  relations 
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en i re  les  e,  e',  e"  ne  dépendront  donc  que  des  six  angles  o  (analogues 
aux  angles  dièdres  d'un  irièdre  lorsque  n  =  3)  et  des  3x4  para- 
mètres relatifs  aux p  et  q.  Mais  introduisons  les  six  nouveaux  para- 
mètres définis  par  des  égalités  telles  que 

-/'./'/(=  s?<?/)       soii        =(pp'),    ipp")-    (p'p°) 

•£,piq'i(=J.qip'i)         soil  =(pq'h     (/>?"),     (/>'?") 

(analogues  aux  cosinus  des  angles  plans  d'un  trièdre).  Ils  suffisent 
pour  éliminer  les  p  et  q  des  six  relations  entre  les  e,  e',  e"  el  leurs 
substituer  six  .mires  fondamentales  en  Ire  les  douze  angles  du  qua- 
drièdre.  *  ht  aura  par  exemple 

0,1  /./-"  >  —  '•>,   /<</'  l  | 
=  co2  f(o,-i-  uii(pp')  -+■  oii(pq')]  -  a>i«o2[tOi(jD9')  +  w,(///-)J  —  a/, 

el  une  .mire  en  permutant  m,  el  w2  ; 
d'autre  part 

iC1  =  io '•-(-  t,  (•)'-  —  OT,         —  7,  =  le,ej •=  (tu,  -+-  (o,  )  i  'o,  h-  (■/,  I  (  /y  I, 
09'=  - 

(liions  encore,    connue    très   simple,   celle    tirée  de   la    relation 
entre  déterminants 

"l'^l    -_|A,  =  ^, 


|E"| 

déduite  elle-même  de 

E"=  toE'ÂE, 

car,  si  (0=  1 ,  les  |  E  |  sonl 

'■>'-  —  (i)j    I  i   U)s  —  <•>';   l  =    ><■(-  (pt  S 


COMPTES  KEN  DUS  ET  ANALYSES. 
COMITES    RENDUS    ET    \NALYSES. 


I)'  SOMMER  (.1.).  —  Introduction  a  la  théorie  des  .nombres  algébriques. 
Édition  française;  Iraduit  de  l'allemand  par  A.  Lévy,  avec  préface  de 
/.  Hadamard.  i  volume  in-8,  x-376  pages.  Paris,  Hermann  et  fils,  1911. 

Dans  ses  lettres  à  Jacobi,  Hermite  se  plaint  beaucoup  que  son 
ignorance  de  la  langue  allemande  le  force  à  rester  étranger  aux 
travaux  que  publiait  alors  M.  Ruminer  sur  les  nombres  complexes. 
Il  souhaitait  de  trouver  un  traducteur  pour  pouvoir  faire  paraître 
en  fiançais  une  partie  des  Mémoires  du  savant  géomètre  allemand. 
A  ma  connaissance,  son  espoir  ne  fut  pas  réalisé,  et  c'est  seule- 
ment 3o  ans  plus  lard  que  M.  Dedekind  publia,  dans  ce  Bulle- 
lin,  un  exposé  remarquable  de  sa  théorie  des  modules  et  des 
idéaux,  qui,  tout  en  donnant  une  interprétation  aux  nombres 
idéaux  de  Ruminer,  permettait  d'étendre  leur  introduction  aux 
corps  algébriques  quelconques.  Cet  article  n'eut  pas  de  suite  el, 
jusqu'à  une  date  récente,  il  n'v  cul  sur  ces  théories  aucune  publi- 
cation systématique  en  langue  française.  Ainsi  que  le  fait  remar- 
quer M.  Hadamard  dans  la  préface  du  Livre  de  M.  Sommer,  il  ne 
semble  pas  que,  depuis  4o  ans,  les  géomètres  fiançais  aient  été 
beaucoup  attirés  par  cette  partie  de  la  science  des  nombres  dont 
pourtant  Galois  et  Hermite  peuvent  être  considérés,  à  juste  titre, 
comme  des  fondateurs.  En  Allemagne,  au  contraire,  la  théorie  des 
corps  et  des  idéaux,  exposée  à  des  points  de  vue  différents  par 
Ruminer,  Dedekind,  Rronecker  el  tout  récemment  par  M.  Hensel, 
a  donné  lieu  à  un  nombre  considérable  de  travaux  et,  en  i8q5, 
M.  Hilberl  pouvait  publier  sur  l'état  de  ces  questions  un  volumineux 
rapport  de  4oo  pages  (Jahresberic/it  der  deuslchen  mat.  Ver.). 
Grâce  à  M.  Lévy,  la  littérature  mathématique  française  s'enrichira 
bientôt  de  la  traduction  intégrale  de  ce  rapport  (en  cours  de  publi- 
cation dans  les  Annales  de  la  Faculté  de  Toulouse).  Comme  intro- 
duction à  l'élude  de  ce  travail,  peut-être  trop  condensé  pour  un 
lecteur  non  initié,  M.  Lévy  a  tenu  à  publier  au  préalable  une 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  2°  série,  t.  XXXV.  (Juillet  191 1.)  12 
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traduction  d'un  Livre  plus  élémentaire  sur  les  nombres  algébriques, 
et  il  a  laii  choix  du  Livre  de  M.  Sommer.  Mon  regretté  Maître, 
M.  J.  Tannery,  a  déjà  rendu  compte  ici  même  de  l'édition  allemande 
de  ce  Traité,  .le  me  contenterai  donc  d'en  rappeler  les  principales 
di\  isions. 

Un  court  exposé  est  d'abord  consacré  aux  propositions  élémen- 
taires de  la  tbéorie  des  nombres  (tbéorème  de  Fermai,  propriétés 
des  congruences).  Le  Cbapitre  II  traite  des  corps  quadra- 
tiques :  en  se  servant  de  la  forme  simple  des  entiers  de  ce  corps 
/  ,     i —  a  -h  b  Jin  \     , ,  ....  i-i 

\a-\-b  y  m  ou b  I  auteur  évite  I  emploi  des  propositions 

générales  sur  les  corps  el  la  divisibilité  des  polynômes.  Il  établit, 
de  lai  un  relativement  simple,  le  «  tbéorème  fondamental  »  sur  la 
décomposition  en  facteurs  de  la  norme  d'un  idéal.  Il  semble  cepen- 
dant que,  par  une  légère  modification  île  cette  démonstration, 
donnée  par  M.  Hilbert  dans  son  cours  de  1 897-1  898,  on  aurait  pu 
éviter  la  considération  de  différents  cas  et  se  rapprocher  plus  de 
la  démonstration  du  même  théorème  donnée  par  M.  Hilbert 
pour  les  corps  de  Galois.  La  répartition  des  idéaux  en  classes, 
qui,  dans  le  cas  particulier  des  corps  quadratiques,  peut  être 
établie  au  moyen  de  théories  d'IIermite  sur  la  réduction  des 
formes,  est  déduite  dans  ce  Chapitre  du  tbéorème  général  de 
M.  Minkovvski  sur  les  systèmes  de  formes  linéaires.  On  a  ainsi  l'avan- 
tage  d'avoir  une  démonstration  qui  s'étend  aux  corps  quelconques, 
mais  par  contre  on  obtient  un  procédé  beaucoup  moins  pratique 
pour  la  recherche  systématique  des  classes  d'idéaux.  La  même 
remarque  s'applique  à  la  théorie  des  unités  qui  est  basée  sur  le 
même  théorème.  Le  Chapitre  se  termine  par  un  exposé  succinct  de 
la  théorie  du  symbole  d' Hilbert  pour  les  restes  normiques,  el 
de  son  application  à  la  répartition  des  classes  en  genres  ou  espèces 
et  par  quelques  mots  sur  ces  systèmes  d'entiers  algébriques  que 
Dedekind  avait  appelé  primitivement  ordres  et  qui  depuis  ont  reçu 
des  appellations  si  diverses  [Ring,  Zahlring,  Zahlslrahl,  etc.; 
M.  Lévy  les  désigne  sous  le  nom  d'anneaux). 

Sous  le  litre  Applications  des  corps  quadratiques,  le  troi- 
sième Chapitre  renferme  des  théories  assez  différentes.  D'abord 
quelques-unes  des  recherches  anciennes  cl  récentes  sur  le  «  dernier 
théorème  de  Fermai  »  qui,  comme  on  sait,  fui  le  point  de  départ 
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des  théories  de  K.ummer.  l'uis  un  aperçu  des  relations  entre  la 
théorie  des  corps  el  celle  des  (ormes  quadratiques,  et  enfin 
quelques  représentai  ions  géométriques  des  idéaux,  d'après  des  idées 
de  Gauss  et  Lejeune-Dirichlet,  reprises  plus  tard  par  M.  Klein. 

Dans  le  Chapitre  IV  consacré  aux  nombres  du  troisième  degré, 
l'auteur  esquisse  en  réalité  la  théorie  générale  des  corps.  On  y 
trouve  d'ailleurs  peu  d'exemples  et,  à  part,  deux  paragraphes 
consacrés,  l'un  (n"42)au  calcul  des  bases  du  corps  K(2r),  l'autre 
(n"  i6)  au  calcul  des  idéaux   premiers  du  même  corps,  la  plupart 

des    résultats   peuvent  s'étendre   aux    corps    du    //"' ordre.    La 

démonstration  du  théorème  fondamental  (un  idéal  divise  toujours 
un  idéal  principal)  est  donné,  d'après  Hurwitz,  comme  conséquence 
de  la  répartition  des  idéaux  en  un  nombre  fini  de  classes. 

D'après  Kumnier,  l'auteur  avait  établi,  dans  le  Chapitre  11,  la  loi 
de  réciprocité'  de  Legendre  et  Gauss  en  se  servant  des  propriétés 
du  corps  quadratique.  C'est  en  cherchant  à  étendre  ce  mode  de 
démonstration  à  la  loi  de  réciprocité  pour  des  entiers  complexes 
quadratiques  (pie  M.  Hilbert  a  été  amené  à  définir  les  corps  qua- 
dratiques relatifs  formés  des  nombres  a  -f-  j3  yV  [a  et  [ï  étant  des 
nombres  quelconques  et  ;jl  un  nombre  déterminé  du  corps 
K(\/w)].  Le  dernier  Chapitre  du  livre  de  M.  Sommer  est  con- 
sacré à  l'exposition  de  la  théorie  de  ces  corps  et  d'un  certain 
nombre  des  résultats  de  M.  Hilbert. 

Enlin  le  livre  se  termine  par  une  courte  bibliographie  des 
Ouvrages  renfermant  des  données  numériques  et  par  quelques 
Tables  donnant,  pour  les  valeurs  de  m  comprises  entre  —  97  et  loi  : 
la  base  du  corps,  l'unité  londainentale  (pour  m  positif),  les 
classes  d'idéaux,  les  genres  et  les  systèmes  de  caractères.  Au  sujet 
de  ces  Tables,  je  me  permettrai  une  légère  critique  qui  est  d'ail- 
leurs la  seule  que  j'aie  à  formuler.  Les  idéaux  indiqués  comme 
représentants  des  classes  ne  sont  pas  toujours  les  plus  simples 
possible.-.  ;  ainsi  dans  le  corps  K  (y  —  5.l),  au  heu  de  l'idéal 
(9,  1  — y —  bi)  pour  représenter  la  classe  .)  ' ,  on  aurait  pu  indi- 
quer l'idéal  (t>,  ô  +  y/ —  53). 

Il  y  a  lieu  de  signaler  tout  spécialement  le  mérite  du  traduc- 
teur. M.  Lévy  avait  à  surmonter  de  véritables  difficultés,  à  cause 
de  l'absence  totale  d'ouvrages  et  même  de  notations  françaises  sur 
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ce  sujet.  Il  a  sa  mettre  en  un  français  élégant  et  correct  la  pensée 
de  l'auteur  allemand,  et  c'est  un  véritable  plaisir  de  lire  cette  tra- 
duction, même  pour  un  lecteur  de  l'édition  originale. 

A.  Chatelet. 


TANNERY  (J.).  —  Leçons  d'Arithmétique  théorique  et  pratique  ('). 
Sixième  édition  i  volume  in-8,  xvi-545  pages,  Paris,  Armand  Colin, 
1911. 

«  J'ai  essayé  de  faire  un  Livre  d'enseignement  qui  puisse  servir 
à  ceux  qui  commencent  leurs  études  mathématiques  et  à  ceux  qui 
les  poursuivent,  qui  soit  très  élémentaire  au  début...  et  qui,  à  la  fin, 
touclie  à  des  sujets  d'ordre  assez  élevé.  »  C'est  ainsi  que  J.  Tannery 
définit,  au  début  de  sa  préface,  l'esprit  de  ce  Livre.  Est-il  besoin 
d'ajouter  que  la  partie  élémentaire  est  rédigée  avec  l'admirable 
conscience  que  l'auteur  mettait  à  tout  ce  qu'il  faisait,  et  qu'il  ne 
s'est  pas  contenté  de  toucher  à  des  sujets  d'ordre  élevé?  On 
trouvera  là  un  premier  exposé  des  principes  qui  permettent  de 
construire  l'analyse  avec  la  notion  de  nombres  entiers,  une  défi- 
nition précise  de  la  correspondance  entre  les  grandeurs  et  les 
nombres,  les  éléments  de  la  théorie  des  nombres  «  assez  déve- 
loppés pour  que  le  lecteur  puisse  soupçonner  que  la  théorie  des 
nombres  est  une  véritable  science,  non  un  recueil  de  théorèmes 
isolés,  plus  ou  moins  curieux  ». 

Dans  ce  compte  rendu  trop  sommaire,  je  ne  pourrai  donner  que 
quelques  indications  sur  la  partie  élémentaire  qui,  cependant, 
occupe  les  4oo  premières  pages  du  Livre. 

d.  Les  définitions  et  les  propriétés  essentielles  des  opérations 
sur  les  nombres  entiers  sont  présentées  indépendamment  de  la 
manière  d'effectuer  ces   opérations  et  de  la  numération  décimale. 

On  cherche  d'abord  à  rattacher  ces  notions  à  des  expériences 
familières,  en  raisonnant  sur  des  collections  d'objets  représentés 


(')  Ce  Livre  (ait  partie  d'un   Cours  complet  pour  la   classe  de  Mathématiques 
A,  B,  publié  sous  la  direction  de  M.  G.  Darboux. 
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par  des  points;  mais  cette  introduction  est  suivie  d'un  exposé 
substantiel  de  généralités  sur  les  opérations  où  l'ordre  le  plus 
logique  est  indicpié  avec  précision  :  les  propriétés  des  sommes 
algébriques  qui  par  leur  nature  font  partie  d'un  cours  d'Arithmé- 
tique sont  expliquées  dès  le  début;  mais  on  a  pris  soin  de  n'en 
parler  que  dans  les  parties  du  Livre,  imprimées  en  petits  carac- 
tères, qui  peuvent  être  considérées  comme  des  compléments. 

La  notion  de  fraction  est  rattachée  à  celle  de  mesure  et  de 
rapport  d'où  elle  tire  son  origine;  les  opérations  sur  les  fractions 
se  comprennent  mieux  si  l'on  en  voit  de  suite  l'application  aux 
changements  d'unités  dans  la  mesure  des  grandeurs.  Mais  l'auteur 
pense  qu'il  convient  ensuite  de  détacher  la  notion  de  fraction  de 
son  origine  concrète,  de  montrer  qu'une  fraction  peut  être 
regardée  comme  un  couple  de  nombres  entiers  donnés  dans  un 
ordre  déterminé  et  que  la  théorie  des  opérations  sur  les  fractions 
peut  être  envisagée  de  ce  point  de  vue. 

2.  Après  des  indications  détaillées  sur  les  calculs  approchés, 
•  des  exemples  traités  en  détail  (p.  270-311)  et  l'explication,  sou- 
vent répétée,  que  ces  calculs  suffisent  toujours  dans  la  pratique, 
l'auteur  commence  la  partie  complémentaire  du  Livre  en  introdui- 
sant les  nombres  irrationnels.  11  adopte  l'idée  fondamentale  de 
M.  Dedekind  qui  consiste  à  définir  chaque  nombre  irrationnel  en 
disant  quels  sont  les  nombres  rationnels  qui  sont  plus  petits  ou 
plus  grands  que  lui. 

L'introduction  des  ensembles  des  bornes  et  des  éléments  d'ac- 
cumulation d'un  ensemble  ne  demande  ensuite  que  cinq  pages  et 
il  est  alors  facile  de  donner  la  condition  de  convergence  de  suites 
infinies,  telles  qu'elles  se  présenteront  dans  l'étude  des  séries  et  à 
propos  de  la  définition  des  intégrales  (sans  qu'il  soit  question, 
ici,  ni  de  séries  ni  d'intégrales). 

3.  «  Maintenant  que  la  notion  de  nombre  entier,  fractionnaire 
ou  irrationnel  est  élucidée,  que  les  opérations  sur  ces  nombres 
sont  précisées,  on  va  regarder  le  nombre  abstrait  comme  un  ins- 
trument donné  et  connu,  chercher  quel  parti  on  peut  en  tirer  pour 
t  étude  des  grandeurs.  »  L'auteur  indique  dans  sa  préface  que 
M.    Darboux  l'avait  engagé  à  tirer  ce  qu'on   pouvait   de  la  vieille 
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définition,  une  grandeur  est  tout  ce  qui  est  susceptible  d'aug- 
mentation et  de  diminution.  Il  définit  d'abord  une  correspon- 
dance entre  les  états  d'une  grandeur  et  les  nombres,  telle  que  la 
grandeur  pourra  être  regardée  comme  numériquement  connue, 
pourvu  qu'on  sache  bien  comment  cette  correspondance  a  été  éta- 
blie el  qu'on  ail  considéré,  en  vue  de  les  numéroter,  des  états 
assez  voisins  pour  être  à  peine  distincts.  <  )eci  ne  suppose  que  les 
notions  d'égalité  el  d'inégalité  et  pourra,  par  exemple,  s'appliquer 
aux  températures.  Il  faut  d'ailleurs  s'assurer  que  les  définitions 
physiques  de  L'égalité  ou  de  l'inégalité  satisfont  aux  conditions 
vérifiées  d'elles-mêmes  quand  il  s'agit  de  nombres  el  qui  ne  sont 
plus  du  tout  évidentes  quand  il  s'agit  d'expériences  possibles;  par 
exemple,  les  égalités  A  =  B,  B  =  C  ont  pour  conséquence  l'éga- 
lité A  =  G.  Quand  il  s'agit  de  températures,  «  cette  proposition 
exprime  que,  si  une  barre  de  fer  plongée  dans  de  l'eau  ou  dans  de 
l'huile  est  en  équilibre  thermique  avec  chacun  de  ces  liquides, 
celle  eau  el  cette  huile,  placées  dans  le  même  récipient,  seront 
aussi  en  équilibre  thermique  ».  (Remarque  de  Maxwell,  citée  par 
,1.  IV.hkix,  Traité  de  Chimie  physique,  t.  I,  p.  <>o). 

Pour  certaines  grandeurs,  outre  la  notion  d'égalité,  on  a  la  no- 
lion  d'addition  ;  on  peul  alors  définir  un  mode  de  graduation  de  la 
grandeur  tel  qu'à  la  somme  de  deux  grandeurs  de  l'espèce  consi- 
dérée corresponde  la  somme  des  nombres  qui  correspondent  à  ces 
deux  grandeurs.  <  'n  retombe  alors  sur  Le  cas  le  plus  ordinairement 
considéré  ;  mais  II  convenait  d'expliquer  commenl  la  notion  de 
nombre  s'applique  utilement  à  d'autres  grandeurs. 

i.  Le  dernier  Chapitre  (p.  i  N  -  -  Ti  j  i  |  esl  consacré  aux  éléments 
de  la  théorie  des  nombres.  Il  débute  par  l'étude  classique  «les  con- 
gruenees  du  premier  degré,  le  théorème  de  fermai  et  celui  de 
Wilson. 

La  théorie  des  restes  quadratiques  est  présentée  d'une  façon  liés 
simple  sur  laquelle  je  don  lierai  une  courte  indication. 

On  sait  que,  si  l'on  considère  la  congruence 

ar*=D         (mod/j), 

où  />  est  un  nombre  premier  impair,  les  nombres  I)  non  divisibles 
par/*  pour  lesquels  cette  congruence  est  possible  s'appellent  restes 
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quadratiques  de  p,  le*  nombres  pour  lesquels  cette  congruence 
esl  impossible  s'appellent  non-restes  quadratiques  de  p. 

Il  n'y  a  aucune  difficulté  à  déterminer  les  nombres  D  qui  sont 
restes  quadratiques  dep;  mais  le  problème  inverse  (étant  donné 
un  nombre  D  reconnaître  quels  sont  les  nombres  premiers  impairs 
dont  D  est  reste  quadratique  on  ceu\  pour  lesquels  D  est  non- 
reste)  est  beaucoup  plus  difficile.  Sa  solution  repose  sur  le  théo- 
rème connu  sous  le  nom  de  loi  de  réciprocité  des  restes,  théorème 
que  Gauss  appelait  théorème  fondamental  pour  celle  théorie  des 
restes.  La  démonstration  donnée  ici  repose  ^nr  L'emploi  du  symbole 
de  Legcndre,  généralisé  par  Jacobi,  puis  transformé  par  Scbering 
et  Kronecker.  En  supposant  que  p  est  un  nombre  positif  impair 
et  que  D  est  un  nombre  entier  premier  kp,  on  désigne  parle  sym- 
bole ( —  )  l'unité  affectée  du  signe  +  ou  du  signe — -,  suivant  que 
les  restes  minima  négatifs  (mod/?)  fournis  par  la  suite 

D,     2D,      3D ^-^i-D 

1 

sont  en  nombre  pair  ou  impair. 

On  démontre  que,  si  p  et  cj  sont  des  nombres  positifs  impairs 
premiers  entre  eux,  on  a 


§)(!)=<->•' 


C'est  dans  cette  égalité,  lorsque  p  et  q  sont  premiers,  que  consiste 
la  loi  de  réciprocité  d'Euler  et  de  Legendre. 

Le  Chapitre  se  termine  par  des  généralités  sur  les  congruences  à 
une  inconnue  de  degré  quelconque,  les  restes  de  puissances  pour 
un  exposant  entier  quelconque,  la  définition  des  racines  primitives 
et  des  indices. 

Une  Table  fait  connaître,  pour  les  nombres  premiers  inférieurs 
à    100,  une  racine  primitive  et  les  indices. 

o.  Des  exercices  nombreux  (3 1 9  exactement)  sont  choisis  de 
façon  à  donner  des  aperçus  soit  sur  les  applications,  soit  sur  les 
parties  plus  élevées  de  la  Science. 
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Préparer  le  lecteur  à  ce  qu'il  apprendra  plus  tard,  c'est,  la  préoc- 
cupation qu'on  trouve  constamment  clans  ce  Livre.  On  verra  avec 
quelle  perfection  cette  intention  a  été  réalisée. 

E.   Lacour. 


POINCARÉ  (H.).  —  Leçons  de  Mécanique  céleste  professées  \  la  Son  bonne. 
Tome  II!  :  Théorie  des  marées,  rédigée  par  E.  Fichot.  469  pages, 
?.  planches. 

Ce  Tome  III,  ressemblant  en  cela  à  ses  deux  aînés,  n'a  pas  été 
conçu  pour  l'application  pratique  immédiate  ;  mais  il  montre 
clairement  les  difficultés  qu'offre  le  problème  des  marées,  dans 
quelles  directions  se  sont  exercés  les  efforts  des  chercheurs  pour 
s'évader  de  ce  réseau  inextricable,  sans  qu'ils  y  soient  parvenus,  et 
enfin  il  propose  une  solution  du  problème,  qui  est  théoriquement 
satisfaisante,   et  ouvre   ainsi   une  voie    nouvelle   vers   la  solution. 

Sur  les  469  pages  de  l'Ouvrage,  3o3  sont  consacrées  à  la  théorie 
générale  des  marées,  74  à  'a  synthèse  des  observations.  Les 
autres  Chapitres  traitent  succinctement  des  méthodes  pratiques  de 
prédiction  des  marées  (analyse  harmonique  et  théorie  de  Laplace), 
des  marées  fluviales,  des  marées  du  novau  interne  et  de  l'influence 
des  marées  sur  la  rotation  et  le  mouvement  des  corps  célestes. 
Ces  questions  n'ont  pas  été  très  développées,  soit  parce  qu'elles 
font  l'objet  de  traités  spéciaux,  soit  parce  qu'elles  doivent  rece- 
voir ultérieurement  des  développements  plus  complets  dans  les 
leçons  de  Mécanique  céleste.  Aussi  parlerons-noi^  spécialement 
de  la  théorie  générale  des  marées  et  de  la  svnthèse  des  obser- 
vations. 

Les  marées  sont  de  petites  oscillations  de  l'Océan  autour  de  sa 
position  d'équilibre  relatif  ;  c'est  pourquoi  l'Ouvrage  débute  par 
une  étude  générale  de  tels  petits  mouvemeuts  pour  un  système 
mécanique  à  un  nombre  fini  de  paramètres. 

Soient  </,,  q2,  •••!  </«  le*  paramètres  qui  déterminenl  la  confi- 
guration du  système  ;  en  considérant  les  q  et  les  q'  comme  des 
infiniment  petits  de  même  ordre,  et  ne  gardant  dans  les  équations 
de  Lagrange  que  les  termes  du  premier  ordre,   on  trouve  n  équa- 
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lions  qui  suffisent  à  déterminer  le  mouvement  : 


(a,"jiiq"i->r  a'ikq'j-\- aucqi)  =  Oi  (k  =  i,l,   ...,n;    i=l,  2,   ...,«)• 


1 

l, 

Les  a,  a,  a"  sont  des  constantes  qui  dépendent  du  système  méca- 
nique considéré,  et  les  Q  sont  les  composantes  de  la  force  exté- 
rieure. 

Si  la  force  extérieure  est  nulle,  les  Q  sont  nuls;  on  a  alors  les 
oscillations  propres  du  système,  dont  les  périodes  sont  données 
par  une  équation  qui  joue  un  rôle  fondamental  :  A  (X)  =  o.  A  est 
un  déterminant  dont  le  terme  général  est 

C,/.-  =  a",/.!-  -+-  a'u . X  -+-  a,/.. 

Si  l'équilibre  est  stable,  les  racines  de  A  (X)  =  o  sont  purement 

imaginaires,  et  l'oscillation  propre  correspondant  à  la  racine  Xy  est 

de  la  forme 

?t7=ayeV         (£  =  1,2,  . ..,  n). 

Si  la  force  extérieure  n'est  pas  nulle,  on  peut  la  décomposer  en 
composantes  isocbrones  et  considérer  chaque  composante  séparé- 
ment, c'est-à-dire  prendre 

Q,=  K,e>', 

X  purement  imaginaire,  les  K  constants. 
Il  existe  alors  une  oscillation  de  la  forme 

q,=  £,«!' 

qui  est  Voscillation  contrainte. 

Le  principe  des  forces  vives  permet  d'exprimer  l'oscillation 
contrainte  au  inoven  des  oscillations  propres  et  montre  ainsi  que, 
si  A  est  voisin  de  Xy,  il  se  produira  un  phénomène  de  réso- 
nance. 

L'Océan  est  un  système  qui  admet  deux  sortes  de  paramètres, 
son  énergie  potentielle  ne  dépend  que  des  cja,  qui  déterminent  la 
forme  delà  surface  ;  les  q/,  déterminent  la  position  des  molécules 
à  l'intérieur.  Une  élude  spéciale  de  tels  systèmes  montre  que,  si  la 
Jorce  extérieure  est  constante,  il  y  aura  deux  sortes  de  maires 
statiques,  c'est-à-dire  de  petits  mouvements,  tels  que  les  q„  soient 
constants  :  pour  la  première  sorte,  tous  les  q  sont  constants;  pour 
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la  seconde  sorte,  le~  qt,  ne  sont  pas  constants  :  il  y  aura  donc  des 
courants  intérieurs.  C'est  M.  Hough  qui  ,i  introduit  les  marées 
statiques  de  seconde  sorte  que  n'avait  pas  considérées  Laplace. 

Il  faut  maintenant  calculer  pour  l'Océan  toutes  les  quantités 
entrant  dans  la  théorie  précédente;  elles  se  présentent  sous  forme 
d'intégrales;  les  forces  extérieures,  attraction  de  la  Lune  et  du 
Soleil,  se  décomposent  en  forces  isochrones  :  d'où  les  diverses 
marées  diurnes,  semi-diurnes  et  à  longue  période.  Ces  dernières 
s'étudient  facilement  comme  application  immédiate,  en  les 
considérant  comme  des  marées  statiques  de  première  sorte. 

Quant  aux  marées  à  courte  période  ou  marées  <I\  namiques,  il 
en  va  tout  autrement.  On  peut  seulement  conclure  de  la  théorie 
précédente  que,  si  la  force  extérieure  est  proportionnelle  à  e".  il 
en  sera  de  même  de  tous  les  paramètres  de  l'Océan.  Pour  avoir 
des  renseignements  plus  précis,  il  faut  recourir  aux  équations  de 
l'Hydrodynamique.  Fort  heureusement,  elles  sont  plus  simples  ici 
que  dans  le  cas  général,  parce  que  les  déplacements  des  molécules 
sont  petits. 

M.  Poincaré  étahlit  les  équations  des  marées  d'abord,  en  négli- 
geant  la  courbure  de  la  Terre  et  sa  rotation,  c'est-à-dire  étudie  les 
oscillations  d'un  liquide  pesant  dans  un  vase.  Ce  problème  se 
ramène  à  la  détermination  d'une  fonction  harmonique  dans  le 
vase  o;  les  conditions  à  la  limite  sont  les  suivantes  :  sur  les   parois 

du  vase,  déplacement  normal  nul.  -^-  =o\  à  la  surface,  pression 


-f.  -  '■  el'  =  °> 


(le''  représente  la  force  extérieure.  C'est  sur  cet  exemple  qu  on 
voit  nettement  la  simplification  du  problème  si  l'on  suppose 
la  profondeur  infiniment  petite  :  la  recherche  de  la  fonc- 
tion »(x,y,  z)  peut  se  ramener  à  la  recherche  d'une  fonction  de 
deux  variables  seulement.  Or  on  peut  toujours  considérer  la  mer 
comme  infiniment  peu  profonde  (par  rapport  aux  longueurs 
d'onde  des  ondes  de  marée),  et  l'on  n'aura  à  trouver  qu'une  fonction 
de  deux  variables. 

Supposons  qu'on  ait  fait  une  Carte  de  la  Terre,  c  esl-à-dire  une 
représentation  conforme   sur  un  plan;  soit  /.  le  rapport  de  simili- 
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tude  de  deux  éléments  d'arc  correspondants  sur  la  sphère  et  sur  la 
Carie. 

Soit  C(.r, j')e'r  la  force  extérieure.  L'étude  des  marées  revient 
alors  au  problème  d'analyse  suivant  :  il  faut  trouver  deux 
fonctions  » (x,  y)  et  Ç(x,y)  satisfaisant  aux  équations 


dx  \      dx]       dy\      dy j        <Hx,y) 

gi  =  x*<?  — n'—  c, 


où  II"  est  le  potentiel  d'une  couche  sphérique  de  densité^;  de  plus, 
H  étant  la  colatilude,  h  la  profondeur  de  la  mer  et  w  la  rotation  de 
la  Terre,  on  a 

\"-]i  ,         awcosO  , 


/'.  =  ,- 


),s  +  \'m-  cos-6 


h,: 


) 


De  plus,  sur  la  côte,  si  la  profondeur  est  nulle,  o  doit  rester  fini, 
et,  si  la  côte  est  à  pic,  on  doit  avoir 


do 
17i 


!io  cosÔ  do 
~~ X        dï 


Ce  problème  étant  résolu,  la  hauteur  de  la  marée  sera  ~<"'.  Si 
la  force  extérieure  est  nulle,  C  =  o;  A  est  alors  une  inconnue,  el 
l'on  aura  les  oscillations  propres. 

Si  l'on  néglige  la  courbure  de  la  Terre  et  sa  rotation,  on  aura 


//,=  h 


A  = 


En  négligeant  II",  l'auteur  examine  le  cas  d'une  profondeur  con- 
stante, étudie  la  propagation  d'une  onde  plane  dans  un  canal  don! 
la  profondeur  est  constante  ou  présente  une  discontinuité  ;  il 
étudie  aussi  les  ondes  stationnaires  dans  un  bassin  rectangulaire  à 
profondeur  constante  ou  présentant  une  discontinuité,  el  résout 
aussi  le  problème  pour  un  bassin  avant  la  forme  d'un  paraboloïde 
de  révolution. 

Si  l'on  néglige  seulement  la  rotation  de  la  Terre,  on  aura  encore 
h2  =  0,  A,  =zh,  mais  A' ne  sera  plus  égal  à  l'unité  ;  on  peut  alors 
étudier  les  marées  d'une  mer  de  profondeur  constante  recouvrant 
tout  le  globe,  même  en  tenant  compte  de  H". 

Si  l'on  néglige  seulement  la  sphéricité,  on  aura  k=  1,  cos()=  1. 
On  peut  encore  étudier  la  propagation  d'une  onde  plane  dans  un 
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canal  de  profondeur  constante,  mais  cette  fois  il  n'y  a  plus  de 
réflexion  régulière,  et  l'on  ne  trouve  pas  ainsi  les  oscillations  d'un 
bassin  rectangulaire.  Mais  on  peut  traiter  le  cas  d'un  bassin  circu- 
laire ou  annulaire  de  profondeur  constante,  ou  il  ont  la  profondeur 
n'est  fonction  que  de  la  distance  au  centre. 

Enfin,  si  l'on  ne  néglige  plus  rien,  on  n'a  plus  que  les  théorèmes 
de  La  place  : 

Si  la  profondeur  ne  dépend  que  de  la  latitude,  la  marée 
n'éprouve  pas  de  relard.  Si  la  profondeur  est  constante,  la  marée 
diurne  est  nulle. 

On  peut  aussi  trouver  la  loi  de  profondeur  pour  laquelle  la 
marée  est  proportionnelle  au  potentiel;  mais  cette  loi  dépend 
de  À  et  est,  par  suite,  particulière  à  charpie  composante  de  la 
marée. 

Laplace  avait  poussé  plus  loin  l'étude  de  l'équation  des  marées; 
M.  Hough,  en  s'inspirant  directement  des  idées  de  Laplace,  a 
déterminé  complètement  les  oscillations  propres  et  contraintes 
dans  le  cas  d'une  profondeur  constante  sur  toute  la  Terre  ;  pour 
cela,  il  représente  la  hauteur  de  la  marée  par  une  série  de  fonc- 
lions  harmoniques,  avec  des  coefficient  indéterminés,  qu'il  déter- 
mine par  identification.  M.  Poincaré  entre  dans  les  détails  du 
calcul,  et  montre  comment  il  s'applique  encore  si  h  ne  dépend 
que  de  la  latitude.  C'est  dans  ce  Mémoire  que  les  marées  statiques 
de  seconde  sorte  se  présentent  pour  la  première  fois  •  une  ques- 
tion se  pose  :  les  marées  statiques  naturelles  sont-elles  de  pre- 
mière ou  de  seconde  sorte  ? 

D'abord,  il  n'y  a  pas  de  marées  statiques,  mais  seulement  des 
marées  à  longue  période  ;  on  montre  alors  que  si.  pendant  la 
période,  le  frottement  a  le  temps  de  se  faire  sentir,  on  aura  une 
marée  de  première  sorte,  sinon  de  deuxième.  Or,  M.  Hough  cal- 
cule que  le  temps  nécessaire  est  de  10  a  20  ans  ;  ainsi  les  marées 
annuelles  ou  semi-annuelles  seront  de  deuxième  sorte;  la  marée 
de    période    18   ans,   de   première.     M.    Hough    avait   calculé  ces 

ivelles  marées  statiques  dans  le  cas  d'une  profondeur  constante. 

M.  Poincaré  montre  comment  on  pourra  les  calculer  par  approxi- 
mations dans  le  cas  général. 

Comme  dernier  cas  particulier,  on  peut  traiter  complètement  le 
cas  des   marées   dans   un  réseau  de  canaux  étroits,  parce  qu'alors 
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on  n'a  pins  qu'une  équation  différentielle  linéaire 


-( 

du  \ 


*)-I(3l.T-W), 


ds  \    ds  j 

s  étant  l'arc,  v  la  section,  /  la  largeur  du  canal,  W  est  le  potentiel 
perturbateur,  et  la  marée  Ç  sera 

<§- ?  =  >.*(?  —  W. 

Les  conditions  à  la  limite  varient  suivant  que  le  canal  est  fermé 
sur  lui-même,  aboutit  à  un  cul  de  sac.  débouche  dans  un  Océan 
ou  rejoint  d'autres  canaux. 

On  peut  étudier  les  oscillations  propres  et  contraintes  d'un 
canal  quelconque  de  largeur  et  de  profondeur  constantes.  Un 
résultat  particulier  sur  l'énergie  transportée  par  une  onde  peut 
s'étendre  au  cas  général  ;  on  obtient  alors  la  quantité  d'énergie  qui 
traverse  un  élément  ds  sur  l'Océan  ;  plus  loin,  ce  résultat  servira 
à  établir  que  le  décalage  de  la  marée  ne  peut  expliquer  le  retard 
de  la  rotation  de  la  Terre,  comme  le  ferait  croire  un  raisonnement 
incomplet  ;  il  faudra  faire  intervenir  le  frottement. 

Après  tous  ces  résultats  particuliers,  l'étude  du  problème  ana- 
lytique est  abordée  dans  toute  sa  généralité.  Après  avoir  exposé 
rapidement  l'essentiel  de  la  théorie  de  l'équation  de  Fredholm  et 
moulu-  dans  quels  cas  la  méthode  de  Fredholm  est  applicable  (  un 
des  noyaux  réitérés  reste  borné),  l'auteur  étudie  les  problèmes 
plus  simples  analogues  au  problème  des  marées  ;  d'abord  le  pro- 
blème de  Dirichlet  dans  le  plan,  puis  des  problèmes  analogues; 
mais  il  rencontre  tout  de  suite  des  équations  de  Fredholm  dont  le 
noyau  ne  se  prèle  pas  au  traitement  habituel,  et  il  donne  en  pas- 
sant une  méthode  pour  traiter  le  cas  où  l'intégrale  définie  qui 
entre  dans  l'équation  n'a  un  sens  que  si  l'on  prend  sa  valeur  prin- 
cipale. Par  l'introduction  des  fonctions  de  Green,  le  problème  des 
marées  est  ramené  à  une  équation  de  Fredholm  ;  mais  celte  équa- 
tion présente  bien  des  difficultés;  d'abord  il  s'y  introduit  une 
intégrale  simple  et  une  intégrale  double  ;  ce  ne  serait  rien  si  les 
coefficients  restaient  finis,  mais  ils  deviennent  infinis  et  d'un  ordre 
trop  grand  :  malgré  tout  cela,  on  peut  traiter  le  cas  où  la  côte  est 
à  pic  sur  la  mer,  par  une  analyse  qui  est  certes  très  compliquée, 
mais  qui  a  l'avantage  de  n'employer  que  les  données  immédiates. 
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Si  la  profondeur  est  nulle  au  bord,  il  n'en  est  plus  de  même; 
M.  Poincaré  surmonte  la  difficulté  dans  une  analyse  très  ingé- 
nieuse, où  il  remplace  la  condition  pour  es  dé  rester  finie  au  bord 
par  la  condition  d'être  uniforme  el  régulière  :  mais  pour  cela,  il  est 
obligé  de  supposer  que  la  profondeur  est  une  fonction  analytique 
des  coordonnées  sur  la  Carte,  el  de  prolonger  celte  fonction  dans 
le  domaine  imaginaire;  c'est  là  la  grosse  difficulté  pratique,  car  la 
profondeur  de  la  mer  ne  se  laisse  pas  aisément  représenter  par 
une  fonction  analytique.  En  tous  cas,  c'est  la  première  solution  du 
problème  des  marées.  L'auteur  en  donne  une  seconde  :  il 
ramène  le  problème  à  un  problème  de  calculs  des  variations,  ce 
qui  permet  L'application  d'une  méthode  générale  de  Rilz. 

Dans  la  nature,  on  aura  affaire  à  des  conditions  aux  limites 
mixtes,  la  côte  étant  tantôt  à  pente  douce,  Lantôt  abrupte;  c'est 
d'ailleurs  ce  qui  arrive  toujours  dans  les  problèmes  naturels,  on  a 
des  conditions  aux  limites  mixtes,  mais  la  solution  de  ces  pro- 
blèmes présente  des  difficultés  encore  bien  plus  grandes. 

arrivons  maintenant  au\  observations;  les  résultats  des  obser- 
vations sont  extrêmement  complexes;  comme  on  n'est  pas  encore 
arrivé  à  une  explication  rationnelle,  c'est-à-dire  à  déduire  des 
équations  des  marées  les  marées  elles-mêmes,  il  faut  se  contenter 
de  rattacher  les  faits  observés  à  certains  résultats  obtenus  dans 
des  conditions  particulièrement  simples,  où  l'assimilation  gros- 
sière avec  les  conditions  naturelles  semble  permise  ;  c'est  ce 
qu'on  appelle  faire  lu  synthèse  des  observations.  Ainsi,  \\  hevvel  la 
pensé  que  les  marées  naissent  dans  l'océan  Antarctique,  et  il  sup- 
pose qu'elles  n'ont  pas  de  décalage  à  leur  origine,  c'est-à-dire 
qu'elles  ont  la  même  phase  que  la  force  perturbatrice;  puis  les 
marées  diurnes  el  semi-diurnes  se  propageraient  dans  les  océans 
Atlantique,  Indien  et  Pacifique  comme  dans  des  canaux  ;  mais 
celle  hypothèse  simple  ne  s'accorde  pas  suffisamment  avec  les 
faits. 

M.  Rollin  A.  liarris,  du  Coasl  and  Geodelic  Survey,  a  pro- 
posé une  synthèse  plus  satisfaisante.  La  théorie  est  fondée  sur 
l'intuition  simple  suivante  :  lorsqu'un  bassin  est  en  résonance 
avec  une  des  composantes  isochrones  de  la  marée,  c'esl  cette 
composante  qui  va  se  produire  dans  le  bassin;  mais  si  le  bassin  en 
question    esl  en   communication  avec   d'autres   bassins,    on    peut 
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admettre  que  c'est  encore  cette  composante  qui  va  dominer  dans 
le  bassiû.  Aussi  M.  Harris  cherche  à  découper  dans  l'Océan  des 
bassins  aussi  bien  délimités  que  possible,  qu'il  appelle  des  sys- 
tèmes. Pour  cela,  il  utilise  un  certain  nombre  de  lemmes  sur  les 
oscillations  propres  de  bassins  de  formes  particulières,  obtenus 
expérimentalement  (et  qui,  par  suite,  ne  tiennent  pas  suffisant-' 
ment  compte  de  la  force  centrifuge  composée).  C'est  ainsi  qu'il 
distingue  sept  systèmes  semi-diurnes  principaux  et  deux  systèmes 
diurnes  principaux. 

Une  autre  particularité  des  caries  de  lignes  cotidalcs  (c'est- 
à-dire  où  la  marée  se  produit  au  même  moment)  de  Harris,  est 
l'existence  de  points  amphidromiqu.es;  il  admet  une  vingtaine  de 
tels  points,  où  la  marée  est  constamment  nulle,  et  autour  des- 
quels rayonnent  les  lignes  colidales  ;  ces  points  seraient  dus  à  la 
force  centrifuge  composée.  M.  Poincaré  suit  M.  Harris  dans  le 
détail  et  montre  les  erreurs  qu'il  a  commises  en  calculant  le^ 
heures  cotidales  avec  la  théorie  de  l'équilibre. 

On  voit  que  la  théorie  de  Harris,  qui  est  beaucoup  plus  com- 
plète et  plus  compréhensive  que  celles  qu'on  avait  tentées  aupara- 
vant, ne  donne  pas  tous  les  renseignements  désirables  sur  les 
marées  et  s'appuie  sur  des  postulats  trop  peu  fermement  établis. 
Peut-on  essayer  dès  maintenant  d'appliquer  la  solution  exacte  du 
problème  des  marées  au  calcul  des  marées  ? 

M.  Poincaré  déclare  qu'il  est  permis  de  se  demander  si  le 
travail  considérable  exigé  serait  en  rapport  avec  un  résultat  forcé- 
ment douteux;  il  serait  pourtant  très  intéressant  de  réaliser  ce 
travail. 

A.  Blonoel. 

■— ^eri^r» 


TEUB.NER  (B.-G.,),  1811-1911.  —  Geschichte  der  Firma  in  dehen  Auftrag 
heiuusgegeben  von  Friedrich  Schulze.  i  volume  in-8,  vi-52o  pages. 
Leipzig,  B.-G.  Teubner,  191 1 . 

Le  11  février  191  1,  l'importante  maison  de  librairie  de  Teubner, 
que  nos  comptes  rendus  ne  cessent  de  signaler  à  nos  lecteurs,  a 
terminé  le  premier  siècle  de  sa  glorieuse  et  utile  existence. 
Comme  il  est  naturel,  les  chefs  de  la  maison  avaient  tenu  à  celé- 
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brer  ce  premier  centenaire  par  une  suite  de  cérémonies  auxquelles 
nous  avions  été  invité  avec  plusieurs  autres  savants  et  lettrés;  à 
notre  grand  regret,  il  nous  a  été  impossible  de  nous  déplacer  et 
d'accepter  l'invitation  qui  nous  avait  été  si  gracieusement  adressée. 
Mais  nous  venons  de  recevoir  deux  Volumes  dont  le  plus  impor- 
tant est  celui  que  nous  signalons  à  nos  lecteurs. 

Il  contient,  écrit  par  M. F.  Schulze,  un  aperçu  détaillé  et  fort  in- 
téressant de  l'activité  déployée  depuis  l'origine  par  la  célèbre 
maison,  la  biographie  de  son  fondateur,  B.-G.  Teubner,  né  en  i  -8  j 
et  décédé  en  i  856,  l'indication  des  publications  qu'elle  a  entreprises 
successivement,  dans  les  lettres  comme  dans  les  sciences,  etc.  11 
paraîtra  tout  naturel  que  nous  nous  attachions  particulièrement  à 
ce  qui  concerne  les  Mathématiques  et  les  sciences.  Le  Cliapilie  cor- 
respondant du  Vol  un  ie  ne  comprend  pas  moins  de  i  oS  pages.  Par  sa 
belle  ordonnance,  il  est  de  nature  à  intéresser  les  mathématiciens. 
Il  est  d'ailleurs  orné  de  portraits  que  nous  avons  revus  avec  plaisir: 
ceux  de  Gauss,  de  Léon  ha  rd  Euler,  de  Jacobi,  de  Lobatschefski, 
d'Abel,  d'O.  Hesse,  de  Salmon,  de  Steiner,  de  Plùcker,  de 
Schrôter,  de  Clebseh,  de  Sophus  Lie,  de  Minkowski,  de  H.  Grass- 
mann,  de  Riemann,  de  E.  Cluislolïel,  de  Kronecker,  de  Liiroth, 
d"  V.  Ma  ver,  d'O.  Stoltz,  de  Ch.  Wiener,  de  W.  Schell, 
d'A.  Harnack,  de  H.  Hankel,  deJ.-A.  Sériel,  de  E.  Schrôder,  de 
E.  Bardev,  deO.  Schlômilch,  de  E.  Kohlrausch.  de  G.  Kircliholf, 
de  Franz  Neumaun,  de  G.  Zeuner.  En  deliors  de  ces  portraits 
beaucoup  de  fac  similc  ajoutent  à  l'intérêt  de  la  publication. 

Nous  ne  savons  si  le  volume  esl  en  vente  ;  en  tous  cas,  il  fait 
grand  honneur  à  ceux  qui  ont  eu  l'heureuse  idée  de  le  publier. 

D.  G. 


SERBE  I'    iJ.-A.  l.    —    CûUllS    DE    l'.MJII.    DIFFÉRENTIEL    ET    INTÉGRAL.    Sixième 

édition  augmentée  d'une  Note  Sur  la  théorie  des  jonction*  elliptiques,  par 
Ch.  Hermite.  Tome  1  :  Calcul  différentiel,  xin-iu;  pages.  Tome  II  :  Calcul 
intégral,  xm-904  pa;»es.  Paris,  Gautliier-Villars,  1911. 

Les  deux  Volumes  dont  nous  signalons  l'apparition  sont  connus 
à  l'avance  de  beaucoup  de  nos  lecteurs.  J.-A.  Serret,  dont  nous 
avons  suivi  les  leçons  vers  1880,  était  un  admirable  professeur.  11 


COMPTES  RENDUS  K'T  ANALYSES.  197 

savait  composer  un  cours  el  écrire  un  Traité.  Il  le  savait  si  bien 
que,  malgré  lous  les  progrès  que  l'Analyse  a  faits  depuis  jo  ans, 
malgré  la  transformation  complète  qu'elle  est  peut-être  à  la  veille 
de  subir,  les  Ouvrages  qui  portent  la  signature  de  notre  maître 
conservent  aujourd'hui  encore  leur  intérêt  et  peuvent  rendre  de 
grands  services  aux  débutants.  Nous  devons  donc  ne  pas  nous 
étonner  que  le  Cours  de  Calcul  différentiel  et  intégral  soit 
parvenu  à  sa  sixième  édition  française,  bien  qu'il  ait  été  traduit  en 
allemand  depuis  longtemps;  et  nous  devons  nous  féliciter  que 
l'éditeur  ait  eu  la  pensée  d'y  ajouter  celte  Note  magistrale  Sur  la 
théorie  des  fonctions  elliptiques  qu'Hermite  avait  d'abord  écrite 
pour  le  Traité  de  Lacroix.  Celte  Note,  qui  contient  le  résumé  des 
notions  si  fécondes  qu'Hermite  développait  clans  son  Cours  de  la 
Sorbonne,  est  un  véritable  Traité  de  170  pages  qui  fournira  aux 
lecteurs  un  aperçu  de  tout  ce  qu'il  y  a  d'essentiel  dans  la  belle 
Théorie  qui  doit  tant  précisément  à  M.  Hermite. 

Nous  souhaitons  que  l'Ouvrage  obtienne  le  succès  qu'il  mérite 
et  que,  par  le>  qualités  de  précision,  d'ordre  et  de  méthode  qui  le 
caractérisent,  il  contribue,  comme  par  le  passé,  à  amener  de  nou- 
veaux adeptes  à  la  Science  mathématique. 

G.  D. 


WEBEK  (H.)  et  WELLSTEIN  (!.)•  —  Enlyklopadie  der  elementar  Mathe- 
matik.  Dritter  Band  :  Angewandte  elementar  Malhematik.  Erster  Teil  : 
Mathematische  Physik,  mit  einem  Buch  iiber  Maxima  und  Minima  von 
//.  IFehcr  und  J .  fVellstein,  bearbeitet  von  R.-H.  IVeber.  Zweile  Auflage, 
mit  ■'.">;  Figuren  im  Text.  1  volume  ia-8,  xn-536  pages.  Leipzig  et  Berlin, 
B.-G.  Teubner,  1910. 

En  janvier  1908,  nous  rendions  compte  ici  même  du  troisième 
Volume  de  l'Encyclopédie  de  Mathématiques  élémentaires  entre- 
prise et  publiée  par  MM.  H.  Weber  et  J.  Wellstein.  Nous 
n'avons  pas  l'habitude  d'étudier  ici  les  Ouvrages  d'enseignement 
secondaire,  mais  celui-ci,  dès  le  premier  jour,  nous  avail  paru 
devoir  mériter  une  exception.  Nous  avions  signalé,  en  particulier, 
tout  ce  que  ce  troisième  Volume  contenait  d'origiual  et  de  nouveau. 
Le  succès  qu'il  a  obtenu  lui  vaut  aujourd'hui  une  nouvelle 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  2*  série,  t.  XXXV.  (Juillet  1911.)  i3 
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édition;   mais    cette    nouvelle   édition,    préparée   par    M.    Rudolf 

II.  Weber,    professeur   à    l'Université  de  Rostok,  sera    beau p 

développée,  et  nous  ne  possédons  encore  que  la  première  partie 
du  Volume  réservé  aux  applications  des  Mathématiques.  Celle 
partie  est  exclusivement  consacrée  aux  applications  à  la  Physique 
mathématique,  à  la  Géométrie  vectorielle  et  à  la  Théorie  élémen- 
taire des  Maxima  et  des  Mini  ma. 

Les  Théories  graphiques,  le  Calcul  des  probabilités,  un  aperçu 
sur  l'Astronomie  et  sur  les  applications  des  Mathématiques  à  la 
Théorie  des  assurances,  formeront  la  partie  essentielle  de  la  seconde 
partie  du  Volume.  Mais,  dès  à  présent,  nous  devons  constater  que 
la  première  partie  n'est  pas  une  réimpression  pure  et  simple, 
qu'elle  a  été  développée  au  contraire  et  améliorée  sur  presque  tous 
les  points. 

J.  G. 


IlACK  (F.).  —  Wahrscheinlichtkeits-Rechnung,  i  volume in-8,  1 23  pages 
avec  15  figures,  Leipzig,  C.-J.  Gôschen,  191t. 

Ce  petit  Volume  s'adresse  surtout  aux  étudiants  de  Mathéma- 
tiques, de  Physique,  de  Géométrie  ei  d'Astronomie;  un  Chapitre 
\  intéressera  aussi  les  actuaires  el  ceux  qui  s'occupent  des  iissu- 
rances.  Un  premier  Chapitre  de  i5  pages  contient  l'exposé  des 
principes  de  la  théorie  des  probabilités.  Le  second,  à  peu  près  de 
même  étendue,  contient  les  applications  à  dillérenls  problèmes  de 
la  théorie  des  jeux,  à  celui  de  l'aiguille  et  tin  point  couvert,  etc. 
Le  troisième  traite  de  la  loi  des  grands  nombres  :  formule  de  Ster- 
ling, théorème  de  Bernoulli  et  ses  applications.  Le  quatrième 
traite  des  probabilités  a  posteriori,  du  théorème  de  Bayes,  de  la 
détermination  empirique  des  probabilités;  Le  cinquième  est  consa- 
cré à  la  théorie  des  erreurs  d'observation.  Enfin  le  sixième  contient 
les  applications  du  calcul  des  probabilités  à  la  statistique  et  à  la 
théorie  des  assurâmes. 

Le  \  olmiie  se  termine  par  deux  Tables  très  peu  étendues,  I  une 

2     rr 

qui  donne  les  valeurs  de  l'intégrale  —    /     e   l'dt,  l'autre  qui  est 
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uni'   l.ililr   de  morlalilé  allemande,  déduite  des  résultats  obtenus 
par  i8  compagnies  d'assurances  différentes. 

J.  G. 


FISCHER  (B.-I.  ).  —  Koordinatensysteme,  i  volume  in— 8,  i  i5  pages, 
avec  8  figures,  Leipzig,  C.-J.  Goschen,  ign. 

Ce  Volume  qui  fail  partie,  comme  le  précédent,  de  la  collec- 
tion Goschen,  suppose  la  connaissance  des  éléments  de  la  Géomé- 
trie analytique  el  de  la  Géométrie  projeclive,  ainsi  que  du  Calcul 
infinitésimal.  L'auteur  s'^  esl  proposé  de  développer  ;'i  un  point 
de  vue  général  la  notion  fondamentale  des  coordonnée-. 

Lue  introduction  d'une  dizaine  de  pages  conduit  à  la  défini- 
tion la  plus  générale  des  coordonnées  d'un  élément  géométrique. 
Puis  viennent  successivement  les  coordonnées  de  Descartes,  les 
coordonnées  langeutielles,  les  coordonnées  curvilignes,  les  coor- 
données de  la  ligne  droite  et  aussi  des  remarques  générales  sur 
les  idées  introduites  par  Pliïcker,  el  les  coordonnées  dans  la  Géo- 
métrie à  un  nombre  quelconque  de  dimensions. 

G.  J. 


COMBEROUS3E  (Charles  de).  —  Cours  de  Mathématiques,  à  L'usage  des 
candidats  à  l'Ecole  Polytechnique,  à  l'Éc  île  Normale  supérieure,  à  l'École 
Centrale  des  Arts  et  Manufactures.  Quatrième  édition,  refondue  et  aug- 
mentée. Tome  111  :  Algèbre  supérieure,  I  ''  partie.  î  volume  in-is.  XM-767  p. 
Paris,  Gauthier-Villars,  1  ■  »  1 1 . 

La  première  Partie  de  V Algèbre  supérieure  de  Charles  de 
Comberousse  est  rédigée  pour  répondre  aux  Programmes  des 
Grandes  Écoles  du  Gouvernement.  Elle  est  divisée  en  cinq 
Livres. 

Le  Livre  I  comprend  des  compléments  de  l'Algèbre  élémen- 
taire, parmi  lesquels  il  convient  de  signaler  un  développement 
très  clair  des  principes  el  des  règles  de  la  théorie  des  déterminants, 
elle  théorème  sur  le  produit  de  deux  déterminants  de  même  degré; 
la  théorie  des  fractions  continues;  les  solutions  des  équations  indé- 
terminées du  premier  degré. 
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Le  Livre  II  contient  les  théories  des  combinaisons,  du  binôme 
de  Newton,  des  puissances,  racines  el  accroissements  d  un  poly- 
nôme. 

Le  Livre  III,  consacré  à  des  notions  sur  les  séries,  donne  les 
principales  règles  de  convergence  des  séries  dont  ions  les  termes 
sont  positifs  ou  mit  des  signes  quelconques,  l'élude  de  la  série  e, 
des  exemples  de  développements  de  fondions  en  séries. 

Le  Livre  IV  contient  l'étude  générale  de  la  fonction  exponen- 
tielle, l'élude  des  variations  de  la  fonction  a'  et  la  théorie  des 
logarithmes  considérés  comme  exposants. 

Le  Livre  V,  qui  occupe  près  du  tiers  du  Volume,  mérite  le  plus 
d'attirer  l'attention  par  son  originalité.  C'est  avec  un  soin  tout 
particulier  el  avec  un  savoir  approfondi  que  l'Auteur  l'a  rédigé, 
en  s'inspiranl  des  idées  pédagogiques  autrefois  émises  par  Duhamel. 
Il  a  d'abord  établi  le  principe  sur  la  limite  du  rapport  de  deux 
quantités  infiniment  petites,  d'où  dérive  le  Calcul  différentiel,  el 
le  principe  de  la  limite  de  la  somme  de  quantités  infiniment 
petites  dont  le  nombre  augmente  indéfiniment,  qui  trouve  son 
application  dans  tout  le  Calcul  intégral.  Quittant  les  anciennes 
habitudes,  l'Auteur  a  cru  devoir  présenter  de  front  les  notions  de 
dérivée  et  île  différentielle,  pour  éviter  le  danger  résultant  du 
divorce  établi  au  début  entre  deux  notions  inséparables,  car, 
dans  la  rapidité  des  études  actuelles,  l'esprit  a  peine  à  se 
départir  d'une  première  impression. 

Son  Ouvrage  renferme  les  règles  de  difierenliation  des  fonc- 
tions dites  algébriques,  logarithmique,  exponentielle,  circulaires; 
lis  théorèmes,  avec  des  exemples,  sur  la  différentialion  des  fonc- 
tions implicites,  sur  les  différentielles  des  divers  ordres  des  fonc- 
tions d'une  seule  variable.  L'Auteur  s'est  occupé,  pour  une 
fonction  de  plusieurs  variables  indépendantes,  des  dérivées  et 
différentielles  partielles  successives  el  des  différentielles  totales; 
il  n'a  pas  négligé  le  calcul  des  différentielles  des  divers  ordres  des 
fonctions  implicites;  il  .1  expo-.'  la  formule  de  Taylor  pour  déve- 
lopper en  série  une  fonction  d'une  seule  variable  et  le  cas  parti- 
culier  considéré  par  Maelaurin.  Il  a  appliqué  la  formule  de 
Maclaurin   au   développement  de  la  formule  du  binôme  pour  un 
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exposant  quelconque,  à  celui  des  fonctions  exponentielles,  au 
calcul  des  logarithmes  soit  supérieurs,  soit  vulgaires;  au  déve- 
loppement des  fondions  sin.r,  eos.r.  arc  tang.r  :  au  calcul  de  — .  Il  a 
démontré  et  appliqué  la  règle  de  L'Hospital  pour  la  recherche 
des  vraies  valeurs  des  expressions  qui  se  présentent  sous  une 
l'orme  indéterminée.  Il  a  donné  la  théorie  des  maxima  el  minima 
des  fonctions  explicites  et  implicites  soit  d'une  seule  variable,  soit 
de  plusieurs  variables  indépendantes.  Ce  Livre  se  termine  par 
l'exposé  des  procédés  les  plus  simples  d'intégration. 

En  rédigeant  ainsi  le  Livre  V  l' Auteur  a  eu  pourbutde  présenter 
un  travail  qui  pût  préparer  sérieusement  à  l'étude  complète  du 
Calcul  différentiel;  du  reste,  lui-même  justifie  ainsi  le  plan  qu'il 
a  suivi  :  «  Il  nous  a  paru  impossible  de  passer  sous  silence,  ne 
serait-ce  qu'à  cause  de  la  Géométrie  analytique  dans  l'espace,  les 
propriétés  relatives  aux  fonctions  de  plusieurs  variables  et  l'idée 
de  Différentielle  totale.  La  transition  du  cas  d'une  seule  variable 
à  celui  de  plusieurs  variables  est  d'ailleurs  toute  naturelle  et 
s'effectue  très  simplement  à  l'aide  du  principe  relatif  aux  fonc- 
tions composées.  Celle  nécessité  admise,  les  autres  détails  dans 
lesquels  nous  sommes  entré   étaient,   pour   ainsi    dire,   obligés.    » 

Eh.  L. 


BOLZA  (0.).  —  Vorlesungen  UBiiH   Y  vin  v  i  iu\ -- li  uaiNi  m.,   i  volume  in-S  de 
1X-70J  pages,  en  trois  fascicules.  Leipzig.  Teubner,  1908-1909. 

En  principe,  le  présent  Ouvrage  esj  une  réédition  des  Lec- 
tures on  the  Calculas  0/  Variations  ('),  publiées  en  igo4  à 
Chicago. 

En  fait,  la  rédaction  primitive  a  reçu  de  nombreux  complé- 
ments, et  son  étendue  a  été  notablement  plus  que  doublée.  Nous 
n'indiquerons  ici  que  les  points  sur  lesquels  ont  porté  principale- 
ment les  modifications. 

L'élude  de  la  variation  première  est  précédée  de  quelques  pro- 
priétés générales  des  maxima  et  minima  (un  Chapitre  spécial  el 
un  appendice   final   sont,   d'autre   part,   consacrés   au    rappel    des 

(')  Pour  ces  dernières,  voir  le  Tome  XXV  du  Bulletin,  p.  55-5*j. 
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principes  relatifs  aux  fonctions  de  variables  réelles  -m-  lesquels  on  .1 

à  s'appuyer  au  cours  de  l'<  ouvrage  1. 

La  formule  qui  régil  le  cas  des  limites  variables,  rattachée 
primitivement  à  la  fonction  S  de  Weierstfass,  est,  cette  fois,  plus 
naturellemenl  à  notre  avis,  obtenue  sous  sa  forme  directe  el  clas- 
sique. 

Fidèle  nu  plan  qu'il  avait  -uivi  en  i()o{,  I  auteur  commence  par 
montrer,  après  l'étude  de  la  variation  seconde,  commenl  cette 
élude  permel  de  déceler  rigoureusemenl  l'exlrcmum  faible.  Il 
insisle  un  peu  plus  longuement,  celle  l<u~.  sur  les  raisons  qui 
rendent  insuffisant  l'ancien  raisonnement. 

Passant  aux  conditions  suffisantes  déduites  de  la  méthode  «le 
Weierstrass,  il  peut,  grâce  à  son  Mémoire  inséré  en  1906  dans  les 
Trans.  of  the  Imer.  math.  Soc,  triompher  de  la  difficulté  qu'il 
avait  signalée,  correspondant  aux  lignes  variées  sur  lesquelles  y1  a 
de  très  grandes  valeurs. 

La  première  addition  importante  au  point  de  vue  <le  l'étendue 
intervient  ici  :  elle  concerne  le~  relations  du  Calcul  des  Variations 
avec  les  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre.  A  ce 
Chapitre  est  joint  l'exposé  d'une  méthode  pour  l'établissement 
de  l'équation  différent  telle  d'Eu  1er,  due  à  M.  (  larathéodor)  1  Gôtt. 
IVachr.,  1905). 

C'est  après  cette  première  série  de  considérations,  avant  de 
passer  à  la  représentation  paramétrique,  que  sont  rappelées  une 
série  de  propositions  d'Analyse  ordinaire,  propriétés  classiques 
des  fonctions  implicites,  théorèmes  d'existence  relatifs  aux  équa- 
tions différentielles  el  continuité  des  solutions  considérées  comme 
fonctions  des  données  initiales,  avec  application  aux  extrémales, 
pendant  que  d'autres  notions  plus  élémentaires  (ensembles,  bornes 
supérieures  el  inférieures,  etc.  1  sont  renvoyées  à  l'appendice  dont 
nous  avons  parlé  plus  haut. 

L'auteur  n'est  pas,  nous  avons  eu  déjà  occasion  de  le  due  précé- 
demment, de  ceux  qui  se  sonl  hvpnolisés  sur  l'importance  de  la 
représentation  paramétrique  et  de  son  introduction  s\  slémalique 
par  \\  eiersl  rass. 

Nous  ne  saurions  toutefois  souscrire  même  à  l'appréciation  qu'i] 
met  en  noie  (p.  189),  attribuant  à  Weierstrass  la  découverte  dé 
cette  notation,   Elle  remonte  aux  origines  mé s  du   Calcul   des 
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Variations,  quoique  Weierstrass  ait,  au  moins  dans  le  plan,  poussé 
les  calculs  plus  loin  que  ses  devanciers.  Tout  au  plus  peut-on  (Ini- 
que celte  forme  donnée  à  la  question  était  particulièrement 
propre  à  l'introduction  de  la  quantité  C  par  laquelle  il  a  pu, 
du  premier  coup,  donner  au  Calcul  des  Variations  sa  forme  par- 
faite et  définitive. 

Un  important  Chapitre  de  l'édition  actuelle  est  consacré  au 
théorème,  essentiel,  comme  on  sait,  par  un  grand  nombre  d'appli- 
cations, qu'on  doit  à  M.  Osgood.  L'auteur  en  indique,  en  s'inspi- 
rant  d'un  travail  de  Carathéodory,  une  modification  relative  à  l'ex- 
tremum  au  voisinage  d'un  point. 

Le  Chapitre  relatif  à  la  généralisation  de  la  notion  d'intégrale 
garde,  à  peu  près,  sa  forme  primitive.  Il  est,  par  contre,  transposé 
et  placé  avant  le  cas  des  extrémités  variables.  Celui-ci  est  déve- 
loppe notablement  plus  «pie  dans  la  rédaction  primitive,  plus 
même,  pourrait-on  dire,  qu'il  n'était  strictement  indispensable, 
étanl  donné  que,  du  moins  dans  le  cas  d'une  seule  extrémité 
mobile,  le  problème  n'offre  aucune  difficulté  nouvelle.  Pour 
.le  résoudre,  l'auteur  introduit,  en  quelque  sorte,  à  nouveau,  la 
fonction  de  Hamillon,  qu'il  ne  rattache  pas  purement  et  simple- 
ment au  Chapitre  consacré  précédemment  aux  Equations  aux 
dérivées  partielles. 

Après  le  développement  de  la  méthode  de  M.  Darboux  sous  la 
forme  générale  que  lui  a  donnée  M.  Kueser,  est  présentée  l'élude 
des  solutions  discontinues  telle  que  le  permettent  aujourd'hui  les 
résultais  de  M.  Carathéodory. 

Les  travaux  du  même  géomètre  ont  permis  également  de  sim- 
plifier notablement  l'exposition  de  la  méthode  de  M.  Hilbert  el 
des  travaux  analogues  par  lesquels  l'existence  du  minimum  absolu 
a  pu  être  établie. 

On  notera  l'insertion,  à  cet  endroit,  du  théorème  connu  de 
M.  Darboux  sur  la  cessation  du  minimum  absolu  avant  celle  du 
minimum  relatif,  c'est-à-dire  avant  le  foyer  conjugué. 

Conformément  à  la  marche  déjà  suivie  dans  l'Ouvrage  de  1904, 
c'est  seulement  après  celle  élude  complète  du  c.is  le  plus  simple 
qu'est  présentée  ab  ovo  (c'est-à-dire  en  commençant  par  la  varia- 
tion première)  celle  des  problèmes  isopérimétriques.  En  ce  qui 
concerne   l'établissement  des  conditions  suffisantes,  on  sait  que 
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les  hypothèses  ont  été  heureusement  simplifiées  dans  un  travail 
de  M.  Lindeberg.  L'emploi  de  la  méthode  de  M.  Lindeberg 
permet  à  M.  Holza  de  réaliser  un  important  progrès  dans  ce 
Chapitre. 

Celui  qui  est  consacré  aux  problèmes  de  Lagrange  el  de  Mayer 

est  entièrement  nouveau.  11  est  très  complète ni  développé,  le 

problème  envisagé  étant  surtout  celui  de  Lagrange.  L'auteur  traite 
avec  soin  la  variation  seconde  el  fait  remarquer,  avec  juste  raison, 
que  cette  élude  est  particulièrement  indispensable  dans  ce  cas 
général  puisque  la  nécessité  de  la  condition  de  Jacobi  n'esl  établie 
que  par  celle  voie,  la  méthode  des  enveloppes  n"\  ayanl  pas  élé 
étendue.  Il  développe  (''gaiement  les  travaux  qu'on  doil  à  Mayer 
sur  la  généralisation  à  ces  problèmes  de  la  nui  ion  de  familles 
transversales  d'ex  tréma  les. 

L'Ouvrage  se  termine  par  l'extension  des  principes  précédents 
aux  intégrales  doubles.  Le  problème  de  Lagrange  et  de  Mayer 
est,  comme  de  juste,  excepté,  puisqu'une  théorie  satisfaisante 
n'en  pourra,  sans  doute,  être  donnée  avant  qu'on  n'obtienne,  sur 
les  solutions  des  équations  aux  dérivées  partielles,  des  données 
que  nous  sommes  loin  encore  de  posséder. 

En  somme,  M.  Bolza  s'est  préoccupé,  non  seulement  de  tenir 
son  Ouvrage  au  courant  des  progrès  de  la  Science,  mais  aussi  de 
le  compléter  en  y  faisanl  figurer  les  matières  qu'il  avait  délibéré- 
ment laissées  de  côté  dans  sa  première  exposition.  Il  s'est  constam- 
ment efforcé  d'y  arriver  en  sacrifiant  le  moins  possible  de  ces 
qualités  de  clarté  et  de  simplicité  par  lesquelles  se  distinguent  si 
heureusement  les  Lectures  de  1904. 

J.   Hadamard. 
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SUR  UNE  ÉQUATION  INTÉGRALE  DU  TYPE  VOLTERRA; 
Pau  M.  T.  LALESCO. 


I.  Dans  un  travail  antérieur(  ')  nous  avons  appliqué  la  méthode 
Ac-  approximations  successives  à  l'étude  de  l'équation  intégrale 

(i)  /      N(xs)<f(s)ds  =  F(a:) 

dans  le  cas  a.  ^  i  et  N(o,  0)7^0.  L'équation  (1),  étudiée  pour 
la  première  fois  par  M.  \  .  Yollerra,  intervient  dans  un  important 
problème  de  la  théorie  des  équations  linéaires  hyperboliques  aux 
dérivées  partielles  du  deuxième  ordre  et  M.  E.  Goursat  a  montré, 
d'une  manière  extrêmement  élégante,  comment  la  méthode  de 
Kiemann  conduit  immédiatement  dans  cette  théorie  à  l'équa- 
tion (  1  ).  Les  recherches  de  MM.  A.  Mylleri  2  1  el  M.  Pi  cône  (3)  sur 
le  même  problème  conduisent  au  fond  à  la  même  équation,  mise 
seulement  sous  une  autre  forme.  Au  point  de  vue  théorique,  cette 
équation  présente  aussi  un  intérêt  particulier,  car  elle  constitue 
une  généralisation  des  équations  différentielles  linéaires,  digne  de 
toute  attention,  puisqu'elle  est  fournie  parla  théorie  des  équations 
aux  dérivées  partielles.  Délinissons  l'opération 

(2)  j      o(s)ds  =çi(a 

analogue  à  l'opération  ordinaire  d'intégration,  et  désignons  par 

(')  T.  Lalesco,  Sur  l'équation  de  Vol  terra  (Journal  de  Math,  pures  et 
appliquées.  1908). 

C)  A.  Myller,  Randnertauf gaben  etc.  (Math.  Ann.,  Bd.  LXVIII,  p.  75-10C). 

(3)  M.  Picone,  Sulle  equazione  de!  tipo  iperbo/ico  (Circolo  di  Palermo. 
t.  XXX,  1910,  §  3,  p.  3G8). 


206  PREMIÈRE    PARTIE. 

-„<./•  i  li  fonction  obtenue  par  l'application  n  fois  répétée  de  celle 
opération  ;  si  le  degré  de  N(jy)  par  rapport  à  x  est  fini  el  égal  à/?, 
I  éq  nation 


l  3) 


f     N(a;s)<?(s)  =  F(x) 


est   une  relation  linéaire  entre  ca(.r)  et  ses  intégrales  successives 
du  type  (2)  jusqu'à  l'ordre  p.  Ces  équations  jouissent  des  propriétés 

a nal ligues  à  celles  des  équations  différentielles  ordinaires;  é cous 

seulement  que  la  théorie  de  Fuchs  peut  aussi  être  généralisée 
pour  les  équation--  (3  .  pour  montrer  à  quel  point  se  maintient 
l'analogie  avec  les  équations  différentielles  linéaire--. 
Le  problème  que  non--  nous  posons  est  le  suivant  : 
Supposons  la  fonction  N(xy)  et  F(x)  li nies  lorsque  leur-  argu- 
ments se  trouvent  à  l'intérieur  de  l'intervalle  (o, a);  supposons  de 
même  que,  dans  cet  intervalle,  la  courbe y  =  *(#)  se  trouve  >iiuée 
entièrement  d'un  même  côté  de  la  biseeirice  1 '  =  .''.  par  exemple 
au-dessous;  il  s'agit  dans  ces  hypothèses  de  déterminer  une 
solution  finie  de  \?))iluns  l'intervalle  considéré. 

Une  condition  nécessaire  apparaît  immédiatement,  faisons 
en  1  3  )x  =  o;  on  obtient  F(o)  =  0.  Lesecond  membre  doit  donc 
s'annuler  pour  ./•  =  o  ;  soit 

F(.r  I  -     ,■'  F,|  -  1.  l-',i,,i  -  o. 

Vous  nous  bornerons  à  étudier  le  ras  hv~  général  OÙ  [A>e>0. 

Dans  cette  Note,  nous  présenterons  sous  une  autre  forme  la 
résolution  de  (3),  eu  considérant  aussi  le  cas  où  la  courbe y=  ?-(•#) 
e^i  tangente  à  la  bissectrice  y  =  x  ('). 

2.    Prenons  pour  inconnue,  à  la  place  de  s(.r),  la  fonction 

f(x)=  !      o(s)ds 

et  intégrons  par  parties  dans  le  premier  membre  de  I  équation  1  3  1  ; 

nous  obtenons 


Ni.  vx)f[  '  1—  /      N     ■' ,  ,j\sUh  =  Fi 


(4)  \..'T)/(r|-   /        X,i.rs,f(s)ds  =  F(x) 


(  '  )  Ce  cas  a  été  traité,  dans  une  hypothèse  particulière,  par  M.  A.  Mylier. 
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par  conséquent,  si  N(.r.r)  est  différent  de  zéro  dans  l'intervalle 
(o,  a),  nous  avons  réduit  noire  problème  à  la  résolution  de  l'équa- 
tion (4),  qui  esl  du  Ivpe  simple,  et  à  la  résolution  de  l'équation 
intégrale 

(5)  f    <f(s)ds  =  f(x). 

■  'a(.r) 

Il  reste  donc  à  étudier  celle  dernière  équation.  Sa  solution,  an 
poinl   de  vue  formel,   esl    immédiate   par  un   procédé  d'itération  ; 

posons  en  effet  y.„  (x  )  =  y.\y. .  .  .y.(.r)].  On  déduit  de  (5) 

/"*"'"  o(s)ds  =/[>„  (■'')], 

•    «»  .  itrl 

et  par  conséquent 

(6)  f    *(#)*=y/i>,(*)] 

C'est  ici  qu'inlervienl  la  nature  particulière  de  la  courbe 
y=zrx{x).  Prenons  d'abord  le  cas  où  la  courbe  n'esl  pas  tangente 
à  la  bissectrice;  on  aura,  dans  ce  cas,  une  inégalité  de  la  forme. 

\a(x)\<kx        (A-<i) 
vérifiée  dans  tout  l'intervalle  ;  on  en  déduit 

\*p(x)\<kPx, 

et  par  conséquent 

lim  ocp(x)  =  o. 
P=" 

Si  donc  l'on  fait/?  =  00  dans  l'équation  (fi),  on  obtient  : 

(7)  f  ?(*)*=2/[«i.(*)]. 

à  condition  toutefois  que  la  série  du  second  membre  soit  conver- 
gente. Or  la  relation  (4)  nous  montre  que,  en  tenant  compte  de 
la  forme  de  F(#),on  aura  aussi 

f(x)   ---.r'>  /,(*)  IV  >o) 

et  par  conséquent 

|/(.r)|<  \x\ 
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II  résulte  de  là  que 

|/[a/,(.7-)]|<A/.vr.rv. 

ce  qui  montre  que  la  série  du  second  membre  de  (-)  est  absolu- 
ment et  uniformément  convergente  dans  notre  intervalle,  puisque 
k*<  t. 

On  peut  donc  dire  : 

Si  F(x)  =  xV-F,  (x)  (a>o),  l'équation  (3)  a  une  solution 
définie  par  sa  première  intégrale  à  l'aide  dune  série  absolu- 
ment et  uniformément  convergente.  Cette  solution  est  aussi  la 
seule,  puisque  (4)  n'a  qu'une  seule  solution,  d'après  la  théorie 
bien  connue  de  l'équation  de  Vol  terra  du  type  simple.  De  même 
l'équation  (5)  sans  second  membre  n'admet  que  la  solution  iden- 
tiquement nulle,  car  sa  première  intégrale  est  dans  ce  cas  identi- 
quement nulle;  donc  l'équation  (5)  aussi  n'a  jamais  qu'une  seule 
solution. 

Il  est  évident  maintenant  que,  si  nous  voulons  obtenir  directe- 
ment o|  x),  des  conditions  sur  la  dérivabililé  de  F(.r)  sont  indis- 
pensables; étudions  le  cas  où  y-(x')  est  dérivable  et  F  (x)  admet 
une  dérivée  lipschitzienne.  Dans  ce  cas,  la  série  des  dérivées 

(8)  2/'[M*)K(*) 

P  =  \ 

est  aussi  absolument  et  uniformément  convergente.  En  ellet, 
on  a 

f[ap(x)]  <  Rap(x) 
et 

|a^(a?)|<M. 

Nous  obtenons  donc  une  majorante  identique  à  celle  que  nous 
avons  rencontrée  précédemment.  On  peut  donc  dire  : 

Si  a. (a:)  est  dérivable  et  si  F(x)  admet  une  dérivée  lipschit- 
zienne, V équation  (3)  admet  une  solution  et  une  seule  donnée 
par  une  série  absolument  et  uniformément  convergente  dans 
l'intervalle  du  problème. 

3.  Considérons  maintenant  le  cas  où  la  courbe  v  =  y.yx)  est 
tangente  à  la  bissectrice;  on  pourra  écrire  dans  ce  cas 

(9)  y  =  a(x)  =  x  —  x.(»), 
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'/(x)  étant  une  fonction  dont  L'ordre  infinitésimal  e-^t  plus  grand 
que  1  ;  nous  étudierons  le  cas  très  général  où  cet  ordre  in  est  bien 
déterminé,  c'est-à-dire  nous  supposons  y(x)  de  la  forme 

x(a")  =  x'+H-/,i.r)         [Xi(o)^o]         (fi>o). 

Il  s'agit  de  démontrer,  dans  ce  cas  aussi,  que  la  série  du  second 
membre  de  (^)  est  absolument  et  uniformément  convergente. 
On  a  par  définition 

*p+i(x)  =  zp(x)  —  /.[  V-r)]  =  xp(x)  —  [*,,(x)y+V-  fo[ap(x)]. 

On  en  déduit 

ip(r)-vi(j-)  _ 


et  si  p  croit  indéfiniment 

um    — — -, t: 

p=m       [ap(x)y+P 


=  /.i(o)  ^  o. 


Ceci  montre  que  les  séries  ayant  pour  termes  généraux 
[y.p(x) —  *p+i  (x)]  eL  ap ( x ) '  +  v'  sont  de  même  nature;  or  la 
première  est  évidemment  convergente,  il  résulte  donc  bien  la 
convergence  de  la  série  S[a/,(a?)]l  +  H-. 

Remarquons  maintenant  que  la  formule  de  la  moyenne,  appli- 
quée à  la  relation  (5),  nous  montre,  eu  égard  à  (g),  que  f(x)  doit 
être  nécessairement  de  la  forme 

(10)  f(r)  =  xl+V-/i(x). 

Dans  ce  cas,  la  série  (-)  admet  pour  majorante  la  série 
S[  v.p(x)]i+V-  dont  la  convergence  vient  d'être  établie  ;  la  série  (  7  ) 
est  donc  aussi  convergente  dans  les  mêmes  conditions. 

Remarquons  enfin  que,  pour  avoir  la  relation  (10),  il  faut  et  il 
suffit  d'après  (4)  que  F(.r)  soit  lui-même  de  cette  forme.  On  peut 
donc  dire  : 

Lorsque  la  courbe  y  =  ?■  {x)  est  tangente  à  la  bissectrice  et  si 
l'ordre  de  contact  est  jjl  (ja  quelconque),  pour  que  le  problème 
soit  possible,  il  est  nécessaire  et  suffisant  <pie  l'ordre  infini- 
tésimal en  y.  de  F  (x)  soit  au  moins  égal  à  [x  -4-  1.  Dans  ce  cas 
l'équation  (3)  admet  une  solution  et  une  seule  donnée  par  sa 
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première  intégrale,  à  Vaide  d'une  série  absolument  et  unifor- 
mément convergente  dans  l'intervalle  considéré. 

Si  de  plus,  y:.r)  est  dériv'able  et  si  h'i  .c  i  admet  une  dérivée 
lipschitzienne,  l'équation  aura  une  solution  et  une  seule,  don- 
née directement  à  l'aide  d'une  série  absolument  et  uniformé- 
ment convergente  en  <  0,  X  i. 

i.  Ce  théorème  a  de  nombreuses  applications  dans  la  théorie 
<l<^  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles.  \\<\w  eu  donner  un 
exemple,  prenons  le  problème  suivant,  étudié  par  MM.  E .  Goursat 
et  E .  Picard  : 

Déterminer  la  solution  finie  et  continue  de  l'équation 

- — r h  a(.r,  y)- \-  b{  ./'.  y  )  — -  +  c(  r.  y)z  =  o, 

àx  dy  J     àx  J     dy  J 

qui  sur  les  courbes  données  y  =  y.,(.r),  (C,)  et  y  =  a2(x),  (C2) 
est  égale  à  j3(  (a?)  e/  (32(a?)  respectivement. 

Dans  son  .Mémoire,  M.  E.  Goursat  emploie  la  méthode  des 
approximations  successives  ei  indique,  à  la  (in,  comment  la  mé- 
thode de  Riemann  permet  de  rattacher  celte  question  à  la  théorie 
des  équations  intégrales.  Cettedernière  méthode,  particulièrement 
simple  et  qui  a  d'ailleurs  la  relation  la  plus  étroite  avec  la  méthode 
systématique  que  M.  I).  Hilberl  emploie  pour  les  équations  diffé- 
rentielles ordinaires  el  les  équations  aux  dérivées  partielles  du 
type  elliptique,  ramène  le  problème  à  la  résolution  d'une  équation 
intégrale  du  type  (  i  )  et  va  nous  donner  un  résultat  Intéressant 
aussi  pour  le  cas  où  les  courbes  C(  el  C3a  sont  tangentes  entre 
elles. 

Nous  appliquerons  doue,  avec  M.  Goursat,  la  formule  de 
Riemaii  ii 

z«  =  -  (  h  z  i.\  —  -  I  »  -  le  —   /       (M  dy  —  \  dx  I 


/  '   au  ,        i      dz 

M  =  z(  au  —       r-  )  -+-     it  —  i 
V  2  dy  j        i     dy 

i   du  \        i      dz 

N  =  c  (bu  -  -    —     +  -«  — 

■1   (Le/  1       ox 


Pour  un  point  P  de  la  courbe  C2,  l'intégrale  curviligne  AC,  I!  est 


MELANGES.  211 

prise   de    \   à    B  le  long-  de   I ;>  courbe  <".|   [voir  la  figure).   Ceci 
nous  donne  l'équation 

un      3,(ar)  =    -«APi[A(a?)]        ■  kb  S 

-+-  /      A. (a;,  s)z(s)ds->i-   -    /      j*(x,s)   — -ai, (s) -      ds 

,c, 


mi  \  >  .rs)  désigne  une  fonction  connue,  :(s)  =  ;  [s,  a,  (s)]  el  m  (•£*) 
la  fonction  de  Gren  u  [x,  a2(x);  s,  a,  (5)];  enfin  /((z)  =  0«. 

L'équation  (1 1)  est  une  équation  intégrale  en    —f-  a '.,  (s) r1      ; 

une  fois  cette  fonction  déterminée,  la  solution  de  notre  problème 
est  donnée  toujours  par  la  formule  de  Riemann.  Or  l'équation  (1  1) 
est  une  équation  intégrale  à  noyau  différent  de  zéro  pour 
X  =  .ï  =  o,  puisque  a  (0,0)=  1;  par  conséquent,  lorsque  les 
courbes  Ci  et  C2  ne  sont  pas  tangentes  entre  elles,  le  théorème 
établi  au  n°  2,  nous  montre  que  l'équation  (1 1  )  admet  une  seule 
solution.   C'esî  la  démonstration  de  M.  E.  Goursal. 

Passons  maintenant   au   cas   où    les    courbes   Ci  et  C2  sont  tan- 
gentes entre  elles;  remarquons  pour  cela  d'abord  que 


h(x) 


Oa  =  Op  —  ap  =  x  —  AP  =  ï  —  a;1+l*  /  1  x  ), 


|j.  désignant  l'ordre  de  contact  des  courbes  C(  el  C2.  En  vertu  du 
théorème  établi  au  n°  3,  pour  que  l'équation  (11)  admette  dans  ce 
cas  une  solution,  il  est  nécessaire  et  suffisant  que  son  second  membre 
soit  d'un  ordre  infinitésimal  au  moins  égal  ;'i  1  +M-.  Or  ce  second 
membre  est  égal  à 


p2(j;)--(H-ax-t-...)fl1|/M  x)] 
—     (1  -1-  bx 


)j3,0)—   /       \{.r.s)z(s)ds. 
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L'intégrale  est  évidemment  d'un  ordre  infinitésimal  au  inoins 
égal  à  i  +u.;  il  reste  donc  la  partie 

M*)  -  \  Pi[M*)]  -  5  M*)  =  fc(»)  -  PU»)  -  5  !  M!*(*)  -  Pi(*)l  j 

dont  l'ordre  infinitésimal  est  égal  à  celui  de 

Nous  obtenons  donc  ce  résultat  : 

L' ordre  infinitésimal  de  {32  (x) — Pi(x)  doit  être  au  moins 
égal  à  i  -+-  jj.. 

On  peut  présenter  ce  résultat  sous  la  l'orme  géométrique  sui- 
vante : 

Les  courbes  de  l'espace 

(G,)  jr  =■,(*),  *=ft(«). 

(Gj)  y  =  ai(x),  z=$î(x), 

par  lesquelles  <b<it  passer  la  surface  intégrale^  doivent  avoir  un 
contact  d'ordre  au  moins  égal  à  celui  des  courbes  données  (C|) 
e*(C,). 

Dans  ce  cas  et  seulement  dans  ce  cas,  il  existe  une  solution  et 
une  seule. 
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A.-N.  WHITEHEAD,  Se.  D.,  F.R.S.,  Fellow  and  late  leclurer  of  Trinity 
Collège,  Cambridge;  and  B.  RUSSELL,  M.  A.,  F.R.S.,  Lecturer  and 
late  fellow  of  Trinity  Collège,  Cambridge.  —  PniNClPlA  Matiiematica. 
Vol.  I,  666  p.  Cambridge,  University  Press,  1910. 

On  doit  déjà  à  la  collaboration  de  MM.  Russell  et  Whitehead 
deux  Ouvrages  importants  sur  la  Logique  mathématique  :  Y  Algèbre 
universelle  de  Whitehead,  parue  en  1898;  les  Principes  des  Ma- 
thématiques de  Russell,  parus  en  1903  (').Dans  ce  dernier  Livre, 
en  particulier,  les  auteurs  présentaient  un  système  de  notions 
primitives  et  d'axiomes  logiques  qui  leur  suffisait  à  rendre  compte 
des  idées  directrices  de  la  Mathématique.  Les  controverses  soule- 
vées par  celle  audacieuse  entreprise,  le  progrès  même  de  leur 
réllexion  les  ont  amenés  à  généraliser  leur  théorie  primitive,  si 
bien  qu'au  lieu  du  second  Volume  des  premiers  Principes  des 
mathématiques  paraît  aujourd'hui  le  premier  Volume  de  Princi- 
pia  mat/iemalica,  où  l'exposition  du  système  est  reprise  au 
début. 

Ce  premier  Volume  comprend  la  Logique  mathématique  et  les 
Prolégomènes  à  L'arithmétique  cardinale;  il  s'arrête  à  la  définition 
du  nombre.  L'arithmétique  cardinale  et  ordinale,  la  théorie  des 
séries,  la  théorie  de  l'espace  feront  l'objet  de  deux  el  peut-être 
trois  autres  Volumes.  Une  longue  introduction  explique  les  nota- 
tions adoptées  et  justifie  les  changements  apportés  à  l'exposition 
primitive.  Pour  nous  conformer  à  cet  ordre,  nous  signalerons  au 
préalable  les  modifications  et  nous  indiquerons  ensuite  les  lignes 
essentielles  du  nouveau  système. 

La  théorie  des  mathématiques  de  MM.  Russell  et  Whitehead  se 
relie  au  mouvement  d'investigation  des  notions  mathématiques 
fondamentales,   qui  s'est  manifesté  dès  la   fin   du  siècle   dernier. 

(')  Voir  les  Comptes  rendus  de  ce  Volume  dans  le  Tome  XXVIII,  a'  série  du 
Bulletin  (1904,  p.  129-147). 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  2°  série,  t.  XXXV.  (Août  1911.)  >4 
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Elle  s'inspire  notamment  des  travaux  de  Dedekind,  et  de  ceux  de 
Gant  or  sur  la  théorie  des  ensembles.  Mais  on  sali  que  des  paradoxes 
s'étaient  rencontrés  dans  le  développement  de  cette  théorie;  nos 
auteurs  ont  travaille  à  les  résoudre  par  la  théorie  des  l\|>es,  qui 
est  la  nouveauté-  essentielle  du  Livre. 

Ils  ont  montré  que  ces  paradoxes  étaient  des  cas  particuliers 
d  un  sophisme,  déjà  connu  des  anciens  sous  la  forme  de  l'Epimé- 
nide,  qui  consiste  à  admettre  qu  une  collection  d'ohjets  peut  con- 
tenir des  membres  qui  ne  peuvent  être  définis  que  pur  le  moyen 
île  la  collection  elle-même,  prise  dans  mi  totalité.  Par  exemple,  la 
démonstration  bien  connue  de  Bu  rai  i  -Fort  1,  qu  il  \  a  el  qu'il  n'y  a 
pas  de  nombre  ordinal  de  la  série  de  /<>its  les  ordinaux,  repose  sur 
cet  usage  illégitime  du  mol  tous.  D'une  manière  générale,  si  i)X 
est  une  valeur  quelconque  d'une  fonction  propositionnelle  (c'est- 
à-dire  d'une  fonction  qui,  pour  toute  valeur  donnée  à  la  variable, 
devient  une  proposition),  et  ax  la  fonction  prise  en  elle-même, 
l'expression  œ(tox)  n'a  pas  de  sens  el  conduit  fatalement  aux 
contradictions  précédentes  (p.    [3). 

Pour  éviter  l'usage  inconscient  de  telles  expressions  dans  le 
calcul,  il  faut  que  nous  puissions  expliciter  celle  condition  que  les 
valeurs  pour  lesquelles  <sx  a  un  seus  appartiennent  à  un  certain 
type.  C'est  à  ci'  besoin  que  répond  la  hiérarchie  des  types  de 
fonctions  et  propositions.  On  pari  des  propositions  élémentaires, 
dont  les  termes  sont  les  individus;  ils  constituent  le  premier  type. 
[  Il  est  clair  que  ces  distinctions  ne  son!  que  relatives.)  Les  (onc- 
tions, dont  les  arguments  ne  peuvent  représenter  que  des  individus, 

sont  les  matrices  'In  premier  ordre,  d'où  l'on  dérive  les  fonctions 
du  premier  ordre  et  les  propositions  du  premier  ordre,  en  trans- 
formant dans  le  premier  cas  quelques  variables,  dans  le  second 
cas  toutes  les  variables  en  \  ai i a  blés  appareilles.  Les  louchons,  dont 
les  arguments  représentent  non  seulement  des  individus  mais  îles 

fonctions  du  pre r  ordre,  sont  les  matrices  du  second  ordre  et 

ainsi  de  suite  i  p.  5  i   et  suiv.  I. 

(  )n  ,i  ainsi  le  moyen  théorique  d  éviter  les  paradoxes  du  transfini, 
en  explicitant,  le  type  d'arguments  de  toute  fonction  considérée; 

en     particulier,    la   couti.iduli le    l!ui  ali-l'orli     disparaît     -i    on 

limite  le  nombre  ordinal  de  tous  les  ordinaux  aux  ordinaux  d'un 
type  donné.  Mais  il  arrive  fréquemment  qu'en  mathématiques  on 
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use  d'expressions  qui  présupposent  toutes  les  propriétés  d'.r  ;  il 
reste  donc  à  expliquée  comment  cet  usage  est  légitime.  Si  nous 
appelons  fonction  prêdicalive  <o\x  une  fonction  qui  est  de  l'ordre 
immédiatement  supérieur  à  sa  variable,  on  voit  que,  parler  de 
toutes  les  propriétés  d'x,  c'est  en  somme  s'exprimer  de  manière 
à  réduire  le  type  d'une  fonction  quelconque  si  à  une  fonction 
prêdicalive  du  premier  ordre.  Or,  c'est  précisément  ce  que  nous 
supposons  implicitement,  quand  nous  faisons  usage  dans  un  rai- 
sonnement de  la  notion  de  classe;  poser  rtv.  comme  équivalent  à 
tox,  c'est  imposer  au  tvpc  de  v.v  la  réduction  que  nous  venons  de 
décrire.  Par  là  apparaît  un  axiome  nouveau,  implicitement  contenu 
dans  le  mode  usuel  de  raisonner  sur  les  classes,  c'est  l'axiome  de 
réduclihililé,  d'après  lequel  on  peut  réduire  le  type  d'une  fonction 
quelconque  à  une  fonction  prêdicalive  du  premier  ordre  (p.  58). 
En  symboles  (  '  ) 

t:(i/):<P*.asi/!*. 

S'il  > 'agit  d'une  fonction  il e  deux  variables,  le  même  axiome 
explique  l'usage  logique  de  la  notion  de  relation 

t  :t  3/)  :  sir/i.:   ,-. ,./'•!  '-y  i. 

Ainsi  se  trouvent  généralisées  les  initions  usuelles  de  classe  et 
relation,  et  leur  usage  logique  est  entièrement  expliqué  par  la 
théorie  des  fonctions  prépositionnelles,  fondée  sur  la  hiérarchie 
des   types. 

Nous  pouvons  maintenant  esquisser  les  traits  essentiels  du  sys- 
tème de  notions  et  propositions  primitives  par  lequel  les  auteurs 
rendent  compte  des  raisonnements  mathématiques. 

La  première  Partie  du  Livre  s'ouvre  sur  une  théorie  générale  de 
la  déduction,  forme  essentielle  de  la  démonstration  mathématique. 
Considérée  sous  son  aspect  le  plus  simple,  la  déduction  est  définie 
comme  la  relation  d'implication  entre  propositions;  l'étude  du 
procédé'  déductif  se  confond  donc  avec  l'étude  des  propriétés  de 
l'implication,  et  celles-ci  s'expriment  aisément  en  fonction  îles  six 
notions  primitives  suivantes:  m)  l'idée   de  proposition   élémen- 


(')  Nous  rappelons  plus  loin  (p.  220)  le  sens  de  la  plupart  de  ces  notatioi 

sait  que  «  xia  »  signifie  «  x  est  un  se  ». 
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taire  (ceci  est  rouge),  (a)  la  fonction propositionnelle  élémen- 
taire (x  est  rouge),  (3)  l'assertion,  symbolisée  par  t,  (4)  l'asser- 
tion d' une  fonction  propositionnelle  t.i.r.  (5)  la  négation  ~ p, 
(6)  la  disjonction  ou  somme  logique  de  deux  positions pVq-  Dix 
propositions  primitives  explicitent  l'usage  logique  de  ces  notions, 
à  l'aide  desquelles  sont  ensuite  facilement  définies  l'implication 

P  ^>q.  =  .~pVq  D/ 

et  le  produit  logique 

!><]■  =  ■  ~  (  ~  p  V  ~  </  )  D/. 

En  somme,  le  calcul  logique  se  trouve  constitué  en  attribuant  à 
toute  proposition  p  une  valeur  de  vérité  (Frege),  à  savoir  le  vrai 
ou  le  faux,  et  en  traitant  celle  valeur  à  l'aide  des  fonctions  pré- 
cédemment définies  el  des  axiomes  qui  expriment  leurs  propriétés. 
Les  fonctions  logiques,  considérées  ici-,  sonl  donc  des  fonctions 
de  «  valeurs  de  vérité  »  ;  ce  sont  les  seules  qui  soient  requises 
pour  l'expression  de  la  pensée  mathématique.  Boole  avait  déjà 
indiqué  que  le  calcul  logique  peut  se  comparer  au  calcul  numé- 
rique où  chaque  grandeur  est  assujettie  à  ne  prendre  que  les 
valeurs  o  (faux)  ou  i  (vrai)  (p.  g5  et  suiv.). 

Cette  théorie  élémentaire  de  la  déduction  est  ensuite  étendue, 
par  un  petit  nombre  de  définitions,  aux  cas  où  l'on  a  affaire  à  des 
expressions  qui  ne  sonl  pas  simplement  l'assertion  d'une  fonction 
élémentaire,  mais  affirment  soit  la  totalité,  soit  un  certain  nombre 
de  ses  valeurs.  Dans  ces  expressions,  x  devient  alors  une  variable 
apparente .  ce  qu'on  exprime  par  les  formes  (x)  a.r  (c'est-à-dire 
■^.r  pour  toutes  valeurs  à'x),  et  Çix)'fx  (c'est-à-dire  ax  pour 
quelques  valeurs  ti'x).  De  par  la  théorie  des  types,  il  serait  enfin 
nécessaire  de  définira  nouveau  les  notions  fondamentales  du  calcul 
à  chaque  degré  de  la  hiérarchie,  mais  l'ambiguïté  même  de  ces 
notions  relativement  à  leur  type  permet  d'éviter,  en  pratique,  ces 
répétitions;  il  suffit  que  le  type  relatif  des  fonctions  en  question 
soit  rigoureusement  préservé  dans  le  calcul  (p.  102  el  suiv.). 

La  théorie  de  la  déduction  esl  ainsi  constituée  dans  sa  généra- 
lité; les  auteurs  montrent  ensuite  comment  on  peut  en  dériver  les 
formes  particulières  qu'elle  revêt  dans  le  calcul  des  classes  et  le 
calcul  des  relations.  Deux  fonctions  sont  dites  avoir  même  exlen- 
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sion  lorsqu'elles  sont  équivalentes  pour  toutes  valeurs  de  la 
variable;  une  fonction  de  fonction  est  dile  extensive  lorsque,  sans 
changer  sa  valeur,  on  peut  remplacer  la  fonclion  argument  par 
une  fonclion  de  même  extension.  Dès  lors,  il  devient  naturel  de 
considérer  la  fonction  de  fonction  comme  fonclion  de  l'extension 
de  la  variable,  représentée  par  le  symbole  z(cos)  (la  classe  déter- 
minée par  03).  Au  moyen  de  l'axiome  de  réductibilité',  on  démontre 
que  ces  symboles  ont  toutes  les  propriétés  formelles  des  classes. 
En  considérant  les  fonctions  de  deux  variables,  la  théorie  générale 
des  relations  est,  en  même  façon,  rattachée  à  la  théorie  des  fonc- 
tions propositionnelles  (p.  193  et  21  1). 

L'idée  de  fonction  descriptive  est,  à  vrai  dire,  la  véritable 
transition  entre  le  calcul  purement  logique  et  les  propositions  des 
mathématiques.  Une  expression  descriptive  est  une  expression  de 
la  forme  :  le  terme  qui  a  telle  ou  telle  propriété.  En  raison  de  la 
forme  grammaticale,  nous  considérons  généralement  ces  phrases 
comme  dénotant  un  objet  simple,  comme  il  arrive  pour  les  noms 
propres.  Mais  cette  interprétation  conduit  au  fond  à  affirmer 
l'identité  de  deux  objets  différents,  ce  qui  est  logiquement  absurde. 
En  réalité,  dans  les  phrases  de  ce  genre,  l'identité  est  affirmée 
entre  les  variables  de  deux  fonctions  propositionnelles  différentes, 
et  leur  traitement  logique  est  assuré  par  conséquent  au  moyen  des 
conditions  formulées  dans  la  hiérarchie  des  types.  Si  en  particulier 
nous  représentons  Yx  qui  satisfait  'fx  par  (u)  (»*),  la  définition 
suivante  explicite  son  usage  logique  : 

[(  1  x)  (o x)]. <\i (1  x)  (cp x).  =  :(lb):ox.  =  j;X  =  b\<lb  D/, 

b  étant  une  constante  (p.  190). 

Or,  la  notion  de  relation  donne  naissance  à  un  grand  nombre 
de  fonctions  descriptives,  usitées  en  mathématiques.  C'est,  en 
premier  lieu,  la  forme  même  de  toutes  les  fonctions  ordinaires  des 
mathématiques,  telles  que  x-,  sin,r,  logo-,  etc.  :  le  terme  y  qui  a 
la  relation   R  à  x.  En  symboles 

R'.r  =  (tx){x\\y)Mf. 

Ce  sont  ensuite  les  notions  de  converse  d'une  relation  donnée 
Cm1' Pou  P,  de  classe  des  ternies  ayant  une  relation  l\  à  un 
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terme  donné  W  y  el  soninverse  IV.r.  de  domaine  D'R, codomaine 
q'R  et  champ  C'K  d'une  relation  donnée. 

En  particulier  la  définition  d'une  relation  à  domaine,  codomaine 
et  champs  limités  doit  être  à  la  base  de  la  théorie  des  séries.  Il 
faut  citer  enfin  la  définition  des  fonctions  descriptives  plurales, 
dénotant  la  collection  des  terme-  qui  ont  une  relation  II  aux 
membres  d'une  classe  donnée,  l'y  y.  cette  idée  recouvre  la  notion 

de  corrélati mire  les  membres  de  deux  classes,  et  prépare  par 

là  la  définition  canlorienne  du  nombre  cardinal;  en  tanl  qu'elle 
permet  de  symboliser  l'ensemble  des  nombres  inférieurs  ou  supé- 
rieurs à  une  limite  donnée,  elle  joue  aussi  un  rôle  important  dans 
la  théorie  des  nombres  réels    Part.  I,  Sect.  I»  |. 

L'armature  logique  de  la  mathématique  se  trouve  ainsi  complé- 
tée. La  seconde  partie  est  consacrée  à  rassembler  les  éléments  de 
la  théorie  de  l'arithmétique,  et  à  les  définir  au  moyen  des  notions 
précédentes.  Parmi  les  principales  définitions  introduites,  il  con- 
vient de  citer  celles  de-  classes  -impies  et  des  couples,  qui  serviront 
à  la  définition  des  cardinaux  i  el  2.  Différentes  fonctions  descrip- 
tives importantes  sont  ensuite  étudiées  :  en  particulier  la  classe  des 
sous-classes  d'une  classe  donnée  a. Cl'  a;  la  classe  des  sous-relations 
de  P.Rl'P;  la  relation  qui  rapporte  un  terme  à  plusieurs,  plu- 
sieurs terme-  à  un  seul,  un  seul  terme  à  un  seul  terme,  par  quoi 
l'on  arrive  à  la  notion  importante  de  la  similarité  entre  deux 
classes  1  p.    I  \6  el  sim  .  1. 

Il  importe  de  signaler  particulièrement  la  théorie  des  sélections, 
qui  présente  une  définition  tout  à  fait  générale  du  procédé  multi- 
plicatif, et  permet  par  conséquent  de  l'exposer  sans  tenir  compte 
du  nombre  fini  ou  infini  des  facteurs.  Au  lieu  de  considérer,  sui- 
vant l'usage  reçu,  la  multiplication  comme  un  procédé  abrégé 
d'addition,  on  définit  une  classe  u.  formée  en   prenant  un  terme  et 

un  seul  de  chacune  <\r~  classes,  mbres  d'une  classe  de  classes  K; 

on  appelle  relation  sélective  la  relation  d'une  classe  au  terme  qui 
la  représente  el  l'on  étudie  ta  l'onction  î^K.  qui  représente  la 
classe  des  relation-  sélectives  d'une  classe  de  classes K.  Il  est  facile 
de  voir  que  le  nombre  de  ces   relations  est  précisément  celui   qui 

est  usuellement  défini  comme  le  produit  des  1er -  des  classes  de 

Iv  :  mais  le  procédé  multiplicatif  se  trouve  défini  dan-  >a  forme 
srénérale  et  sans  restrictions. 
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La  définition  précédente  est  facilement  étendue  des  classes  aux 
relations.  Il  devient  possible  dès  lors  de  se  passer,  dans  la  majorité 
des  cas,  des  axiomes  contestés  tels  que  l'axiome  de  Zermelo  on 
Vaxiome  multiplicatif  équivalent  de  M.  Whilehead.  Dans  cer- 
tains cas,  pourtant,  signalés  par  les  auteurs,  il  semble  inévitable 
de  les  introduire  dans  l'Iijpothèse  des  théorèmes  (p.  5o5). 

Le  Livre  se  ferme  sur  une  généralisation  du  même  genre,  opérée 
sur  la  relation  induethe .  Au  lieu  de  l'étudier  sous  la  forme  par- 
ticulière de  l'induction  mathématique,  les  auteurs  la  définissent,  à 
la  suite  de  Frege,  sous  les  traits  d'une  relation  beaucoup  plus 
abstraite,  la  relation  ancestrale  ]\*\  Comparée  à  la  relation  origi- 
nelle R,  elle  apparaît  comme  la  relal  ion  d'ancêtre  à  descendant  pur 
rapport  à  la  relation  de  père  à  (ils.  Ses  propriétés  caractéristiques 
se  laissent  symboliser  dans  la  formule 

R,  =  ai  J  ûtîC'R  :  I!"  ;/    _   p. a  i-i.      ,,,zz:j.  [  I  >/. 

appliquée  aux  entiers  finis,  elle  définit  la  propriété  inductive 
usuelle  (p.  56g). 

Ainsi  se  trouvent  rassemblés  les  éléments  de  la  reconstruction 
des  mathématiques,  à  quoi  seront  consacrés  les  Volumes  suivants, 
le  second  devant  s'ouvrir  sur  la  définition  du  nombre  cardinal.  Ce 
qui  précède  permet  toutefois  de  comprendre  le  procédé  constant 
des  auteurs,  qui  consiste  à  dégager  les  notions  mathématiques  de 
l'intuition  concrète,  à  les  définir  dans  leur  usage  rationnel,  et  à 
généraliser  le  mode  de  raisonnement  qui  se  trouve  ainsi  décrit.  Si 
l'on  se  rappelle  notamment  la  généralisation  des  idées  de  produit 
et  d'induction,  on  ne  saurait  ne  pas  admirer  la  pénétration  avec 
laquelle  les  auteurs  se  sont  appliqués  à  fixer  l'être  abstrait  de  ces 
notions  mathématiques. 

Il  convient  surtout  de  souligner  l'absence  de  dogmatisme  qui 
caractérise  l'œuvre  et  que  les  controverses   antérieures  n'avaient 

peut-être   pas  permis  de  remarquer    suffisait ut.    La    prudence 

avec  laquelle  les  auteurs  avancent  et  justifient  leurs  axiomes 
témoigne  nettement  qu'il  n'est  pas  dans  leur  intention  de  définir 
une  fois  pour  toutes  le  champ  des  mathématiques.  Le  seul  reproche 
technique  que  nous  serions  tentés  de  leur  faire  est  de  n'avoir  peut- 
être  pas  assez,  indiqué  que  l'intérêt  principal  de  leur  travail  n'était 
pas  tant  dans  la  reconstitution    logique   de   la  mathématique  que 
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dans  la  réadaptation  de  la  vieille  logique  aux  généralisations  de  la 
mathématique  moderne. 

A  ce  titre,  au  lieu  de  distinguer  a  priori  deux  sortes  de  fonctions 
logiques,  les  fonctions  extensives  et  intensives,  et  d'affirmer  que 
les  premières  seules  sont  usitées  en  mathématiques,  il  serait  plus 
juste,  à  noire  sens,  de  ne  pas  éliminer  de  la  mathématique  des 
fonctions  qui  n'ont  pas  encore  reçu  leur  expression  définitive,  mais 
la  recevront  peut-être  bientôt.  On  sait  en  ellet  comment  les  tra- 
vaux de  Fredholm  ont  préparé  la  traduction  analytique  des  faits 
biologiques,  et  par  conséquent  psychologiques;  or  ce  sont  précisé- 
ment les  propositions  qui  enveloppent  des  relations  de  ce  genre 
que  MM.  Russell  el  Whiiehead  excluent  du  domaine  de  la  mathé- 
matique comme  fonctions  intensives  (p.  8  et  77). 

Cette  réserve  ne  doit  pas  empêcher  de  reconnaître  l'intérêl  el 
même  la  nécessité  de  travaux,  mathématiques,  tels  que  celui  que 
présentent  aujourd'hui  MM.  Russell  el  Whitehead.  A  côté  des 
esprits  inventifs  el  avides  d'ouvrir  en  toute  question  des  voies  nou- 
velles et  imprévues,  il  est  bon  qu'il  existe  des  esprits  systématiques 
qui,  sans  raideur  ni  dogmatisme,  restaurent  la  notion  esthétique 
de  l'ensemble,  consacrent  les  progrès  accomplis  et  fassent  souvent 
pressentir  les  conquêtes  futures. 

Pour  faciliter  l'accès  du  Livre  de  MM.  Russel  el  \\  itehead,  nous 
croyons  utile  de  rassembler  en  un  tableau  les  notations  les  plus 
cornantes  de  leur  symbolisme;  les  notions  introduites  postérieu- 
rement à  l'Ouvrage  de  1903  sont  marqués  d'un  astérisque. 

|-    .  .  .  ,  signifie       Assertion. 

...    =    ...  D/',  »  Définition  nominale. 

...   =    ...  ,  »  Identité. 

.  .  .    C    . .  .  ,  »  Implication. 

...    =    ...  ,  »  Égalité. 

p\ q  ,  »  Addition  logique  (  ou  p  ou  q  est  vrai  ). 

p.q  ,  »  Produit  logique  (p  et  q  sont  vrais). 

~/>  ,  »  Négation  (p  est  faux). 

Les  auteurs  remplacent,  d'après  Peano,  les  parenthèses  par  un 
ou  plusieurs  points  suivant  la  complexité  des  cas. 
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oa  ,  signifie  Proposition  (élémentaire  ou  non). 

fx  ,  »  Fonction  propositionnelle. 

*  fx  ,  »  Ensemble  des  valeurs  d'une  fonction  œ. 

*  f\x  ,            »  Fonction  prédicative. 
(x).vx  ,            »  tpa?  pour  toutes  d'ar. 

(^x).ax       ,  »  Il  existe  des  x  pour  lesquels  or  est  vrai. 

xsot.  ,  signifie  x  appartient  à  la  classe  et. 

xRj'  ,  »  x  est  à  y  dans  la  relation  R. 

*  z(tp.s)  ,  »  La  classe  des  z  qui  satisfont  tfz. 

*  jrj'tp(.ry)  ,  »  La  classe  des  x  et  des_r  qui  satisfont  o  {y). 

*  (iï)  (<?x)      ,       signifie       Le  terme  qui  satisfait  <fx. 

*  R'y  ,  «  Le  terme  qui  a  la  relation  R  à/. 

Les  notations  dérivées  de  la  théorie  des  relations  (converse, 
domaine...)  restent  dans  leur  ensemble  analogues  aux  notations 
adoptées  dans  l'Ouvrage  antérieur  et  ne  peuvent,  à  raison  de  leur 
nombre,  être  rappelées  ici.  La  théorie  nouvelle  des  sélections  et 
de  la  relation  induclive  a  été  signalée  plus  haut. 

Henri  Dufumier. 


Sih  WILLIAM  THOMSON,  Baron  KELVIN.  -  Mathematical  and  Piiy- 
sical  Papers.  Volume  V  :  Thermodyxamics.  Cosmical  and  Geological 
Phïsics.  Moleculah  and  Cristalline  Theorv.  Electrodvnamics.  Arran- 
ged  and  revised  with  brief  annotations  by  Sir  Joseph  Larmor.  Cambridge 
at  tbe  University  Press,  t.  XVI,  191 1,  p.  G02. 

I. 

Avec  ce  volume,  prend  fin  la  publication  des  œuvres  complètes 
de  Lord  kelvin;  les  deux  volumes  des  Papers  on  Electrostatics 
and  Magnetism,  les  deux  volumes  des  Popular  Lectures  and 
Addresses,  les  cinq  volumes  des  Mathematical  and  Physical 
Papers,  les  Baltimore  Lectures  on  Molecular  Dynamics  and 
t/ie  Wawe  Theory  of  Light,  enfin  les  Eléments  0/  Natural 
Philosophy  et  le  Trealise  on  Natural  Philosopliy,  entrepris 
tous  deux  en  collaboration  avec  P. -G.  Tait,  et  demeurés  tous  deux 
inachevés,  réunissent  toutes  les  pensées  qui  ont  été  émises  par 
l'une   des   intelligences  les   plus  vives,    les   plus   variées,  les  plus 
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ingénieuses  el   primesautières  que  la    Science  du  siècle   passé  ait 

connues. 

Ce  n'est  pas  à  dire  que  ces  pensées  réunies  en  celte  douzaine 
de  volumes,  s'offrent  toujours  bien  aisément  à  celui  qui  les 
recherche.  S'il  est  un  caractère  qui  saule  aux  veux,  lorsqu'on 
parcourt  ces  divers  livres,  c'est  assurément  l'inexprimable  désordre 
qui  \  règne.  Le  physicien  qui,  dépourvu  de  toute  indication  biblio- 
graphique, veut  retrouver  une  théorie  de  Lord  Kelvin,  en  sera 
souvent  réduit  à  feuilleter  page  à  page  plusieurs  volumes  ;  litres  el 
tables  des  matières  ne  serviront,  dans  bien  des  circonstances,  qu'à 
le  mettre  en  une  fausse  voie:  la  théorie  qu'il  cherche,  il  peut 
s'attendre  à  la  trouver  partout,  sauf  au  lieu  où  elle  devrait  logi- 
quement se  rencontrer.  Experto  crede. 

Qui  donc,  par  exemple,  désireux  de  connaître  tout  ce  que 
Lord  Kelvin  a  pu  écrire  de  l'abaissement  du  point  de  fusion  de  la 
glace  par  la  pression  et  des  conséquences  de  ce  phénomène,  pen- 
serait que  certaines  des  notes  qu'il  a  publiées  à  ce  sujet  sont 
réunies  en  un  appendice  aux  Baltimore  Lectures,  c'est-à-dire  à 
des  leçons  sur  la  théorie  ondulatoire  de  la  lumière? 

Le  dernier  volume  des  Mathematical  and  Physical  Papers 
ne  le  cède  pas  en  dési inlre  au  reste  de  la  collection;  il  nous  paraît 
impossible  de  deviner  les  raisons  qui  ont  conduit  à  rapprocher 
certaines  pièces  les  unes  des  autre-..  Ainsi,  en  la  section  consacrée 
à  la  Thermodynamique,  un  même  numéro,  le  n"  89,  réunit,  par 
exception,  deux  notes  distinctes  ;  on  s'attendrait  à  ce  que  ces  deux 
notes  eussent  entre  elles  des  liens  1res  étroits;  or,  la  première, 
qui  e>l  du  21  février  i8t)8,  a  pour  objet  d'appliquer  le  principe  de 
Carnot  à  la  différence  de  niveau  potentiel  entre  deux  métaux;  la 
seconde,  qui  esl  du  Ier  mars  1897,  et  donc  postérieure  à  la  pre- 
mière, est  intitulée:  Sur  l'équilibre  électrique  entre  l'uranium 
et  un  métal  isolé  qui  se  trouve  en  son  voisinage.  De  lelles  inco- 
hérences ne  surprennent  guère,  je  pense,  le  lecteur  anglais;  mais 
elles  sont,  pour  le  lecteur  français,  singulièrement  déconcertantes. 

IL 

Il  ne  saurait  être  question  d'analyser  ni  même  d'énumérer  ici 
tous  les  articles  qui  composent  le  cinquième  volume  des  Mathe- 
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malicat  and  Physical  Papers;  ces  articles,  en  effet,  sont  aussi 
nombreux  que  divers;  il  en  est.  de  fort  anciens,  qui  remontent  aux 
premières  années  de  la  carrière  scientifique  du  futur  Lord  Kelvin; 
il  en  est,  an  contraire,  qui  nous  présentent  les  dernières  produc- 
tions de  son  génie.  Bornons-nous  à  offrir  au  lecteur  quelques 
remarques  suggérées  par  l'examen  de  ces  notes  multiples. 

En  la  première  section,  consacrée  à  la  Thermodynamique,  nous 
trouvons  plusieurs  lettres  écrites  par  William  Thomson,  par 
P. -G.  Tait,  parClausius;  ces  lettres  sont  relatives  à  des  discussions 
de  priorité.  Peut-être  serions-nous  tentés,  parfois,  de  trouver 
Clausius  bien  chatouilleux  touchant  ces  questions  de  priorité; 
mais  nous  lui  reconnaîtrons  île  puissantes  excuses  si,  aux  lettres 
que  nous  avons  sous  les  yeux,  nous  joignons  l'article  Sur  /' histoire 
île  la  théorie  mécanique  de  la  chaleur  qu'il  a  publié  en  187a  ;  cet 
article,  en  effet,  met  hors  de  doute  la  partialité  avec  laquelle  Tait, 
en  son  Sketch  of  Thermodynamics,  présentait  la  découverte  des 
principes  de  cette  science,  attribuant  toutes  les  idées  fécondes  à 
ses  compatriotes,  et  réduisant  à  rien  le  rôle  de  Clausius.  Clausius 
ne  pouvait,  cependant,  permettre  que  l'on  méconnût  ou  que  l'on 
travestît  ce  rôle;  lorsque  les  expériences  de  Joule  eurent  mis  bors 
de  doute  l'équivalence  de  la  chaleur  et  du  travail,  les  physiciens  se 
trouvèrent  en  présence  de  deux  théories  de  la  chaleur,  l'une  fondée 
sur  le  principe  récemment  découvert,  et  l'autre  sur  le  principe 
de  Carnot;  en  1849,  William  Thomson  jugeait  ces  deux  théories 
inconciliables  et  se  demandait  avec  anxiété  s'il  ne  faudrait  pas, 
pour  admettre  la  doctrine  de  Joule,  rejeter  la  doctrine  de  Carnot; 
c'est  Clausius  qui  montra,  en  i85o,  de  quelle  manière  l'accord  se 
pouvait  faire  entre  ces  deux  doctrines,  de  quelle  manière  le  prin- 
cipe de  l'équivalence  entre  la  chaleur  et  le  travail  d'une  part,  le 
principe  de  Carnot,  dûment  corrigé,  d'autre  part,  confluaient  pour 
donner  une  Thermodynamique  dont  il  posait,  de  prime  abord, 
toutes  les  lois  fondamentales;  c'est  donc  bien  Clausius  qui  est  le 
véritable  créateur  de  la  Thermodynamique,  encore  que  les  recher- 
clies  du  futur  Lord  Kelvin  eussent  singulièrement  aidé  au  déve- 
loppement de  cette  science.  Puis,  Clausius  était,  à  l'égard  de  ses 
prédécesseurs,  d'une  si  scrupuleuse  honnêteté,  il  citait  si  méticuleu- 
seraent  le  nom  de  ceux  auxquels  il  faisait  le  plus  minime  emprunt. 
qu'on  lui  peut  bien  passer  d'avoir  réclamé  de  la  part  des  autres 
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l'accomplissement  d'un  devoir  qu'il  s'imposait  rigoureusement  à 
lui-même. 

III. 

Parmi  les  notes,  relatives  à  la  Thermodynamique,  que  contient 
le  cinquième  volume  des  Mathematical  and  Physical  Pnpers, 
l'une  des  plus  importantes  (' )  concerne  la  relation  entre  l'eflet 
thermique,  découvert  par  Peltier,  qui  se  produit  entre  deux 
métaux,  et  la  différence  D  de  niveau  potentiel  que  prennent  ces 
deux  métaux  lorsqu'ils  sont  mis  en  contact. 

On  a  longtemps  cru  qu'il  vavait  proportionnalité  entre  ces  deux 
quantités.  Le  raisonnement  insuffisant  qui  avait  conduit  à  ce 
résultat  erroné  était  tout  semblable  à  celui  qui  avait  fait  admettre 

la  proporlù alité  de  la  force  électromotrice  d'une  pile  voltaïque 

à  la  quantité  de  chaleur  que  dégagerait,  si  elle  ne  fournissait  pas 
de  courant,  la  réaction  dont  la  pile  est  le  siège.  J.-Willard  Gibbs, 
en  1878,  puis  H.  von  Ilelmliolz,  en  1882,  avaient  rectifié  celte 
dernière  et  très  grave  erreur;  ils  avaient  montré  que  la  quantité 
de  chaleur  en  question  est  proportionnelle  non  pas  à  la  force  élec- 
lromolrice E  de  la  pile,  mais  à  l'expression  (E  —  T-r=|)>  où  T  est 

la  température  absolue.  D'une  manière  analogue,  et  par  une  appli- 
cation correcte  du   principe  de  Carnol,  Lord  Kelvin   montre  que 

l'effet  de  Peltier  est  proportionnel  non   pas  à  D,  mais  à  T  -==• 
'       '  '  cl  1 

Ce  résultat,  M.  II. -A.  Lorenlz  l'avait  déjà  obtenu  en  1 885,  mais 
à  la  suite  de  raisonnements  assez  obscurs  qui  l'amenaient  à 
regarder  cette  formule  comme  incompatible  avec  la  belle  théorie 
des  phénomènes  thermo-électriques  donnée,  depuis  longtemps,  par 
William  Thomson.  Ce  même  résultat,  nous  l'avions  obtenu  en 
1887  par  l'application  des  principes  de  la  Thermodynamique,  et 
nous  eu  avions  montré  le  complet  accord  avec  la  théorie  des 
courants  thermo-électriques.  Nos  raisonnements,  bien  qu'aisés  à 
contrôler,  n'avaient  pas  eu  le  pouvoir  de  chasser  de  l'enseignement 
la  formule  démontrée  incorrecte.  Seront-ils  plus  heureux,  main- 
tenant  qu'à   leur  force   démonstrative  propre  se    joint   la   grande 


(  '  )  N°  89,  p.  29-35. 
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autorité  de  Lord  Kelvin?  A  peine  ose-l-oii  l'espérer;  il  semble, 
parfois,  que  certains  physiciens  gardent,  aux  formules  convaincues 
d'erreur,  l'indéfectible  fidélité  qui  attachait  Calon  à  la  cause 
vaincue. 

IV. 

Quelques  lecteurs  s'étonneront,  peut-être,  de  l'importance  que 
nous  venons  d'accorder  à  la  noie  de  Lord  Kelvin  sur  l'effet 
Peltier.  Quelle  relation  existe  entre  l'efiet  Pellier  et  l'effet  Voila? 
Celte  question  semble  bien,  de  prime-abord,  se  placer  au  nombre 
de  celles  que  les  méthodes  de  la  Physique  sont  capables  de 
résoudre;  dès  lors,  à  quoi  bon  en  chercher  la  solution?  Les  seules 
questions  qu'il  soit  intéressant  de  se  poser  ne  sont-elles  pas  celles 
auxquelles  on  csl  à  peu  près  sûr  de  ne  pas  trouver  de  réponses? 

Ceux  que  délecte  la  discussion  d'insolubles  énigmes  trouveront, 
au  dernier  volume  des  Papers  de  Lord  kelvin,  mainte  occasion 
d'exercer  leur  sagacité  ou  de  bercer  leur  rêve;  divers  articles  sur 
l'origine  de  la  chaleur  solaire  et  sur  l'âge  du  Soleil  attireront  au 
plus  haut  point  leur  attention.  Lord  Kelvin,  en  effet,  ne  redoutait 
pas  ces  recherches  où  l'espoir  d'aboutir  nous  est,  semble-t-il, 
interdit;  il  s'y  lançait  avec  une  audacieuse  ardeur;  gardons-nous 
de  l'en  blâmer,  d'ailleurs;  ces  tentatives  qui,  de  la  part  du 
commun  des  physiciens,  ne  décèleraient  que  folle  présomption, 
montrent  ici  (pie  le  génie  qui  les  ose  a  conscience  de  sa  surhumaine 
puissance. 

Les  vues  diverses  île  Lord  Kelvin  convergent  toutes  vers  cette 
conclusion  :  11  n'v  a  pas  bien  longtemps  que  le  Soleil  et  la  Terre 
ont  à  peu  près  la  grosseur,  la  température  et  l'état  que  nous  leur 
connaissons,  et  en  cet  état,  ils  persévéreront  encore  moins 
longtemps.  Il  faut,  toutefois  entendre  que  le  million  d'années  est 
l'étalon  de  temps  supposé  par  cet  énoncé,  en  sorte  que  quelques 
millions  d'années  font  peu  de  temps. 

«  Il  semble,  à  tout  prendre,  fort  probable,  dit  Lord  Kelvin  ('), 
que  le  Soleil  n'a  pas  éclairé  la  Terre  durant  cent  millions  d'années, 
et  il  est  presque  certain  qu'il  ne  l'a  pas  fait  pendant  cinq  cents 
millions  d'années.  Pour  ce  qui  est  de  l'avenir,  on  peut  dire,  avec 
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une  égale  certitude,  que  les  habitants  de  la  Terre  pourrait!  conti- 
nuer à  jouir  de  la  chaleur  el  île  la  lumière  essentielles  à  leur 
existence  pendant  plusieurs  millions  d'années  encore,  à  moins 
que  des  sources,  aujourd'hui  inconnues,  ne  soient  préparées  dans 
la  grande  réserve  de  la  création.  » 

C'est  à  ces  cent  millions,  à  ces  cinq  cents  millions  d'années  que 
nous  appliquions  ces  mots  :   l\is  très  longtemps. 

C'est  peu  de  temps,  en  effet,  c'est  même  trop  peu  de  temps,  au 
gré  des  géologues  qui  ne  veulent  punit,  en  leurs  théories,  invoquer 
de  cataclysmes  hors  de  proportion  avec  les  phénomènes  météoro- 
logiques actuels  :  «  Que  faut-il  donc  penser,  par  exemple,  écrit 
Lord  Kelvin  ('),  de  L'évaluation  géologique  qui  compte  trois  cents 
millions  d'années  pour  la  dénudalion  du  Weald?  Est-il  plus  pro- 
bable que  l'étal  physique  de  la  matière  solaire  diffère  mille  lois 
plus  de  la  matière  que  nous  étudions,  que  la  Dynamique  ne  nous 
autorise  à  le  supposer,  ou  bien  qu'une  mer  orageuse,  aidée  de 
marées  d'une  extrême  violence,  doive  ronger  une  falaise  calcaire 
mille  fois  [dus  rapidement  crue  ne  l'estime  Al.  Darvin,  qui  trouve 
un  pouce  par  siècle?   » 

Que  l'apparition  de  la  vie  sur  la  Terre  ne  remonte  certainement 
pas  à  cinq  cents  millions  d'années,  cela  déconcerte  toutes  les 
combinaisons  de  ceux  qui  font  dériver  les  espèces  animales  [es 
unes  des  autres  par  graduelle  évolution.  Aussi  les  adversaires  de 
la  théorie  de  la  descendance  se  hâtent-ils  de  faire  état  des  éva- 
luations de  l'âge  du  Soleil  données  par  Lord  Kelvin,  et  d'y  voir 
la  condamnation  formelle  de  la  doctrine  qu'ils  réprouvent.  A  la 
vérité,  les  partisans  de  cette  doctrine  n'ont  point  de  peine  à 
montrer  que  l'évaluation  de  Lord  Kelvin  repose  sur  un  grand 
nombre  d'hypothèses;  que,  parmi  ces  hypothèses,  il  eD  est  qui 
ne  sont  point  fort  assurées;  que  la  ruine  de  celles-là  entraî- 
nerait la  chute  des  conclusions  qu'elles  portent;  el  donc,  qu'il 
leur  est  loisible  de  poursuivre  la  construction  de  leurs  propres 
systèmes  sans  trop  redouter  de  se  voir  contrebattus  par  une  bastide 
si  caduque,  lui  un  tel  débat,  la  seule  chose  dont  les  deux  partis 
soient  à  peu  près  assurés,  c'est  qu'ils  pourront  continuer  indéfi- 
niment la  lutte  qui  les  met  aux  prises.  Il  est  des  gens  qui  croient 
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plus  sage  de  ne  pas  prendre  pari  à  la  bataille  et  de  répéter,  après 
Ë.  Du  Bois-Reymond  :  Ignorabimus. 

V. 

Parmi  les  unies  consacrées  à  la  Géblogie,  il  en  est  de  plus 
modestes  que  celles  où    l'âge  du   Soleil   se   trouve  évalué;    l'une 

d'elles('  )  mérite  de  nous  arrêter  un  m< ni,  elle  nous  présente, 

en  effet,  un  curieux  exemple  de  résurrection  d'une  1res  ancienne 
doctrine. 

réelle  note  a  pour  objet  les  variations  alternatives  de  niveau  que 
la  mer  a  ('prouvées  au  cours  de  la  période  glaciaire;  elle  n'est,  d'ail- 
leurs, qu'une  remarque  à  une  explication  que  M.  Crol]  avait 
donnée  de  ces  oscillations  de  l'Océan. 

Supposons  ipie  l'on  ne  tienne  aucun  compte  du  mouvement  de 
rotation  de  la  Terre,  cl  que  l'on  cherche  la  figure  du  niveau  que 
prennent  les  mers,  grâce  aux  attractions  mutuelles  de  leurs  parties 
et  aux  attractions  de  toutes  les  masses  solides  que  le  globe  ren- 
ferme; l'équation  de  la  surface  de  niveau  s'obtiendra  en  égalant  à 
une  constante  la  fonction  potentielle  de  toutes  les  masses  agis- 
santes; si  l'on  emploie,  pour  exprimer  celte  fonction  potentielle, 
un  développement  dont  les  coefficients  soient  les  fonctions  Y„  de 
Laplace,  on  obtient  ce  remarquable  théorème  :  La  surface  qui 
représente,  en  première  approximation^  celle  du  niveau  des 
mers  est  une  sphère  ayant  pour  centre  le  centre  de  gravité  de  toutes 
les  masses  agissantes. 

Imaginons,  dès  lors,  qu'en  un  certain  temps  de  la  période 
glaciaire,  une  épaisse  calolle  de  ylacc  occupe  les  régions  boréales. 
et  que  l'Océan  ait  pris  un  certain  niveau.  Puis,  supposons  qu'une 
raison  quelconque  brise  celle  calotte  de  glace,  la  fasse  dévier  vers 
le  Sud  sous  forme  de  vasles  icebergs,  qui  finissent  par  se  resouder 
entre  eux  et  par  constituer,  autour  du  pôle  austral,  une  calolle 
semblable  à  celle  qu'ils  formaient  autour  du  pôle  boréal.  Un  tel 
transport  de  la  calolle  glaciaire  a  pour  effet  de  déplacer  vers  le 
Sud  le  centre  île  gravité  de  la  masse  terrestre;  la  sphère  qui  repré- 
sente, en  première  approximation,  le  niveau  de  la  mer,  descendra 
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donc,  elle  ;i n ssi ,  vers  le  Sud;  en  sorle  qu'en  l'hémisphère  nord, 
l'Océan  va  laisser  apparaître  de  nouvelles  terres,  el  qu'en  l'hémi- 
sphère sud,  il  va  submerger  des  continents. 

Cette  théorie,  dont  nous  n'avons  pas  qualité  pour  apprécier  la 
valeur  géologique,  rappelle,  disions-nous,  une  très  ancienne 
doctrine;  la  doctriue  dont  nous  voulions  parler  tire  son  origine 
d'un  passage  du  commentaire  de  Simplicius  au  Traité  du  Ciel 
d'Aristote;  mais  elle  ne  s'est  développée  qu'au  xive  siècle,  dans 
l'enseignement  des  Maîtres  de  l'Université  de  Paris,  particuliè- 
rement d' Albert  de  Saxe.  Résumons-la  en  peu  de  mots  : 

La  surface  de  l'Océan  est  une  surface  sphérique  qui  a  pour 
centre  le  centre  du  Monde;  au  centre  du  Monde,  se  doit  également 
trouver  soit,  nu  gré  d'une  première  opinion,  le  centre  de  gravité 
de  l'ensemble  des  choses  pesantes,  soit,  au  gré  d'une  seconde 
opinion,  le  centre  de  gravité  de  la  seule  terre  solide;  entre  ces 
deux  opinions,  Albert  de  Saxe  cl  ses  contemporains,  comme 
Thémon  le  lils  du  Juif  et  Nicole  Oresme,  sont  longtemps  en 
suspens;  ils  finissent  par  se  ranger,  non  sans  hésitation,  a  la 
seconde;  cette  fâcheuse  décision  empêche  seule  qu'ils  n'aient 
pleinement  déduit  de  la  théorie  du  lieu  naturel  d'Aristote  une 
proposition  que  l'emploi  des  fonctions  de  Laplacc  était,  un  jour, 
appelé  à  justifier. 

En  tous  cas,  de  celle  proposition,  Albert  de  Saxe  a  tiré  une 
conclusion  toule  semblable  à  celle  que  M.  Croll  el  Lord  Kelvin 
lui  oui  demandée. 

Comme  tous  ses  contemporains,  il  pense  que  notre  globe  pré- 
sente un  vasle  continent  et,  sur  la  face  opposée,  un  Océan  encore 
plus  vaste;  l'érosion  causée  par  les  rivières  transporte  sans  cesse, 
au  fond  de  l'Océan,  les  matières  graves  arrachées  aux  terres  fermes; 
constamment,  donc,  elle  tend  à  déplacer  vers  la  face  de  la  terre 
que  l'eau  recouvre,  ce  centre  de  gravité  qui  doit  être  au  centre  du 
Monde;  constamment  aussi  la  terre  doit  se  mouvoir  pour  com- 
penser ce  déplacement  et  remettre  le  centre  de  gravité  au  centre 
du  Monde;  l'effet  est  le  même  que  si  le  niveau  des  mers  qui 
découpent  les  continents  s'abaissait  sans  cesse. 

Celte  doctrine  se  trouve  tout  à  fait  au  berceau  de  la  Géologie; 
elle  a  exercé,  sur  les  premiers  développements  de  celle  science, 
une  influence  décisive  que  nous  avons  eu,  ailleurs,   occasion   de 
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retracer;  n'esl-il  pas  piquant  qu'on  la  retrouve,  rajeunie  en  ses 
principes,  mais  à  peine  modifiée  en  ses  conclusions,  prèle  à 
seconder  encore  la  Géologie  parvenue  à  L'âge  adulte? 

VI. 

Il  est,  au  volume  que  nous  analysons,  une  série  de  noies  qui 
ont  trait  aux  conditions  d'équilibre  des  nébuleuses  gazeuses. 

La  première  de  ces  noies  (')  est  intitulée:  S///-  l'équilibre 
d'un  gaz  soumis  à  sa  propre  gravitation. 

Soient  :  M  la  masse  (Tune  sphère  solide,  de  rayon  n,  qu'entoure 
une  atmosphère  gazeuse;  p,  //,  la  densité  H  la  pression  du  gaz  à  la 
dislance  /•  du  centre;  [j  la  constante  de  l'attraction  universelle; 
l'Hydrostatique  fournit  la  condition  d'équilibre 

dp 


(I)  Ï  =  -     «H-W      p.*} 


Lord  Kelvin  donne  celte  équalion  i  -  )  sans  en  tirer  aucune 
conclusion;  il  en  esi  pourtant  de  bien  faciles  à  déduire,  et  qui  ont 
leur  intérêt . 

Supposons  que  la  température  du  gaz  soii  uniforme  et  que  la  loi 
de  Bbvle  et  Mariolte  soii  applicable;  on  aura 


p0  et  p0  étant  les  valeurs  de  p  et  de  0  pour  r  =  a,  en  sorte  qui 
l'égalité  précédente  deviendra 


rflogp 


f,r'J„ 


p  est  fonction  décroissante  de  r,  en  sorte  que  sa  valeur  esi  toujours 
inférieure  à  o„  ;  on  diminue  assurément  le  second  membre  en  \ 
remplaçant  p  par  p„  ;  on  obtient  ainsi  l'inégalité 


d  logp 


>-[m  +  ^Ttpo(/-3-a3)]^> 


(')  N°  150,  pp.   184  et  suiv. 
(a)  Page  1S6. 
Huit,  des  Sciences  mathém.,  1'  séiie,  t.  XXXV.     Août  1911.) 
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et,  par  conséquent,  I  inégalité 


|oeJL  >  Bo„(M  —  ^-o„rt'  )  (l  —  -\-  4,îSp!(7.!_a! 

p0  \  3'        /  \''        a/       o      ' 


Il  est  facile  d'en  conclure  que,  pour  aucune  valeur  Gnie  de  /•,  la 
densité  p  de  l'atmosphère  gazeuse  n'atteint  la  valeur  o. 

L'atmosphère  d'aucune  planète  ne  saurail  donc,  sous  l'influence 
de  la  gra\  i talion,  se  limiter  elle-même;  elle  va,  se  dilatant  i ou  jours 
davantage,  sans  jamais  pouvoiratleindre  une-  position  d'équilibre; 
la  densité  gazeuse,  lorsqu'on  s'éloigne  de  la  planète,  devrait,  pour 
l'équilibre,  décroître  d'autanl  plus  lentement  que  la  masse  de  la 
planète  est  plus  petite.  [I  est  évident,  par  là,  que  toutes  les  planètes 
perdent  peu  à  peu  leur  atmosphère,  et  d'autanl  plus  vite  que  la 
planète  est  plus  petite.  Toutes  ces  propositions  sont  presque  ('■vi- 
de ni  es.  Peut-être  n'esl--il  pas  inutile  de  montrer  qu'elles  découlent 
des  seules  lois  de  I  Hydros  la  tique,  par  l'intermédiaire  de  l'équation 
que  Lord  Ivelvin  a  écrite;  récemment,  en  effet,  on  les  a  signalées 
comme  d  intéressants  corollaires  dé  la  théorie  cinétique  des  gaz; 
pour  les  établir,  il  est  tout  à  fail  oiseux  de  faire  appel  à  celte 
théorie. 

Toul  ce  que  Lord  kelvin  a  déduil  de  l'équation  précédente  sur 
ce  qu'il  nomme  V équilibre  convectif  d'une  nébuleuse  gazeuse, 
nous  paraît  enlièrenienl  vicié  par  une  confusion  initiale,  que 
d'autres  avaient,  d'ailleurs,  commise  avanl  lui,  en  ce  même  pro- 
blème el  en  d'autres.  Citons  textuellement  la  définition  par  lui 
donnée  |  '  )  de  ['équilibre  convectif;  la  confusion  en  question  s'\ 
mont rera  a\ ec  é\  idence  : 

o  L'essence  de  l'équilibre  convectil  esl  celle-ci  :  I  ne  petite 
sphère  ou  une  portion  cubique  du  fluide,  placée  en  une  position  P, 
esl  entourée,  parla  pensée,  d'une  enveloppe  imperméable  à  la 
chaleur;  si  celle  portion  se  détend  ou  se  contracte  alors  jusqu'à  la 
densité  qu'a  le  fluide  en  une  autre  position  P',  sa  température 
varie,  par  l'effet  de  cette  expansion  ou  de  celte  contraction,  de  la 
valeur  qu'elle  avail  en  I'  à  celle  que  le  Quide  a  actuellement  en  P'. 
Les  formules  qui  expriment  cette  condition  oui  été  données,  pour 
la   pie ie  lois,  par  Poisson.  Ce   sont  les  équations  généralement 
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connues  aujourd'hui  sous  le  nom  d'équal  ions  de  l'expansion  ou  de- 
là contraction  adiabatique  que  Rankine  leur  a  donné.  Elles 
s'écrivent  de  la  manière  suivante,  dans  le  cas  idéal  d'un  gaz 
parfait, 

<■><■>'..  ;=(?)"•  p-(?f-  Mfr- 

(7,  p,  p)  et  il',  />',  p')  désignent  les  lempéralures,  densités  et  pres- 
sions en  deux  places  quelconques  du  fluide,  les  températures  étant 
comptées  à  partir  du  zéro  absolu;  K  désigne  le  rapport  de  la 
chaleur  spécifique  du  gaz  prise  sous  pression  constante  à  sa  chaleur 
spécifique  prise  sous  volume  constant...  » 

Selon  cette  définition,  Lord  KrKin  donue((>)  à  la  pression  p. 
en  l'équation  (i),  la  valeur  H'1  p  ,  où  H,  ï  sont  deux  quantités 
indépendantes  de  r. 

Ce  que  Lord  Kelvin  suppose  ainsi  sans  le  duc  et,  assurément, 
sans  v  avoir  songé,  nous  allons  bien  aisément  le  reconnaître. 

Prenons,  d'abord,  celle  pelite  portion  de  gaz  qu'il  a  désignée  par 
P.  Imaginons  qu'à  un  instant  initial  o,  elle  ail  eu  /„,  p„  et  p0  pour 
densité,  température  el  pression;  imaginons  ensuite  que,  de  cet 
inslanl  à  l'instant  t,  elle  ait  éprouvé  des  conlracl  mus  et  expansions 
au  cours  desquelles  elle  n'a  pu  ni  dégager  ni  absorber  aucune  quan- 
tité fie  chaleur;  si  /,/<,  3  sonl  sa  température,  sa  pression  el  sa 
densité  à  L'instant  ~,  la  loi  de  Poisson  nous  apprend  que 


(4)  (5)  (6) 


Po        Vpo/    '  Po        l'i/  Po        V'o/ 


Si,  de  même,  la  portion  P' avait,  à  l'instant  initial  o,  une  tempé- 
rature, une  pression  el  une  densité  représentées  par  t[:.  //,  p'0,  el 
si,  de  cel  instanl  à  l'instant  t,  elle  a  subi  des  compressions  el 
dilatations  adiabatiques  qui  l'ont  amenée  à  la  température  /,  à  la 
pression  p  el  à  la  densité  p,  on  a 

u')(5'M6')  K=(ï-Y>    ï-=(ffrï>    ^M-)^- 

Po         \P'J  Po         VJ  /'o  \t'oJ 

Supposons  maintenant  qu'à  l'instant  initial  o,    la  tempé- 

('  )   l'âge  186. 
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rature,  la  pression  et  la  densité  de  lu  portion  P'  nient  été 
respectivement  les  mêmes  que  In  température,  lu  pression  et 
la  densité  de  la  portion  P  : 

t'0  =  l„-  p'v=Po,  p'o  =  Po- 

Les  égalités  (4),  (5),  (6)  el   (4),  (5'),  (<>')  donneront  les  égaillés 

(0,00,(3). 

Admettre,  donc,  que  les  équations  (i),  (2),  (3)  sonl  vérifiées  eu 
deux  points  quelconques  d'une  masse  gazeuse,  c  est  admettre  que 
l'état  actuel  de  cette  masse  provient  d'un  état  imti  h.  homogène 
par  une  transformation  au  cours  de  laquelle  chacune  des 
masses  élémentaires  n'a  jamais  dégagé  ni  absorbé  de  chaleur. 

Lord  Kelvin  et  ses  prédécesseurs,  Homer  Lane,  Perry,  ont-ils 
entendu  supposer  qu'une  nébuleuse  gazeuse  avait  été,  à  un  certain 
instant  regardé  comme  initial,  une  masse  gazeuse  entièrement 
homogène?  Ont-ils  cru  possible  d'admettre  que,  si  éloigné  que  cet 
état  initial  fût  dans  le  passé,  chaque  particule  du  gaz  n'avait 
jamais,  pendant  le  long  temps  écoulé,  dégagé  ni  absorbé  la  moindre 
quantité  de  chaleur?  Assurément,  si  ces  hypothèses  s'étaient 
explicitement  présentées  à  leur  esprit,  ils  les  eussent  rejelées 
comme  insensées.  Dès  lors,  il  ne  leur  est  plus  permis  de  faire 
usage  des  équations  (1),  (2),  (3). 

Cette  remarque  entraîne,  malheureusement,  la  ruine  complète 
du  Mémoire  sur  Le  problème  de  la  nébuleuse  gazeuse  sphérique, 
auquel  l'auteur  a  travaillé  jusqu'à  ses  derniers  jours,  et  qu'il  a 
laissé  inachevé.  L'auréole  de  gloire  de  Sir  William  Thomson, 
baron  Kelvin,  peut  se  passer  de  ce  dernier  rayon. 

Pierre  Duhem. 
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SUR  LES  TRANSFORMATIONS  INFINITÉSIMALES 
ET    LA    CINÉMATIQUE    DES    MILIEUX    CONTINUS. 

Par  M.  E.  VESSIOT. 

I.  Imaginons  un  fluide  en  mouvement.  Soient  x,  y,  z,  les 
coordonnées  de  la  position  qu'occupe,  à  l'instant,  t,  une  parti- 
cule quelconque  du  fluide  :  soient  x',y',z',  les  coordonnées  de  la 
position  que  la  même  particule  prend  au  bout  d'un  temps  7, 
c'est-à-dire  à  l'instant  t'  =  t  +x.  On  a  des  formules  déterminées, 
de  la  forme 

i  *-'  =  f(&,y,  *,  t  |-)i 
(0  \y'=g(x,y,*,  t\t),      (t'=t  +  %). 

(  z  =  h{x,y,z,t\t), 

Si  l'on  considère  encore  la  position  x" y"  z"  de  la  même  parti- 
cule au  bout  d'un  nouvel  intervalle  de  temps  tt,  c'est-à-dire  à  l'ins- 
tant t"  =  l' +  x,  =  t  +t  +  -,,  elles    seront   données,  soit    par  les 

formules 

i   x'=f(x',y',  z',  t'\-.i), 

(2)  )  y=g(x',y,z',t'\-i),         (ï'=«'H-Tt), 

f  z"  =  h(r',y\  z',  t'\'t), 

soit   par  les  formules 

(   x"=  f(x,y,  a,  f|x-+-T,), 

(3)  ]  y"  =g(x,  y,  z,  t\*-h  ■zi),        [<"=*-+-  (t  -t-t,)]. 
f   z"  =  h(x,y,z,  t\-c  4-Tj), 

Celle  remarque  évidente  prouve  que  le  mouvement  considéré 
a  son  expression  analytique  dans  la  transformation  générale 
d'un  groupe  à  un  paramètre,  à  savoir  : 

/  x'=  f(x,y,z,  «|x), 

\  y'  =  g(x.y,  z,  t\x), 

\  ='=  h(x,y,s,t\x), 

f  t'  =t-h%. 
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Le  paramètre  t  esl  même  un  paramètre  canonique,  puisque  la 
composition  de  deux  transformations  du  groupe  équivaut  à  l'ad- 
dition  des  paramètres  ~  correspondants. 

Pour  la  transformation  infinitésimale  de  ce  groupe,  on  a  : 


ox 

I     -^  =(^->  =  fi(x,y,  Z,  *|o)  =    tti.r,  y.  z,  f), 

!  'jz  =(  ^r  )  =g'i(v,y,*,t\°)=  "(x,y,z,t), 

|  os  =f*\  =  h'x(x,y,  z,t\a)  =  .ri./-,  r,  3.  n. 

I    8«  _  /8^\  __ 


(5) 


lu  ces  formules  mellenl  en  évidence  que  n,  r,  w  sont  les  compo- 
santes de  la  vitesse  de  la  particule  lluide  qui  passe,  à  l'instant  t, 
au  point  de  l'espace  qui  a  pour  coordonnées  oc, y,  :■;  c'est-à-dire 
les  composantes  de  la  vitesse,  exprimée  au  moyen  des  variantes 
d'Euler.  Si  doue  on  suppose  que  Ton  se  donne  ces  fonctions 
u,  i'.  ir,  le  mouvement  considéré  a  son  expression  analytique 
dans  lu  transformation  infinitésimale 


(6)      D/  = 


àf 


u(x,  r.  z.  t)-. — »-  v(x,  y,  3,  t)  —  +  wlx,  Y,  Z,  0  "T"' 
'  dx  ■  '  Oy  '    ' J  '         '  dz 


et  la  détermination  du  mouvemenl  revient  à  chercher  les  équations 

finies  du  groupe  à  un  paramètre  correspondant,  ce  qui   équivaut  à 
intégrer  l'équation 

(;)  D/=o. 

<  )u  obtient  les  invariants  fondamentaux  <le  D/*,  d'ordre  zéro,  en 
éliminant  le  paramètre  -  entre  les  équations  (4)  et  en  donnant  à 
t1  une  valeur  fixe  arbitraire,  par  exemple  t'  =  o.  Les  valeurs  de 
ces  invariants 


(8) 


i    a  =f(x,y,  z,t\  —  t), 

b  =  gur,  y,  z.  t\  —  t), 

I   c  =  h[  ./.r.  z,  1 1  —  t), 


caractérisent  les  particules  du  lluide  : 
que  les  invariables  de  Lagrange.  Mais  on 
caractériser  les  particules  du  lluide  par  I 


ne  sont  autre  ebose 
il ,  plus  généralement, 
valeurs  de  trois  inva- 
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riants  indépendants  quelconques  île  D/  :  cela  revient  à  partir  d'un 
système  de  coordonnées  curvilignes  quelconque. 

1)  nue  manière  tout  à  fail  générale,  le  caractère  d'invariance 
d'une  quantité  ou  d'une  figure  géométrique  par  la  transfor- 
mation infinitésimale  \)f  équivaut  à  cefaitque  la  quantité  ou 
la  figure  géométrique  considérée  se  rapporte  au  fluide  en  lui- 
même,  indépendamment  de  lit  position  et  de  la  déformation 
successives  de  ce  fluide. 

C'est  ainsi  qu'on  vérifie  sans  peine  que,  pour  qu'une  équation 
ou  un  système  de  deux  équations  en  ./•.  i  .  ;,  /  représente  une 
surface  on  une  ligne  fluide,  sous  ses  formes  successives,  il  faut  et 
il  suffit  que  celte  équation,  ou  ce  système,  admette  la  transfor- 
mation D/'.  Et  si  l'on  considère  un  système  différentiel  en x, y,z,  t, 
dont  chaque  intégrale  représente  les  formes  successives  d'une 
courbe,  (ou  d'une  surface),  son  invariance  par  D/'  équivaudra  à  ce 
fail  que  les  particules  fluides  qui  se  trouvent  disposées  à  un  ins- 
lani  sur  une  courbe  (ou  sur  une  surface)  intégrale,  se  trouvent 
disposées  encore,  à  tout  autre  instant,  sur  une  courbe  (ou  sur 
une  surface)  intégrale,  qui  sera,  en  général,  différente  de  la  pre- 
mière. 

2.  Les  principes  précédents,  que  j'avais  introduits,  il  v  a 
quelques  années,  dans  mon  enseignement,  el  que  je  croyais  nou- 
veaux, se  trouvent  déjà  utilisés  dans  plusieurs  publications  de 
M.  Zorawski  (').  (I  nous  a  paru  cependant  utile  de  les  reprendre, 
car  ils  éclairent  et  permet  tent  de  simplifier  notablement  les  théories 
classiques  de  la  Cinématique  de--  milieux  continus;  ils  fournissent 
aussi  l'origine  cinématique  de  divers  théorèmes  fondamentaux 
d'Hydrodynamique.  C'est  ce  que  nous  allons  montrer  maintenant. 

Un  élément  linéaire  fluide,  ismi  d'une  particule  11  un  le  quelconque 
(a,  h.  ci.  est  défini   par  le-,  différentielles  da.  db,  de.  L'élément 


(')  Académie  des  Sciences  de  Craeovie  <  Rozpraw  Wydziazu  malematyczno- 
przyrodniczego  Akademii  Umietnosci  \\  Krakowie  .  i.  \\\l\,  S  novembre  1897; 
1.  \\\l\,  H  octobre  1900;  1.  XXXVIII,  1  1  novembre  1900;  1  XL1I,  i  novembre 
19m.  Cr-  Mémoires  sont  en  langue  polonaise.  Des  résumés  seulement  onl  pain, 
en  allemand,  dans  Anzeiger  der  Akademii  der  Wissenscha/ten  in  Krakau 
(novembre  1897),  continué  par  le  Bulletin  international  de  l'Académie  des 
Sciences  de  Craeovie  (octobre  et  novembre  1900  el  décembre   1  1   1 
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linéaire  de  l'espace  fixe,  avec  lequel  cet  élément  fluide  coïncide  à 
l'instant  /,  est,  pur  suite,  défini  par  les  différentielles  totales  cor- 
respondantes dx,  dy,  dz.  Celles-ci  sont  prises  par  rapport  à  des 
variables  qui  sont  invariantes  par  D/".  Si  donc  on  veut  suivre 
les  modifications  que  subissent  les  éléments  linéaires  du 
fluide,  pendant  le  mouvement  de  celui-ci,  on  en  aura  l'expres- 
sion analytique  en  prolongeant  la  transformation  infinitési- 
male D/,  relativement  aux  différentielles  dx,  dy,  dz  en  ques- 
tion, suivant  les  règles  données  par  Lie.  Ou  trouve  immédiate- 
ment 

(9)  D(rfx)  =  rf«,         ù(dy)  =  dv,         ù{dz)  =  dw. 

Posons,  pour  abréger  l'écriture, 


(10) 

puis 
(11) 


=  7     «i,,37,  dv  =  7    «;,,.''/'.  dw  =  2_    "1, /■''/• 


Le  prolongement  considéré  esl  la  transformation  infinitésimale, 
linéaire,  homogène,  qui  a  pour  svmbole  la  forme  bilinéaire 

(12)  D,/  =  V]^  «/,/.  ■•''/. />/,  (h,  k  =  1,2,  3). 


On  conlate  que  si  l'on  rapporte  l'élément  x, ,  x»,  x3ît  un  nouveau 
trièdre  trirectangle  (pour  un  point  x,y,z  particulierquelconque), 
cela  revient  ;'i  effectuer  sur  les  a?,-,  et  les/?,,  la  même  transforma- 
lion  orthogonale.  La  nature  de  la  transformation  infinitésimale 
des  éléments  linéaires  dépend  donc  des  propriétés  de  la  forme 
bilinéaire  (12),  par  rapport  au  groupe  orthogonal. 

En  particulier,  pour  qu'il  y  ait  trois  directions  orthogonales 
invariantes,  il  faut  et  il  sullil   que   D/  soit   réductible   à   la   forme 

canonique^    S,  X,  P,  ;   la  condition,  pour  cela,  est  que  le  déter- 

1=1 
minant  [a^ft]  soit  symétrique.  C'est  donc  la  condition  pour    qu'on 
ait  affaire  à  une  déformation  pure. 
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Pour  qu'on  nit  affaire  à  une  rotation,  il  faut  et  il  suffit  que  le 
déterminant  ["/,*]  soit  un  ilétermiuant  symétrique  gauche. 

Or  on  peut  toujours,  et  d'une  seule  manière,  mettre  la  forme  12) 
sons  la  forme  d'une  somme  de  deux  formes  A/'  et  R/',  la  pre- 
mière à  déterminant  symétrique,  et  la  seconde  à  déterminant 
gauche.  Car  D, /"se  réduit  alors  à  A/',  m  on  l'ait  #,-=  pi(i=  1,  2,3). 
Cette  simple  remarque  donne,  en  ellel, 


(i3)     A/  = 


w 


I  ai,/.  —  «HJnfj, 


i"/,r.  —  <//./,  )&<rPh- 


On  a  ainsi  la  décomposition  classique  de  la  déformation   infini- 
tésimale considérée  en  une  déformation  pure  et  une  rotation. 


){.   Lu  variation  infiniment  petite  d'un  élément  de  volume 

1  1  i  1  dh>  —  dx  dy  dz  = 


d.r  dy  dz 
diT  d,y  d,z 
d,x     d.,)-     dtz 


se  calcule  immédiatement,  en  appliquant  les  formules  ^9).  aux 
trois  éléments  linéaires  qui  figurent  dans  celle  formule  (i4,l  :  d'où 
le  résultat  bien  connu 

r>     /  „    ,  „        àu        de         ôw 

1  1  1  1  Di  </to  1  =  0  dm.  6  = 1 

dx        dy         dz 

Si  l'on  introduit  la  densité  0,  la  variation  de  1  p  rfw)  est  nulle,  ce 
qui  donne 


(16) 


Ds  +  06  =  0. 


C'est  l'équation  de  continuité,  qui  exprime  que  0  est  un  mul- 
tiplicateur de  J.icnlii  pour  l'expression  D/'. 

On  peut  enfin  se  proposer  d'élu  lier,  en  même  temps  que  l<i 
variation  des  éléments  linéaires,  celle  des  éléments  superficiels 
fluides.  Lu  tel  élément  est  défini  par  les  trois  composantes  du 
secteur  représentatif  : 


1  , 


y,  =  dy  dz  =  d,y  d,  z  -  d,  z  d,y. 
y,  =  dz  dx  =  dtz  d-2x  —  dt  X  </..  s, 
y3  =  dx  dy  —  dt  x  d,y  —  d\ y  d .  r. 
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El  l'on  a  l'identité 


(16; 
d'où 

(17) 


'      ',r,  =  dtu, 


T?£xtjrt=^xtyt. 


En    identifiant    les  deux    membres,   par  rapport  à  .'*,.  x,.  x,.  on 
trouve  les  valeurs  cherchées  : 


(18) 


Dr,.  -  fM-,,-V'«,7,r,  (A  =  i,  s,  3) 


La  transformation  infinitésimale  correspondante  est  <i,,  =  — — 

1  '  àyh 

(19)  D./=  «V  V/(yA_V  VflW(  V/i9/,         1 //./.=  1,  •>,  3). 


Elle  se  décompose  en  une  déformation  pure  isotrope,  une  défor- 
malion  pure  qui  esi  l'inverse  de  A/',  et  la  rotation  1!/. 

On  conclut  île  ces  formules  que  la  dilatation  cubique  est  égale 
à  la  somme  de  la  dilatation  linéaire  relative  ;'i  une  direction  quel- 
conque et  de  la  dilatation  superficielle  relative  à  l'élément  super- 
ficiel   perpendiculaire  à   cet    élément   linéaire.   Car  pour  l'élément 

linéaire  x,,  x->—  o,  x3  =  o,  la  dilatation  est  — Dx,  =  att;    pour 

■'1 

l'élément  superficiel  v, .)'...  =  ".  >'3=  o,  la  dilatation  ot  —  [fj —  a,  (] 

et  la  formule  (i5)  exprime  que  0  esi  la  dilatation  cubique. 

<  *n  voit  de  même  que  la  dilatation  d'un  élément  superficiel  quel- 
conque est  la  somme  tics  dilatations  de  deux  éléments  linéaires 
rectangulaires  appartenant  à  cet  élément  superficiel. 

<  )n  a,  du  reste,  immédiatement  la  dilatation  d'un  clément 
linéaire  ou  superficiel  quelconque.  Eu  posant 

(20)    ds  =  ?dx*  =7  xf,      da  =  2_.y*<      ?(zi>  •*»•  zs)  =/         "/,/.-/,  -/., 


ci  désignant  par  x,  B,  •-  les  cosinus  directeurs  île  la  direction  consi- 
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•23g 


(2.) 


Dds 

ds 


>(»,P,Y). 


~dV 


■<?(«.  P,ï)- 


On  a  donc  un  ellipsoïde  des  dilatations  superficielles,  aussi 
bien  qu'un  ellipsoïde  des  dilatations  linéaires.  Ces  deux  ellipsoïdes 
ont  les  mêmes  plans  de  sections  circulaires,  ce  qui  donne  lieu  à 
une  interprétation  facile. 

Remarquons  encore  que,  si  l'on  substitue  au  \ectcur  y, , ys,  y3 
le  vecteur  qui  a  pour  composantes  : 

(22)  z\  =  p  dy  dz,         z«  =  p  dz  d.r,         z3  =  p  d.r  dy, 

les  formules  (18)  sont  remplacées  par  les  suivantes  : 


(23) 


UZ/i=—   y     aLhzh  (Il  =  1,2,  3). 


I  2  i  ) 


Elles  peuvenl  s'écrire 
8aA 


ô< 


--r 


(A  =  1,2,  3),        . 


tandis  que  les  formules  (o)  sont 

(25) 


-jj-  =2,  ***** 

/, = 1 


(A  =  1, 2, 3 1. 


Ce  dernier   système   étant   le    système  aux  variations,  relatif  à 
l'équation  (7),  ou  au  système  différentiel  qui  lui  est  associé  : 


(■xb)     -r-  =  u(x,y,z,l),         -f-  =v(x,y,z,t) 


=  u'(  a?,jKi  -.  Oi 


le  système  (a/j)  en  est  le  système  adjoint.  Les  résultats  précédents 
indiquent  quelles  sont  les  solutions  de  l'un  et  de  l'autre.  Ces  deux 
systèmes  ne  sont  identiques,  quel  que  suit  t,  que  si  le  fluide  se  dé- 
place sans  se  déformer,  comme  un  solide;  car  c'est  le  seul  cas  où 
le  déterminant  [<%,]  est  gauche,  quel  que  soit  /,  et  pour  toutes  les 
valeurs  de  x,y,  z. 


('  )  La  première  est  classique,  la  seconde  se  trouve  dans  le  dernier  des  Mémoires 
de  M.  Zorawski,  cités  plus  haut  1  formule  (  18  ),  p.  }n8]. 
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4.   Introduisons  maintenanl  le  tourbillon  : 

i   /  Ow        Ov  \  i  [du        àw\  i  [  dv        du\ 

(27)  ~'  =  -\7ï-T;)'        ",=  ^^-^j'         ";=A^-^j' 

et  les  lignes  de  tourbillon,  qui  sont  les  caractéristiques  de  l'équa- 
tion 

(28)  o^Qf^QV  +  aV  +  aJl. 

J  O.r  '  <ty  Oz 

Si  nous  cherchons  à  quelle  condition  les  lignes  de  tourbillon 
se  conservent  dans  le  mouvement,  cela  revient  à  chercher  à 
quelle  condition  l'équation  (28)  admet  la  transformation  infinité- 
simale II/  :  el  nous  avons  à  former  (')  le  crochet  (D/*,  12/').  On  a, 
en  développant  le  calcul, 

0  I  M.         à  Dv        du  àa>        dv   dw        dw  dw 
(2o)      .,L>Q,-U«)  =  — —-____--  —  — 

au   dv         dv    dv        dw  dv 
àz    àx  Oz    Oy    '     dz    <Jz 

du     dw        àv\       du  [du        àu>\        du  I dv        àu\ 
~  <te'  ^7  ~~  dz)  ~  ày\àï  ~  àx )  ~  à~z\àx  ~  dy ) 
/du        àv_        ihv  ,   /il»-        àv\ 
\  Or        Oy         Oz  )  \  dy        Oz  /  ' 

I  >'où  la  formule 

!  10  Dw        0  Dv  , 

oc)  Do,r-0«  =  -o0jH--(_-— y 

el  les  analogues,  qui  tious  donnenl 

ci.)  (D/,o/)  =  -eo/H-o'/, 

en  posant 

0M  oY=o  ■£+„    'ï-^vH, 

{ù->  "J        ~x  ,)x  '  Oy  :  Oz 

et    en  désignant   par  iï\.,  Q'     12 _    le   tourbillon   du  vecteur  accélé- 
ration : 

D«  =  Jjr,         Dr  =  J,,         Div  =  Js. 

C'est  ce  que  l'on  nomme  encore  l'accélération  rotatoire. 

(')  M.  Zorawski  considère  aussi  ce  crochet,  mais  ne  donne  pas  la  formule  si 
simple  à  laquelle  nous  arrivons.  Voir  Bulletin  Int.  de  l'Acad.  des  Se.  de  Cra- 
covie  :  Ueber  die  Eihallung  der  Wirbelbewegung  (8  octobre  1900). 
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Celte  formule  unique  (30  va  nous  redonner,  sous  une  forme 
même  /1/1/s  complète,  les  résultais  classiques  de  l'Hydrody- 
namique élémentaire. 

D'abord,  pour  que  les  lignes  de  tourbillon  se  conservent,  il  faut 
et  il  suffît  que  Çl'f  soit  de  la  forme  a  £2/,  c'est-à-dire  que  le  vecteur 
accélération  rolatoire  ail  pour  ligne  d'action  celle  du  vecteur  tour- 
billon, ce  qui  comprend  le  cas  où  il  y  a  un  potentiel  des  accéléra- 
tions. 

Le  système  T5f=  o,  Q/=  o  est  alors  un  système  complet.  En 
égalant  à  des  constantes  deux  solutions  indépendantes  de  ce 
système  on  obtient  les  équations  d'une  ligne  de  tourbillon  quel- 
conque ;  et,  comme  elles  sont  aussi  obtenues  en  égalant  à  des 
constantes  des  invariants  de  1)/,  il  est  manifeste  (pie  toute  ligne 
de  tourbillon  est  une  ligne  fluide. 

On  obtient,  d'ailleurs,  la  même  condition  en  exprimant  simple- 
ment que  le  système  0f=  o,  Q/=  o  est  effectivement  un  système 

complet  ;  car  il' f  ne  contenant  pas  -=-  >  l'équation  (D/",  Qf)  =  o  ne 

peut    cire    une    combinaison   des   précédentes   que   si  Q'y  est  delà 
forme  [i-.iïf. 

Celte  même  condition  suffit  encore  pour  que  le  théorème  <le 
Lagrange  soit  vrai.  C'est  un  cas  particulier  du  théorème  général 
suivant,  qui  ne  nous  paraît  pas  avoir  été  signalé  :  Si  une  transfor- 
m  a  lion  in  fin  ités  im  a  le 

(33)  \f  =  yl\^x....,xn)^- 

laisse  invariante  une  équation 

(34)  o=L/  =  V">.,,,-„  ...,r„,^, 

i=  1 

elle  laisse  invariant   l'ensemble  des  /joints  singuliers  de  eetle 
équation  défini  par  les  équations 

(35)  \t{x\,  . . .,  x,i)  =  o        (i  =  ï,  2, ,  n). 

Car  l'identité 

(36)  (X/,L/)  =  <tL/, 


2i>  MtBMrÈKE    l'A  IIIII'.. 

qui  ,i  lieu  par  hypothèse,  donne  les  identités 

;-  xX'=<r^+2"X"ê        (*  =  ■,». 


.,/!>. 


Et  celles-ci  montrenl  que  chacune  des  quantités  XX,- esl  nulle, 

quand  on  tient  compte  des  équations  (35).  Or  c'est  là  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  que  le  système  (35)  admette  la  trans- 
formation infinitésimale  \/. 

Dans  le  cas  actuel,  le  système  (35)  esl  le  système 

1 38)  Qx=  o,        Qy  =  o,        Q;=  o, 

et  dire  que  (.r.  y.  s,  / 1  en  esl  une  solution  veut  due  que  la  particule 
fluide  qui  esl  en  i  x,y,  :  |,  à  l'instant  t  esl  irrotalionnelle  à  cei  ins- 
tant. Le  système  (35)  étanl  invariant  par  D/",  celte  particule  gar- 
dera cette  propriété  pendanl  tout  le  mouvement.  C'est  là  la  forme 
la  plus  générale  du  théorème  de  La  grange,  car  on  en  conclut  : 
i"  5/.  à  un  insttinl  l,  le  système  (38)  est  identique  en  x.  y,  :■. 
c'est-à-dire  si  toutes  les  particules  fluides  sont  irrotationnelles 
à  cet  instant,  elles  le  sont  atout  instant,  c'est-à-dire  que  les 
équations  (38)  ne  peuvenl  être  qu'identiques  en  ./■.  r,  z,  t\i"  si, 
à  an  instant  t,  le  système  (38)  représente  seulement  une  partie 
du  fluide,  qui  peul  être  composée  de  volumes,  de  surfaces,  de 
courbes,  ou  de  points  isolés,  chaque  portion  continue  et  isolée 
de  cette  partie  irrotationnelle  demeure  irrotationnelle  pendant 
tout  le  mouvement. 

Dans  le  cas  où  il  va  un  potentiel  des  accélérations,  les  équations 
telles  que  (3o)  se  réduisent  aux  équations  d'Helmholtz;  car,  en 
posant 

et  reprenant  le^  notations  du  n"2,  elles  s'écrivent 

•        1/ik<'>/,  I  //    =   I  .  2,   3), 

*=1 
et  1  on  pose 
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elles  prennent  la  forme 

(4  0  D^'=^  aàkU        (>>  =  1,2,3), 

k  =  \ 

c'est-à-dire 

(42)  ?%=^"'"X"  "I   =1,2,3). 

*  =  1 

Ce  sont  bien  Les  équations  d'Helmhollz. 

Si  l'on  compare  aux  équations  (25),  on  constate  qu'elles  signi- 
fient que  le  vecteur  obtenu  en  divisant ,  par  la  densité  p,  le  rec- 
teur tourbillon,  se  comporte,  pendu  ni  le  mouvement,  comme 
un  élément  linéaire  du  fluide. 

Celle  comparaison  fournit  encore  les  équations  de  Cauchy,  car 
on  a  aussi  des  éléments  linéaires  fluides  eu  différentianl  séparé- 
ment par  rapport  aux  trois  variables  a,  b,  c  de  Lagrange;  cl  l'on 
peut  prendre  les  différentielles  da,  db.  de  égales  à  un.  Cela  donne 
trois  solutions  du  système  (a5)  : 


(43) 


dy        dz  dx        dy        àz  dx        dy        dz 

da'     dû'  db  '      db  '     db  '  Oc  '      de  '     de  ' 


et  leur  déterminant  se  réduit  à  \m  déterminant  unité,  pour  t  =  o. 
La  solution  Ç,,  Ç2,  Ks  de    ce    même  syslènie   sera  donc  donnée,  en 

fonction  de  sa  valeur  initiale  Z",  Ç",  Ç"r  par  les  formules   : 

1,,'te        y„  dx  dx 

r   _  r»ds        y»  âz        ro  dz 

Ce  sont  précisément  les  équations  de  Cauchy. 

Si  l'on  se  reporte  maintenant  à  l'équation  (  1  6),  on  peut  l'utiliser, 
d'après  ce  qui  précède,  en  y  remplaçant  .r,  par  Ç,-;  et  elle  donne 
alors 

(45)  il.c  dy  dz  -1-  Qy  dz  dx  -+-  Qz  dx  dy  =  p  du  =  const., 

c'est-à-dire  l'invariance  du  flux  tourbillonnàire   à  travers  un 
élément  superficiel  fluide. 
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Remarquons enlin  qu'il  résulte  de  la  formule  fondamentale  (3i) 
que  Qfus  |>eut  être  identiquemenl  nul  sans  que  Q'_/"le  soit;  c'est-à- 
dire  que  s  il  y  un  potentiel  des  vitesses  ily  a  aussi  un  potentiel 
des  accélérations.  Cela  résulte  aussi  de  l'identité 

(46)  D(udx  ■+■  v  dy  •+-  w  dz)  =  (  Du  dx  ■+-  De  dy  -h  Die  dz  i 

■4-  it  du  —  c  dv  -T-  »'  (/ir, 

conséquence  immédiate  des  formules  (9)  :  elle  monlre  de  plus  i|ue. 
si  o  e>t  la  fonction  dont  <  11  dx  ■+-  u  dy  -\-  w  dz)  est  \ a  différentielle, 
la  fonction  «les  accélérations  est 

<*)  D»-;(-*-*-)-S*ï[(S)V(S),*(î)*]- 

Celte  formule  l  [6)  ntre  aussi  que,  s'il  y  a  une  fonction  des 

accélérations,  D  {u  dx  -f-  v  dy  ■+■  w  dz)  est  une  différentielle  loiale 
exacte;  d'où  résulte  C invariance  de  In  circulation 

I  u  dx  ■+-  v  dy  ■+-  »  dz, 
relative  à  une  ligne  fermée  quelconque. 
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CRELIER  (L.). —  Systèmes  cinématiques  (Scientia,  Phys. -Mathématique, 
n°  31).  i  vol.  in-8,  99  pages,  avec  i3  figures  el  un  portrait  du  colonel 
Mannheim.  Paris,  Gauthier- Villars,  janvier  1911. 

En  général,  on  appelle  Systèmes  articulés  l'ensemble  des 
appareils  servant  au  tracé  mécanique  des  figures.  Les  appareils  qui 
permettent  la  transformation  d'un  mouvement  donné  en  mou- 
vement rectiligne  sont  appelés  Guides  rectilignes.  En  adoptant  le 
litre  de  Systèmes  cinématiques,  l'Auteur  a  en  vue  l'étude  géomé- 
trique des  formes  simples  qui  sont  la  base  de  ces  mécanismes.  Il 
s'est  inspiré  des  méthodes  et  des  résultats  exposés  par  Mannheim 
dans  son  Ouvrage  intitulé  :  Principes  et  développements  de 
Géométrie  cinématique,  pour  étendre  les  applications  de  la 
géométrie  cinématique  à  l'étude  des  courbes  planes.  En  dehors 
des  résultats  connus,  il  a  indiqué  un  certain  nombre  de  relations 
nouvelles  entre  les  combes  d'une  même  famille  cinématique. 

L'Ouvrage  de  M.  Grelier  comprend  six  Chapitres.  Les  Cha- 
pitres 1,  II  et  III  contiennent  l'exposé  des  trois  systèmes  dits 
conchoïdal  simple,  cappa  et  strophoïdal  simple,  avec  renvoi,  pour 
des  compléments,  à  des  travaux  publiés  par  M.  J.  Neuberg  et  par 
H.  Wieleilner.  Les  Chapitres  IV  et  VI  renferment  ce  qui  est 
relatif  au  svstème  conchoïdal  circulaire,  aux  appareils  coulisseau- 
manivelle  et  bielle-manivelle,  avec  renvoi  à  une  publication  de 
M.  F.  Ebner.  Le  Chapitre  V  contient  les  développements  concer- 
nant le  système  à  deux  ornières  fixes  el  l'appareil  elliptique. 

Il  suffit  de  connaître  la  Géométrie  analytique  plane  pour  suivre 
aisément  les  calculs,  toujours  présentés  avec  méthode  et  clarté, 
que  contient  le  Livre  de  M.  Ctelier.  Cet  Opuscule  sera  utile  aux 
personnes  qui  s'occupent  des  transformations  de  mouvements  et 
pourra  être  consulté  avec  fruit  par  les  élèves  des  classes  de  mathé- 
matiques spéciales. 

En.  L. 


Bull,  des  Sciences  mat/iém.,  2°  série,  t.  XXXV.  (Septembre  191 1 .) 
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Jahresbkricht  dkb  del'tsciien  Mathematikbr-Vereinigung.  Vierter  Baml 
enthaltend  die  Clironik  der  Fereinigung  fur  [894-1895,  sotvie  einen  aits- 
fù/irlic/ien  «  Bericht  ûber  die  Théorie  der  algebraischen  Za/ilkôrper  » ,  von 

D.  Hilbert,  in  Giiiliageii.  1  volume  in-8.  Berlin,  Reimer,  iiv.17. 

Le  Bulletin  a  déjà  en  l'occasion  de  signaler  l'intérêt  que  pré- 
sente pour  les  travailleurs  le  Jahresbericht  der  Deutschen 
Mathemaliker-Vereinigung,  en  raison  des  Rapports  détaillés 
que  contient  chaque  Volume  de  cette  publication.  Ces  Rapports, 
qui  abordent  successivement  toutes  les  branches  des  mathéma- 
tiques, constituent  des  travaux  d'ensemble  sur  îles  questions 
■déterminées  :  citons  le  Rapport  de  lirill  et  Nôther  sur  le  dévelop- 
pement de  la  théorie  des  fondions  algébriques  (i8y4),  et  celui  de 
Burckhardt  sur  les  développements  en  séries  de  fonctions 
périodiques  et  l'intégration  des  équations  de  la  physique  mathé- 
matique (1908).  Le  Rapport  de  D.  Hilbert  sur  la  théorie  des  corps 
de  nombres  algébriques,  qui  a  été  publié  en  1897,  reste  à  l'heure 
actuelle  le  travail  d'ensemble  le  plus  complet  et  le  plus  approfondi 
qui  existe  sur  cette  question  ;  les  nombreux  perfectionnements  que 
l'auteur  a  apportés  lui-même  à  plusieurs  théories  donnent  d'ailleurs 
à  son  Ouvrage  un  intérêt  exceptionnel. 

Au  moment  où  la  Théorie  des  Nombres  retrouve  dans  notre  pays 
une  faveur  un  instant  perdue,  il  était  désirable  que  l'Ouvrage 
d'Hilbert  fût  rendu  accessible  à  un  plus  grand  nombre  de  lecteurs 
par  une  traduction  :  grâce  à  l'initiative  de  M.  Hadamard,  ce  sera 
bientôt  chose  faite,  la  traduction  commencée  sur  ses  conseils  par 
M.  A.  Lévy  devant  être  prochainement  achevée.  En  attendant 
qu'on  puisse  apprécier  dans  le  texte  français  l'importance  de 
l'œuvre  du  savant  géomèl  re  de  Gottingen,  nous  allons  essayer  d'en 
donner  dès  à  présent  une  faible  idée  dans   un   bref  compte  rendu. 

Nous  passerons  successivement  en  revue  les  cinq  Parties  dont  se 
compose  le  Livre,  savoir  la  théorie  générale  des  corps  de  nombres 
algébriques  quelconques,  les  corps  galoisiens,  les  corps  quadra- 
tiques, les  corps  circulaires  et  les  corps  kummériens. 

I.  Théorie  générale.  —  Après  avoir  défini  les  notions  fon- 
damentales de  nombres  algébriques   et   de  corps  ou  domaines  de 
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rationalité,  d'enliers  algébriques,  de  norme,  de  différente  et  de 
discriminant  d'un  nombre  algébrique,  et  démontré  le  théorème 
sur  l'esislence  des  bases  d'un  corps,  l'auteur  établit  les  lois  de  la 
divisibilité.  On  sait  que,  dans  un  corps  algébrique,  un  entier  est  en 
général  décomposable  de  plusieurs  façons  essentiellement  diffé- 
rentes, en  un  produit  de  facteurs  indécomposables.  Mais  Dedekind 
est  parvenu  à  étendre  aux  corps  algébriques  le  théorème  fonda- 
mental de  l'arithmétique  sur  la  décomposition  unique  d'un  entier 
en  facteurs  premiers  en  introduisant  la  notion  nouvelle  d'idéal.  Un 
idéal  d'un  corps  de  nombres  algébriques  est  l'ensemble  des  entiers 
de  ce  corps  de  la  forme 


où  les  y.  sont  des  entiers  donnés  du  corps  et  les  X  des  entiers 
quelconques  du  corps.  Le  produit  de  deux  idéaux  (j.,,  a,,  ...,  a?), 

([3,,  (32,  ...,  |jr)  est  par  déli  ni  (ion  l'idéal  (ai  $,,  ....  oc;  (3* aq  fir)', 

il  existe  un  idéal  qui  joue  le  rôle  de  l'unité,  c'est  l'ensemhle  de 
tous  les  entiers  du  corps;  il  y  a  des  idéaux  premiers,  et  tout  idéal 
est  décomposable  d'une  manière  unique  en  un  produit  d'idéaux 
premiers.  Dedekind  qui  a  découvert  ce  théorème  fondamental  en  a 
donné  plusieurs  démonstrations  tirées  de  sa  théorie  des  modules. 
Hilbert  l'établit  très  simplement  en  s'appuyant  sur  le  lemme  sui- 
vant ,  généralisation  d'un  théorème  de  Gauss  :  Etant  donnés  deu\ 
polynômes 

F  (a?)  =  %ix'"-i-  a23-'"-1-r-  . . ., 

G(x)=  p,a:»-i-Pja:"-'  -i-... 

dont  le  produit  est 

F  (x)  G  (x)  =  '(i  X">-<-"  —  ->vT"l  +  "-x  -7-  ..., 

si  les  a,  fi,  sont  des  entiers  algébriques  et  si  les  y  sont  tous  divi- 
sibles par  un  entier  algébrique  u,  chacun  des  produits  a.i'ik  est 
divisible  par  w. 

Du  théorème  fondamental  se  déduisent  aisément  des  théorèmes 
sur  les  normes  des  idéaux,  et  une  théorie  des  congruences  par 
rapport  aux  idéaux,  en  particulier  l'extension  aux  nombres  algé- 
briques des  théorèmes  de  Fermât  et  d'Euler,  ainsi  que  la  théorie 
des  nombres  primitifs  par  rapport  à  un  idéal  premier. 
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L'auteur  est  ensuite  conduit  à  développer  une  notion  déjà  intro- 
duite à  propos  du  théorème  fondamental,  celle  de  la  correspondance 
entre  les  idéaux  et  les  formes  de  K.ronecker,  un  idéal  étant,  selon 
l'expression  de  Hilbert,  le  contenu  d'une  forme.  En  suivant  la 
méthode  de  Hensel,  basée  sur  une  extension  aux  polvnomes  à 
plusieurs  variables  de  la  théorie  de  la  divisibilité  des  polynômes 
(mod  /)),  il  obtient  aisément,  d'une  part,  le  théorème  sur  les 
diviseurs  du  discriminant  du  corps,  d'autre  part  un  procédé  pour 
la  détermination  effective  des  idéaux  premiers. 

Dans  la  question  essentielle  des  unités,  les  célèbres  inégalités 
de  Minkowski  conduisent  de  la  façon  la  plus  nette  au  théorème  de 
Dirichlet  sur  les  unités  fondamentales  d'un  corps. 

Elles  fournissent  ensuite  aisément  la  démonstration  du  théorème 
de  Dedekind,  d'après  lequel  le  nombre  des  classes  d'idéaux  non 
équivalents  d'un  corps  est  lini,  et  donnent  même  un  moyen  pour 
la  détermination  méthodique  de  toutes  ces  classes.  Dedekind  a 
donné  sous  forme  transcendante  une  belle  expression  du  nombre  h. 
des  classes  d'idéaux;  il  l'a  obtenue  en  généralisant  la  célèbre 
méthode  employée  pour  la  première  fois  par  Lejeune-Dirichlet, 
dans  la  détermination  du  nombre  des  classes  de  formes  quadra- 
tiques binaires  de  déterminant  donné.  L'auleur  donne  la  démons- 
tration détaillée  de  cette  formule  de  Dedekind,  qui  esL  la  suivante  : 


h  = 


R 


lim  (s  —  i)  Ç(s); 


»•  est  le  nombre  des  racines  de  l'unité  contenues  dans  le  corps, 
/•,  est  le  nombre  des  corps  réels  et  ;-2  celui  des  couples  de  corps 
imaginaires  conjugués  qu'on  obtient  en  prenant  successivement 
pour  nombre  générateur  chacune  des  racines  de  l'équation  généra- 
trice, cl  est  le  discriminant  du  corps  el  R  le  régulateur,  c'est-à-dire 
le  déterminant  des  logarithmes  d'un  système  d'unités  fondamentales 
et  de  ses  conjugués,  enfin  le  dernier  facteur  est  le  résidu  pour  5=  i 
de  la  fonction 

«•>-2=ré' 

dans  laquelle  la  sommation  est  étendue  aux  normes  de  tous  les 
idéaux  du  corps. 

Pour  terminer  ce  Chapitre  relatif  aux  classes  d'idéaux,  l'auteur 
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étudie  la  composition  des  classes;  elle  dépend  d'un  groupe  abélien 
de  substitutions,  et  toute  classe  est  un  produit  de  puissances  d'un 
certain  nombre  de  classes  fondamentales. 

La  théorie  des  classes  d'idéaux,  correspond  à  une  théorie  paral- 
lèle de  formes  décomposahles,  d'après  la  relation  signalée  plus 
haut. 

Cette  première  Partie  de  l'Ouvrage,  relative  aux  corps  algé- 
briques quelconques,  se  termine  par  une  étude  des  modules  de 
Dedekind.  et  des  ordres  ou,  selon  l'expression  d'Hilbert,  des 
anneaux  de  nombres.  Un  module  est  un  ensemble  de  nombres 
tels  que  la  somme  et  la  différence  de  deux  quelconques  d'entre  eux 
fasse  encore  partie  de  l'ensemble  ;  un  ordre  est  un  module  contenant 
le  nombre  1  et  tel  que  le  produit  de  deux  nombres  de  l'ensemble 
en  fasse  encore  partie.  Il  existe  des  idéaux  dans  un  ordre  algé- 
brique et  même  des  idéaux  communs  à  l'ordre  et  au  corps;  leur 
plus  grand  commun  diviseur  est  appelé  par  Dedekind  le  conduc- 
teur de  l'ordre.  Ce  sont  ces  notions  qui  jouent  le  rôle  principal 
dans  la  théorie  de  Dedekind. 

Il  nous  reste  à  parler,  pour  terminer  ce  qui  concerne  la  théorie 
générale,  du  Chapitre  \  qui  traite  des  corps  relatifs  :  nous  le 
mettons  à  part,  parce  que  les  notions  nouvelles  faisant  l'objet  de 
ce  Chapitre  constituent  une  généralisation  des  théories  précédentes, 
et  qu'elles  interviennent  dans  tout  le  reste  de  l'Ouvrage,  notam- 
ment dans  les  corps  galoisiens. 

Si  un  corps  C  contient  tous  les  nombres  d'un  corps  c,  on  dit  que 
c'est  un  sur  corps  ou  un  corps  relatif  de  c.  Un  nombre  0, 
générateur  du  corps  C  vérifie  une  équation  irréductible  dans  c 


•dont  les  coefficients  x  appartiennent  à  c. 

Son  degré  /•  est  le  degré  relatif  de  C  par  rapport  à  c;  les  autres 
racines  0',  etc.,  engendreront  des  corps  relatifs  conjugués  de  C. 
Les  notions  de  normes  relatives,  de  différente  et  de  discriminant 
relatifs,  introduites  ensuite  par  Hilbert,  sont  très  commodes  et 
conduisent  à  des  énoncés  d'une  simplicité  remarquable,  comme 
par  exemple  le  suivant  :  la  différente  d'un  corps  relatif  est  égal 
au  produit  de  la  différente  du  corps  inférieur  par  la  diffé- 
rente  relative. 
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II.  Corps  galoisiens.  —  On  appelle  aujourd'hui  équation  de 
Galois  toute  équation  algébrique  dont  toutes  les  racines  appar- 
tiennent au  même  domaine  de  rationalité  que  l'une  quelconque 
d'entre  elles  :  cette  dénomination  est  justifiée  par  l'importance  des 
équations  de  ce  genre  dans  les  travaux  de  l'immortel  créateur  de 
la  théorie  des  substitutions.  Un  corps  algébrique  dont  l'équation 
génératrice  est  une  équation  de  Galois  est  un  corps  galoisien. 
L'auteur  fait  une  étude  approfondie  de  ces  corps  et  obtient  des 
résultats  nouveaux  importants,  qui  sont  devenus  classiques. 

D'abord  il  donne  pour  ces  corps  une  démonstration  particulière 
d'une  grande  simplicité  du  théorème  fondamental  de  Dedekind  sur 
les  idéaux.  Et  comme  un  corps  algébrique  quelconque  peut  tou- 
jours être  considéré  comme  faisant  partie  du  corps  galoisien 
qu'on  obtient  en  lui  adjoignant  tous  ses  conjugués,  il  est  aisé  de 
déduire  de  cette  démonstration  une  nouvelle  démonstration  du 
théorème  général. 

Ensuite,  il  met  en  évidence  d'une  manière  complète  les  rapports 
qui  existent  entre  un  idéal  premier  et  le  groupe  de  l'équation 
génératrice  galoisienne.  Il  y  parvient  en  considérant  une  série  de 
sous-groupes  et  de  sous-corps  correspondants,  qu'il  appelle  le 
sous-groupe  et  le  sous-corps  de  décomposition  (Zerlegung),  le 
sous-groupe  et  le  sous-corps  d'inertie  (Trâgheit)  et  les  sous-groupes 
et  sous-corps  successifs  de  ramification  (Verzweigung  l. 

En  tenant  compte  de  la  nature  spéciale  de  ces  corps  comme 
corps  relativement  abéliens  ou  corps  relativement  cycliques,  il 
établit  des  rapports  étroits  entre  les  propriétés  arithmétiques  des 
corps  galoisiens  et  leurs  propriétés  algébriques.  C'est  ainsi  que  les 
équations  galoisiennes  sont  résolubles  par  radicauxdans  le  domaine 
d'un  corps  de  décomposition.  Citons  aussi  la  relation  curieuse  qui 
existe  entre  la  densité  des  nombres  premiers  décomposables  en 
idéaux  premiers  du  premier  degré  d'un  corps  quelconque  et  le 
degré  de  la  résolvante  de  Galois  de  son  équation  génératrice. 

L'auteur  établit  enfin  certaines  relations  étroites  entre  les  classes 
d'idéaux  d'un  corps  quelconque  et  un  corps  relativement  cyclique 
par  rapport  au  premier  et  de  différente  relative  égale  à  i. 

III.  Corps  quadratiques.  —  Ces  théories  générales  développées 
dans  les  deux  premières  Parties  trouvent  leur  application  naturelle 
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la  plus  simple  dans  les  corps  quadratiques;  ces  corps,  qui  sont 
d'ailleurs  galoisiens,  sont  ceux  dont  le  nombre  générateur  est  \jm, 
m  étant  un  nombre  entier  posilif  ou  négatif  sans  facteur  carré. 
Dans  ces  corps,  la  détermination  d'une  base  du  discriminant,  des 
idéaux  premiers,  des  unités  et  des  classes  d'idéaux  se  fait  sans 
difficulté. 

L'étude  des  corps  quadratiques  ramène  aux  beaux  résultats  de 
Gauss  pour  les  formés  quadratiques.  Les  deux  résultats  qui  domi- 
nent toutes  ces  tbéories  sont  la  loi  de  réciprocité  de  Legendre- 
Gauss  pour  le  symbole  de  Legendre  relatif  aux  restes  quadratiques 
et  la  répartition  des  classes  en  genres. 

Millier!  a  grandement  simplifié  l'exposition  de  ces  questions  en 
introduisant  son  nouveau  symbole  relatif  aux  restes  normiques, 
qui  est  sous  certains  rapports  une  généralisation  du  symbole  de 
Legendre.  Dans  le  corps  quadratique  défini  par  \/ni,  un  entier 
rationnel  n  est  dit  reste  normique  d'un  nombre  premier  quel- 
conque/?, si  la  congruence 

N  (x\)  =  n        (  mod  p') 

est  vérifiée  par  des  nombres  x\  du  corps  pour  chaque  valeur  de 
l'exposant  ~k.  Le  symbole  d'Ililbert  (  — — )  est  alors  égal  à  — (—  i ; 
pour  les  entiers  qui  ne  sont  pas  restes  normiques,  le  symbole  a  la 
valeur  —  i.  Les  caractères  d'un  idéal,  qui  en  définissent  le 
genre,  s'obtiennent  aisément  à  laide  de  ce  symbole  appliqué  à  la 
norme  (le  l'idéal  et  aux  divers  facteurs  premiers/»/,  du  discriminant. 

Les  règles  de  calcul  de  ce  symbole  une  fois  établies,  son  emploi 
conduit  à  une  démonstration  très  naturelle  de  la  loi  de  réciprocité 
de  Legendre,  ainsi  qu'à  la  détermination,  par  voie  arithmétique, 
du  nombre  des  genres,  égal,  comme  on  sait,  à  la  moitié  du 
nombre  total  de  tous  les  systèmes  possibles  de  caractères. 

Ce  dernier  résultat  est  encore  obtenu  par  la  méthode  transcen- 
dante de  Dirichlet,  en  même  temps  que  l'expression,  ramenée  à 
une  forme  finie,  du  nombre  des  classes.  L'auteur  démontre  même 
l'existence  dans  chaque  genre  d'une  infinité  d'idéaux  premiers, 
proposition  analogue  au  célèbre  théorème  de  Dirichlet  sur  la  pro- 
gression arithmétique. 

IV.   Corps  circulaires.   —  On  appelle  corps  circulaires  ceux 
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dont  le  nombre  générateur  v  est  une  racine  m,i;mede  l'unité  ^  =  e  '"  . 
C'est  en  vue  de  l'étude  de  l'équation  de  Fermât  :  x"  +  y"  =  z" , 
(jue  Kunimer  a  fait  une  étude  approfondie  de  ces  corps,  et  c'est  à 
cette  occasion  qu'il  a  imaginé  les  nombres  idéaux,  création  qui  a 
conduit  Dedekind  à  celle  d'idéal.  Les  méthodes  de  Ruminer  ont 
pour  fondement  la  théorie  de  Gauss  sur  la  division  du  cercle;  elles 
donnent  lieu  à  des  calculs  compliqués.  Dans  la  quatrième  el  la 
cinquième  Partie  de  son  Rapport,  Hilberl  expose  en  les  complétant 
les  résultats  de  Ruminer,  mais  l'emploi  des  théorèmes  généraux 
précédemment  établis  rend  son  exposition  beaucoup  plus  souple  et 
plus  lumineuse. 

Sans  vouloir  faire  une  analyse  détaillée  de  celte  partie  de  l'Ou- 
vrage, qui  en  est  la  plus  étendue,  nous  devons  signaler  le  Chapitre 
relatif  aux  propriétés  des  corps  circulaires  comme  corps  abéliens. 
En  attribuant  à  l'expression  de  corps  circulaire  un  sens  plus  large, 
de  façon  à  donner  ce  nom  même  aux  sous-corps  d'un  corps  circu- 
laire (au  sens  ancien),  on  arrive  à  l'important  théorème  de  Rro- 
necker  :  tout  corps  abélien  dans  le  domaine  de  rationalité  des 
nombres  rationnels  est  un  corps  circulaire. 

Les  propriétés  développées  dans  ce  Chapitre  trouvent  leur 
application  dans  l'étude  de  la  base  normale  de  Lagrange,  (celle 
qui  est  composée  de  périodes)  et  de  la  racine  (ou  résolvante) 
correspondante. 

Le  symbole  de  Legendre  pour  les  restes  quadratiques  a  été 
généralisé  par  Rtimmer  pour  les  résidus  de  puissances  /'emes  dans  le 
corps  circulaire  des  racines  /""'cS  de  l'unité  (/  étant  premier  im- 
pair). Pour  l'étude  de  ce  symbole  généralisé,  l'auteur  commence 
par  démontrer  le  théorème  d'Eisenstein  sur  la  loi  de  réciprocité 
pour  les  résidus  de  /"'""*  puissances  entre  un  nombre  rationnel  et 

un   nombre  du  corps  circulaire  c\e  '  ). 

L'application  au  corps  circulaire  de  la  méthode  générale  donnée 
dans  la  première  Partie  conduit  aux  formules  trouvées  parRummer 
pour  le  nombre  des  classes  d'idéaux.  La  méthode  suivie  donne  par 
surcroît  la  démonstration  du  théorème  de  Legendre-Dirichlel  sur 
l'existence  d'une  infinité  de  nombres  premiers  dans  toute  progres- 
sion arithmétique  dont  la  raison  et  le  premier  terme  sonl  premiers 
entre  eux. 
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Enfin,  la  lliéorie  du  corps  circulaire,  appliquée  aux  corps 
quadratiques,  fournit  l'expression  des  unités  des  corps  quadratiques 
réels  à  l'aide  d'unités  circulaires,  et  donne  une  nouvelle  démons- 
tration de  la  loi  de  réciprocité. 

V.  Corps  kummériens.  —  L'introduction  de  ces  corps  qui  est 
due  à  Hilberl  permet  de  simplifier  beaucoup  la  théorie  de  Kummer  : 
ce   sont  les    corps   obtenus   par  l'adjonction    à    la  racine    /'eme  de 

l'unité  »  =  e  '  ,  de  la  racine  feme  d'un  nombre  quelconque  u.  du 
corps  eu).  M  =  \  y.  [/  est  supposé  premier  impair  et  M  est 
supposé  ne  pas  appartenir  au  corps  c( "Ç ')].  Le  corps  C  i  1.  M  i  ainsi 
composé  est  un  corps  abélien  relatif  de  degré  /  par  rapport  au 
corps  c(Ç).  Il  v  a  là,  on  le  voit,  une  analogie  entre  les  corps 
kummériens  et  les  corps  quadratiques,  ces  derniers  étant  abéliens 
relatifs  de  degré  2  par  rapport  aux  corps  des  entiers  rationnels. 
L'auteur  développe  celte  analogie  et  définit  les  caractères  de 
puissances  qu'il  faut  attribuer  à  chaque  idéal  premier;  il  démontre 
le  théorème  de  Kummer  sur  l'existence  d'une  infinité  d'idéaux 
premiers  avant  des  caractères  donnés. 

Pour  aller  plus  loin  fauteur  se  borne  aux  corps  circulaires 
appelés  réguliers  par  Kummer,  c'est-à-dire  à  ceux  pour  lesquels 
l  ne  divise  pas  le  nombre  des  classes.  Après  avoir  établi  le  crité- 
rium qui  permet  de  reconnaître  si  un  nombre  premier  l  est  régulier 

/ 3 

(il  faut  et  il  suffit  qu'il  ne  divise  le  numérateur  d'aucun  des  ■ 

premiers  nombres  de  Bernoulli),  l'auteur  indique  les  propriétés 
caractéristiques  dont  jouissent  les  unités  dans  un  corps  circulaire 
régulier. 

Poursuivant  l'étude  des  caractères  des  nombres  et  des  idéaux 
des  corps  réguliers,  il  parvient  à  répartir  les  classes  d'idéaux  en 
genres  et  il  établit  une  correspondance  lumineuse  entre  les  classes 
des  corps  kummériens  réguliers  et  certaines  unités  des  corps 
circulaires  qu'ils  contiennent. 

Après  avoir  établi  dans  toute  sa  généralité  la  loi  de  réciprocité 
de  Kummer,  dont  celle  d'Eisenstein  n'est  qu'un  cas  particulier. 
L'auteur  parvient  à  la  détermination  du  nombre  des  genres  dans  un 
corps  kummérien  régulier;  il  est  égal  à  lr~',  r  étant  le  nombre  des 
caractères  dislinctifs  d'un  genre,  résultat  entièrement  analogue  à 
celui  du  corps  quadratique. 
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Ces  beaux  théorèmes  dus  à  l'auteur  et  les  méthodes  élégantes 
par  lesquelles  il  les  démontre  mettent  ces  derniers  Chapitres  au 
nombre  des  plus  attrayants  du  Livre  et  pistilient  l'expression 
employée  quelque  part  par  lui  sur  «  la  beauté  cristalline  des  lois 
qui  régissent  les  corps  algébriques  ». 

D'ailleurs  Hilbert  donne  encore  en  dernier  lieu  une  méthode 
nouvelle,  indépendante  des  développements  de  logarithmes  en 
série  employés  par  rviimmer,  et  qui  permet  d'établir  les  résultats 
précédents  avec  le  maximum  de  simplicité. 

L'Ouvrage  se  termine  en  lin  par  une  applicati le  la  théorie  des 

corps  kummériens  réguliers  à  la  démonstration  du  théorème  de 
Fermât  suri  impossibilité  en  nombres  entiers  de  l'équation 


dans  le  cas  particulier  où  I  exposant  /  esl  régulier. 

Les  quelques  indications  que  nous  venons  de  développer  donne- 
ront une  idée  encore  incomplète  de  l'Ouvrage  de  M.  Hilbert,  car 
nous  avons  volontairement,  pour  ne  pas  trop  nous  étendre,  passé 
sons  silence  bien  des  points  qui,  sans  être  d'une  importance 
essentielle,   sont  pourtant  très  intéressants.  Notre   seul   but  a  été 

d'inspirer  aux  lecteurs  le  désir  de  lire  le  Livre  lui-mê Selon  le 

jugement  porté  par  M.  Poiwi  iri  dans  ^m  rapport  sur  le  prix 
Bolyai  <c  l'introduction  des  idéaux  par  Kummer  et  Dedekind  a 
été  un  progrès  considérable,  elle  a  généralisé  et  éclairé  en 
même  temps  les  résultais  classiques  de  Gauss  sur  les  formes 
quadratiques  et  leur  composition.  Les  travaux  de  M.  Hilbert 
constituent  un  nouveau  pas  en  avant  et  qui  n'est  pas  moins 
impartant  que  le  premier  ». 

Th.  Got. 


A.  KNESER.  —  Die  [n'tegralglkichungen  und  îiim:  Vwvemhngen  in  der 
uathbnatischen  Physik ;  i  vuluiiie  in-s  i Je  _>\\  pages.  Brunswig,  Vieweg, 
1911. 

1.  Ce  très  intéressant  exposé  de  la  théorie  des  équations  inté- 
grales est  orienté  vers  les  applications.  Il  part  de  problèmes  sim- 
ples sur  la  propagation  de  la  chaleur,  les  vibrations  libres  ou  entre- 
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tenues,  la  théorie  du  potentiel  et  traite  d'abord  individuellement 
chaque  question  en  faisant  le  moins  possible  appel  à  la  théorie 
générale:  celle-ci  est  expliquée  avec  rigueur  dans  les  soixante 
dernières  pages. 

Le  Livre  s'adresse  principalement  aux  physiciens  en  vue  de  leur 
faciliter  l'accès  des  équations  intégrales,  en  se  limitant  aux  pro- 
priétés de  ces  équations  dont  ils  auront  à  faire  usage. 

Les  trois  premières  Sections  ont  pour  titres: 

i°  Equations  intégrales  et  propagation  linéaire  de  la  cha- 
leur. 

20  Equations  intégrales  et  vibrations  de  systèmes  linéaires . 
3U  Équations  intégrales  et  Théorie  de  Sturm  et  Liouville. 

Une  partie  des  questions  traitées  dans  ces  premières  Sections 
pour  des  systèmes  linéaires  se  trouve  étendue  à  un  domaine  à 
deux  ou  à  trois  dimensions,  dans  les  sections  suivantes.  Pour  ne 
pas  trop  allonger  ce  compte  rendu,  je  commencerai  l'exposé  à  la 
quatrième  Section  ayant  pour  titre:  Propagation  de  la  chaleur 
et  vibrations  dans  des  domaines  à  deux  et  à  trois  dimensions  et 
je  me  limiterai  aux  exemples  empruntés  à  la  théorie  de  la  chaleur. 

2.  Il  est  utile  d'abord  de  rappeler  quelques  définitions  et  d'ex- 
pliquer les  notations  employées  dans  cette  Section. 

Définition. —  Une  fonction  est  dite  partiellement  continue 
(stuckweise  sletig)  dans  un  domaine,  si  celui-ci  peut  être  décom- 
posé en  domaines  partiels,  à  l'intérieur  desquels  la  fonction  est 
continue,  et  si  elle  tend  vers  une  limite  quand  on  s'approche 
d'une  des  cloisons  qui  séparent  les  domaines  partiels. 

On  désigne  ici  les  points  du  domaine  par  o,  i,  i,...\  les  élé- 
ments d'un  volume,  d'une  surface,  d'une  ligne  par  dr,  ds,  dl\ 
l'indice  o  n'est  pas  écrit,  quand  il  n'y  a  pas  de  confusion  à  craindre. 
Un  certain  domaine  est  désigné  comme  domaine  fondamental  et 
c'est  toujours  le  champ  d'intégration  pour  les  intégrales  qui  ne 
portent  pas  d'indication  spéciale.  Une  aire  et  son  contour  seront 
désignées  par  A  et  C;  un  volume  et  la  surface  qui  limite  ce  volume 
par  R.  et  F. 

La  fonction  de  Green  K.(o,  i)  pour  l'aire  A  est  définie  par  les 
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conditions 

A  K(o,  i)  =  o, 

K(o,  i)  =  — Log—  -+-M(o,  i), 

2-  /■„, 

A  désignant  le  premier  membre  de  l'équation  de  Laplace  et  M 
une  fonction  continue  des  points  o,  i  dans  tout  le  domaine;  enfin, 
sur  le  contour  (C),  on  a  une  condition  de  l'une  des  formes 


K(o,  i)  =  o, 


r/K(0.   I) 


+  AK(o,i)  =  o, 


/;  désignant  une  constante  positive  et  -rrr-  la  dérivée  suivant  la  nor- 
1  aJN 

maie  extérieure.  L'existence  de   la  fonction  de  Green  se  trouvera 

établie  dans  chacun  des  cas  traités.  lille  sera  démontrée  en  général 

dans  la  troisième  Section.  On    montre  facilement  que  c'est    une 

fonction    symétrique   des  deux  points  o  et  [ . 

Tout  ceci  rappelé,  le  problème  de  la  propagation  de  la  chaleur 

dans  une  aire  A  se  ramène  aux  équations  suivantes  : 


du        , 
dF+hu  =  ° 


(h>o). 


l'une  des  deux  dernières  se  rapportant  au  contour  C. 

Puis,  en  remplaçant  //  par  un  produit  de  deux  facteurs  dont 
l'un  dépend  seulement  du  temps,  et  dont  l'autre,  cp,  dépend  seu- 
lement de  la  position  du  point  o, 

Ata  +  ).C5  =  o, 


d~\- 


O, 


A  désignant  une  constante. 

De  ces  équations  que  l'on  doit  vérifier  es  des  équations  corres- 
pondantes pour  la  fonction  K(o,i),  on  déduit,  à  l'aide  du  théo- 
rème de  Green. 


(I) 


tp([)  =  X  /  K(o,  !).»■( o.)  ds. 


Réciproquement,  une  solution  continue  de  cette  équation  vérifie 
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la  relation 

Aç  =  —  A3 

et  la  condition  sur  Je  conlour(C). 

L'équation  (I)  est  une  équation  intégrale;  K.  (o,  1)  est  appelé 
noyau  (Kernj;  a  est  une  valeur  propre  (Eigenwert)  et  o  une 
fonction  propre  de  ce  noyau. 

Deux  fonctions  propres  qui  correspondent  à  deux  valeurs  pro- 
pres différentes  satisfont  à  la  relation 


/ 


o„  ds  =  o, 


on  dit  qu'elles  sont  orthogonales. 

Les  valeurs  propres  sont  réelles  et  positives. 

Si  /(o)  est  une  fonction  partiellement   continue  ainsi   que  ses 
dérivées  premières  dans  le  domaine  fondamental,  la  fonction 


Fi  i)=  /  K(o.  i)/i  0  1  ds 


a  le  caractère  d'un  potentiel;  elle  est  aussi  continue  et  satisfait  à  la 
même  condition  aux  limites  que  le  noyau  K(o,  1);  on  démontre 
qu'elle  satisfait  à  la  relation 

AF(i)  =-/(i). 

Réciproquement  une  fonction  de  point  continue  avec  une  dérivée 
première  continue  et  des  dérivées  seconde  et  troisième  partielle- 
ment continues,  satisfaisant  à  la  même  condition  aux  limites  que 
K(o,  1)  peut  être  représentée  sous  la  même  forme  d'intégrale  avec 
le  noyau  K^o,  1)  comme  F(i).  Les  fonctions  de  celte  forme  (quellen 
mâssig)  ont,  relativement  aux  fonctions  propres,  des  propriétés 
particulièrement  simples. 

Dans  le  cas  où  la  condition  aux  limites  se  réduit  à 

du 

il  va  lieu  de  modifier  l'énoncé.  Une  remarque  analogue  devrait 
être  répétée  plusieurs  fois  dans  ce  qui  suit. 

Je  citerai  quelques-uns  des  exemples  traités  avec  détails,  mon- 
trant bien  le  parti  qu'on  peut  tirer  de  la  théorie  précédente. 
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Dans  le  problème  de  la  propagation  de  la  chaleur  dans  un  pla- 
teau rectangulaire  dont  le  contour  est  maintenu  à  la  température 
zéro,  les  équations  à  vérifier  sont 

A?  -  \<f  =  o, 
tp(o,  y)  =  cp(«,  y)  =  f(x,  o)  =  f(x,  b)  =  o; 

les  fonctions  propres  sont 

1       .      mr.  :r     .     mty 

o,„  „  ( o  )  =  — ^=  sin  sin  — *=-  : 

s/ab  a  b 

on  a  introduit  un  fadeur  tel  que 

Jo„„„Js  =  u 

Quand  cette  condition  est  réalisée,  on  dit  que  la  fonction  propre 
est  normale. 

Les  valeurs  propres  sont 

„  /  m-        n-  \  .       . 

/,„,  „  =  ~2  { h  -y—  )  i  m ,  n  entiers). 

V  (ï2         b- 1 

Le  noyau  K(o,  ï)  est  donné  par  la  formule 

,.  Si  ?,„, „i.r.  y)om. „(.!■,.  i  ,  ) 

'  '-  =  —    a7^ 

etla  valeur  du  deuxième  membre  peut  être  représentée  en  termes 
finis  à  l'aide  des  fonctions  2?  de  Jacobi . 

Le  problème  de  la  propagation  de  la  chaleur  dans  une  couche 
sphérique  infiniment  mince,  protégée  contre  le  rayonnement  à 
l'intérieur  et  à  l'extérieur,  donne  ici  des  résultats  qui  s'expriment 
simplement  à  l'aide  des  fonctions  sphériques.  L'équation  aux  déri- 
vées partielles  est 

ï      à   I         <M>\  ï      c>'2<i> 

A<ï>  -+-  >/!>  =    - — t r  (  SI  11  0  —      H : h  A  *  =  O, 

sin 9  >M  \  âtij        5in20   ou* 

et    l'on     doit    prendre,     pour     avoir    des    fonctions     continues, 
X=«(«+i)avecn  entier  et  positif. 
L'équation  intégrale  correspondante  est 

'l>i  i)  =  a  /  K(o,  ï)  'Im  o  i  ils        |  À  =  n(n-¥  ï)], 
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où  le  domaine  fondamental  est  la  surface  de  la  sphère,  et  où  le 
noyau,  obtenu  en  s'aidant  de  remarques  physiques,  est 

K(o,  1)  =  —  - —  Log(i  —  cosy)  —  7 —  (■  —  log2) 
.,tz  47: 

avec 

cosy  =  C0SG  cosOj  -+-  sinO  sin  0,  cos(w  —  W|  ). 

A  la  valeur  propre  X  =  m{rn  +  1)  correspondent  2  m  +  1  fonc- 
tions propres  linéairement  indépendantes 

Pm(x),     P,'„  (cos8)  sin  v<u,     P'/„(cos6)  cosvco         (v  =  1,3,  ...,  m), 

les  fonctions  Pm(x)  et  P)',(a?)  étant  les  fonctions  de  Legendre  et 
les  fonctions  associées. 

Pour  l'équation  intégrale  qui  correspond  au  refroidissement  de 
la  sphère,  les  fonctions  propres  s'obtiennent  à  l'aide  des  fonctions 
de  Bessel. 

Une  application  importante  est  la  recherche  de  conditions  per- 
mettant d'affirmer,  dans  des  cas  analogues  aux  précédents,  qu'une 
fonction  F(o)  est  développable  en  série  ordonnée  suivant  les  fonc- 
tions propres  correspondant  à  un  noyau  donné, 

F(o)  =  S  an  on(o). 

C'est  une  question  qui  est  traitée  avec  détails  dans  ce  livre  et  à 
laquelle  se  rapportent  des  travaux  importants  de  M.  Kneser. 

Si  le  développement  est  possible  et  si  la  série  peut  être  intégrée 
terme  à  terme,  les  coefficients  x„  peuvent  être  calculés  comme  ceux 
de  Former,  à  l'aide  des  relations 


/    <?,„  ç„  ds  =  0,  /   tf \  ds  =  1 . 


La  conclusion  est  que,  dans  les  cas  traités  dans  la  quatrième 
Section,  le  développement  est  possible  pour  une  fonction  F  qui, 
dans  le  domaine  fondamental,  est  continue  ainsi  que  ses  dérivées 
premières,  admet  des  dérivées  du  deuxième  et  du  troisième  ordre 
partiellement  continues  et  satisfait  sur  le  contour  à  la  même  con- 
dition que  le  noyau. 

Ces  résultats  sont  étendus  à  des  fonctions  discontinues,  mais 
en  supposant  les  fonctions  propres  d'une  lorme  particulière,  et  il  y 
a  ensuite  à  chercher  ce  que  représente  la  série  en  un  point  appar- 
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tenant  à  une  ligne  de  discontinuité.  Avec  des  précautions  convena- 
bles, on  trouve  un  résultat  analogue  à  celui  qui  se  présente  pour 
une  série  de  Fourier  en  un  point  de  discontinuité. 

3.  Dans  la  cinquième  Section,  Théorème  d'existence  et  Pro- 
blème de  Dirichlet,  on  établit  que  tout  noyau  continu  et  symé- 
trique admet  au  moins  une  fonction  propre  et  l'on  rattache  à  celle 
proposition  l'existence  d'une  solution  du  problème  de  Dirichlet 
dans  le  plan  et  dans  l'espace,  et  aussi  l'existence  de  la  fonction 
de  Green  relative  à  la  propagation  de  la  chaleur,  dans  le  cas  où 
il  v  a  rayonnement  à  la  surface  du  corps  conducteur. 

L'existence  d'une  fonction  propre  pour  un  noyau  symétrique 
¥L(x,y)  (x  et  ^désignant  deux  points  d'un  domaine  à  une,  deux 
ou  trois  dimensions,  et  dx,  dy  des  éléments  de  ce  domaine)  est 
établie,  par  un  calcul  de  limites,  en  considérant  des  noyaux  réi- 
térés définis  par  les  égalités 

Ck   (r,y)K(.r,  z)  dx    =  K*(y,  z), 

fK*(x,jr)K(x,z)dx=  K»M(/,«), 

puis  l'intégrale 


U„,  =   f  K'"(x,y)dx. 


Dans  le  cas  d'un  noyau  non  symétrique,  on  établit  le  théorème 
de  Fredholm.   L'équation 

o(x)=/{x)+Jk(x,  *)?(*)  dx, 

dans  laquelle  f(x)  n'est  pas  identiquement  nulle,  admet  une 
solution  continue,  si  aucune  des  équations 

tp(x)=   /   K(x,  a)  <p(a)  da,  f(x)  =   /  K(a,  x)  ip(a)  dx 

n'admet  une  telle  solution,  et  cela  que  K.  soit  continu  ou  admette 
des  singularités  analogues  à  celle  des  fonctions  de  Green  consi- 
dérées plus  haut. 
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4.    La  sixième  Section  est  consacrée  aux   Séries  de  Fredholm 
pour  l'équation  intégrale 

ii.n=/(a:)  +  ).   /  Ki.r,  a)4i(a)rfa; 

la  solution  peut  se  mettre  sous  la  forme  du  quotient  de  deux 
expressions  analogues  aux  déterminants  et  qui  sonl  des  fonctions 
entières  de)..  Pour  une  valeur  A,  qui  annule  le  dénominateur  D(/) 
de  ce  quotient,  l'équation  homogène 


4((x)  =  >-i   /  K(x,  a)ty(a)  da 


admet  une  solution. 

Dans  le  cas  où  le  noyau  est  continu  et  symétrique,  on  démontre 
que  D(À)  admet  au  moins  une  racine  et  l'on  établit  ainsi,  par  un 
nouveau  procédé,  l'existence  d'une  fonction  propre  pour  un  tel 
noyau,  résultat  dont  on  a  vu  l'importance  fondamentale. 

E.  Lacour. 


BIGOUHDAN  (  G.  ).  —  L'Astronomie.  Évolution  des  idées  et  des  méthodes. 
(  \  Bibliothèque  de  Philosophie  comtemporaine .)  i  volume  in-12  Jésus, 
5o  illustrations,  vu-399  pages.  Paris,  Ernest  Flammarion,  191 1. 

Cet  Ouvrage  de  M.  G.  Bigourdan,  membre  de  1  Institut,  astro- 
nome à  l'Observatoire  de  Paris,  esl  divisé  en  cinq  Livres,  dont 
les  quatre  premiers  se  rapportent  à  I  Astronomie  physique  et  le 
dernier  à  l' Astronomie  mathématique.  Mais  toul  le  volume  peut 
être  lu  par  les  personnes  qui  ont  en  vue  de  connaître  seulement 
les  progrès  accomplis  dans  les  branches  principales  de  cette  belle 
Science. 

Livre  I.  Les  origines  de  l' Astronomie.  —  L'Auteur  cherche  à 
pénétrer  dans  les  connaissances  astronomiques  primitives  en  étu- 
dia ni  les  premiers  moyens  emp  oyés  pi liviser  le  lernps,  en  exa- 
minant les  plus  anciennes  cosmogonies,  en  tenant  compte  des 
données  de  l'Astrologie,  si  en  honneur  dans  l'antiquité,  encore  en 
faveur  a  l'époque  de  Kepler.  Aussi  s'occupe-t  il  d  abord  des  pn  - 
mières  observations  célestes,  des  planètes  et  du  zodiaque,  de  l'opi- 
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nion  ancienne  sur  la  m  a  relie  des  planètes.  Dans  le  Chapitre  III,  il 
a  montré  la  profonde  influence  de  l'Astrologie  sur  le  développe- 
ment de  l'Astronomie,  et.  pour  satisfaire  la  curiosité  du  lecteur, 
il  cite  quelques-unes  des  croyances  des  humains  en  l'influence 
désastres,  heureuse  ou  funeste  selon  les  positions  de  ceux-ci.  Il 
explique  ainsi  l'origine  des  éphémérides  perpétuelles  relatives  aux 
planètes  :  les  astrologues,  comprenant  qu'ils  auraient  sur  les  gou- 
vernants une  grande  puissance  morale  en  leur  prédisant  à  l'avance 
les  phénomènes  célestes,  accumulèrent  des  observations  qui  leur 
permirent  de  faire  leurs  prédictions  avec  précision.  L'Auteur  ter- 
mine ce  Livre  par  l'examen  du  «  système  des  pythagoriciens  qui 
restera  une  des  plus  brillantes  étapes  sur  la  route  qui  a  conduit 
à  la  connaissance  de  l'Univers   ». 

Livre  IL  La  mesure  du  temps  et  le  calendrier.  —  Après  un 
court  exposé  des  calendriers  ancien-.,  M.  G.  Bigourdan  donne  des 
renseignements  sur  les  réformes  du  calendrier.  Puis  il  (ail  «  l'his- 
toire de  l'heure,  du  gnomon  au  chronomètre  »  afin  d'amener  le 
lecteur  à  constater  que  «  pour  l'homme  aucune  conquête  n'a  été 
plus  complète  que  celle  de  l'heure  ». 

Livre  III.  Les  instruments  et  les  moyens  d'observation. — 
L'Auteur  passe  en  revue  les  instruments  destinés  aux  mesures 
célestes.  Il  donne  d'abord  quelques  détails  sur  les  instruments  pri- 
mitifs, sur  ceux  de  la  période  alexandrine,  du  moyen  âge  ci  des 
temps  modernes.  Un  Chapitre  est  consacré  à  la  lunette  :  on  v  re- 
connaît qu'il  ne  veut  pas  trancher  la  question  de  sa  découverte.  Il 
écrit  en  effet  :   «   Il  semble  que  la  découverte  des  lunettes  fui  due 

au  hasard.  On  s'accorde  pour  l'attribuer  à  un  Hollandais Ainsi, 

en  octobre  1608,  les  lunettes  étaienl  déjà  inventées  à  Middelbourg; 
la  connaissance  de  cet   instrument  se  répandit  avec  une  rapidité 

étonnante   dans  toute    l'Europe  civilisée De  son    côté  Galilée, 

à  Padoue,  l'inventa  île  nouveau  en  1609....  >>  Ensuite  l'Auteur, 
après  avoir  parlé  du  micromètre,  explique  l'application  des  lu- 
nettes  ci  du  micromètre  aux  quarts  de  cercle  et  décrit  l'équatorial 
de  Rœmer. 

Livre  IV.  La  forme  et  la  grandeur  de  la  Terre.  Ses  pre- 
mières représentations.  —  Avec  le  plus  grand  souci  d'al  tacher  le 


COMPTES   KKNIiUS  HT   ANALYSES.  a63 

lecteur,  M.  G.  Bigourdan  est  parvenu  avec  succès,  d'un  boni  à 
l'autre  du  Livre  IV,  à  présenter  l'exposé  à  la  fois  historique,  des- 
criptif et  anecdotique,  des  idées  anciennes  relativement  à  la  forme 
et  à  la  grandeur  de  la  Terre,  des  mesures  de  notre  globe  depuis 
Eratosthène  jusqu'aux  Arabes,  de  la  solution  du  problème  des 
longitudes  si  important  en  Marine,  des  mesures  modernes  de  la 
Terre,  des  méthodes  scientifiques  contemporaines  pour  détermi- 
ner la  figure  de  laTerre.  11  nous  paraît  important  de  dégager  celte 
réllexion  philosophique  que  fait  l'Auteur,  après  avoir  dit  que 
Pylhagore  enseignait  que  la  Terre  esl  sphérique  et  qu'elle  est  au 
centre  de  l'Univers  :  «  Si  l'on  songe  combien  cette  idée  se  trouve 
en  opposition  avec  le  témoignage  immédiat  de  nos  srns,  on  jugera 
quel  effort  de  génie  elle  suppose,  surtout  à  une  époque  où  l'on  ne 
connaissait  qu'une  faible  partie  de  la  surface  de  la  Terre.   « 

LivueV.  .Astronomie  mathématique  ou  de  position.  —  M.  <i. 
Bigourdan,  avec  le  sens  exact  du  luit  de  son  Ouvrage  :  vulgariser 
la  science  astronomique,  s'est  bien  gardé  de  nous  présenter  des 
calculs  et  s'est  attaché  à  faire  l'histoire  des  progrès  qui  ont  permis 
d'arriver  à  prédire  d'une  façon  précise  les  mouvements  des  astres 
du  système  solaire.  Le  lecteur  ne  doit  donc  pas  s'effrayer  :  seuls 
les  titres  des  Chapitres  semblent  annoncer  que  des  choses  ardues 
y  sont  traitées. 

En  terminant  son  beau  travail,  AI.  G.  Bigourdan  tait  bien  ressortir 
l'heureuse  influence  de  l'Astronomie,  11  est  bien  exact  que:  «  En 
même  temps  qu'elle  découvrait  les  lois  qui  président  à.  la  marche 
des  mondes,  ...,  l'Astronomie  a  chassé  les  chimères  de  l'Astro- 
logie, banni  les  craintes  que  faisaient  naître  certains  phénomènes 
d'apparence  extraordinaire,  révélé  la  grandeur  et  la  figure  de  la 
Terre,  donné  à  la  Géographie  et  à  la  Navigation  tout  leur  essor,  ..., 
exercé  une  influence  profonde  sur  la  vie  des  peuples  et  sur  les 
progrès  de  la  civilisation.  »  En.    L. 


l'HEMIEHIi    l'A  HT I  H. 


E.  JANKE.  —  Mathematisch-physikalische  Schriften  fi  h  Ingénieurs  i  mi 
Stubierende  (iierausgegeben  von  ).  i"  Eiiifùhrwig  m  die  Tlicorie  des  Ma- 
gnetismus,  von  R.  Gans.  2"  Eleclromagnetische  AusgleicJivorgânge  in  Frei- 
leitungen  und  Kabeln,  von  Karl  Emit  ffagner.  S"  Einfûhrung  in  die 
Maxwellsche  Théorie  der  Electricitàt  und  des  Magnetismus ,  von  Clément 
Schn'jer.  Leipzig  nnci  Berlin.  Druck  und  Verlag  von  B. -G.  Teubner. 

Ces  Volumes  sonl  les  premiers  d'une  collection  dont  le  carton- 
nage «  sang  de  bœuf»  scia  bientôt  visible  dans  toutes  les  biblio- 
thèques de  nos  laboratoires,  du  moins  de  ceux  où  l'on  confronte 
constammenl  l'expérience  avec  la  théorie.  D'un  formai  de  poche 
comme  notre  collection  Scieniui.  avant  comme  elle  ioo  à  i5oou 
200  pages,  chacun  de  ces  jirtiis  Volumes  est  un  excellent  résumé 
théorique  d'une  question  limitée  :  la  théorie  mathématique  du 
magnétisme;  les  propagations  électromagnétiques  dans  les  fils  et 
câbles;  l'introduction  à  la  théorie  de  l'électricité  et  du  magné- 
tisme de  Maxwell. 

Le  premier  est.  un  bon  résumé  théorique  du  sujet,  sans  grande 
originalité;  le  second,  élémentaire  aussi,  est  illustré  de  très 
nombreux  diagrammes  de  propagation  des  diverses  discon  1  limités, 
ipu  sont  fort  instructifs;  le  troisième  est  égalemenl  \n\  bon 
sommaire  des  j^ros  Traités  de  Maxwell  avec  les  principaux  complé- 
ments dus  à  Poinling  et  à  Hertz,  orné  d'un  beau  portrait  de  Maxwell. 

Ont  paru  depuis  :  un  très  bon  petit  Volume  sur  les  fonctions  de 
Bessel,  par  Lehafheitlin  ;  un  recueil  de  Tables  numériques  avec 
courbes   par  Janke,    tout  à   fait  précieux. 

Bonne  impression,  très  claire,  où  les  formules  se  détachent  bien. 

M.    BuiLLOUIN. 


G. -H.  BRYAN.  —  Thermody.xamics.    \n  introductory  treatise  dealing 
witli  fîrst  principles  ami  their  direct  applications.  Teubnor,  1907. 

Le  Livre  de  M.  Bryan  esl  courl  (200  pages)  mais  plein,  comme 
les  anglais  nul  pris  l'habitude  d'en  écrire  sur  les  questions  di 
Physique  malhémathique.    Il   esl  sensiblemenl    plus    étendu    qui 
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l'article  écrit  par  l'auteur  pour  l' Encyclopédie  Mathématique,  et 
en  diffère  sur  bien  des  points;  enfin  il  forme  un  tout  et  traite  de 
questions  qui,  dans  le  plan  général  de  V Encyclopédie  Mathéma- 
tique, avaient  été  attribuées  à  d'autres  auteurs,  la  radiation,  les  mé- 
langes, par  exemple.  C'est  un  Traité  exclusivement  théorique  : 
sur  ce  point  l'auteur  s'explique  clairement  dans  sa  Préface.  Il  est 
à  son  avis,  nécessaire  au  progrès  de  la  science  et  à  la  clarté  des 
idées  des  étudiants,  que  la  partie  expérimentale  el  la  partie  théo- 
rique de  la  Thermodynamique  soient  nettement  distinguées; 
qu'elles  soient  étudiées  autant  que  possible  dans  des  livres  diffé- 
rents. Pour  sa  part,  il  a  voulu  traiter  la  question  par  les  méthodes 
exclusivement  déduclives,  comme  on  traite  la  Mécanique  ration- 
nelle ;  du  point  de  vue  logique,  il  regarde  les  lois  de  la  Thermo- 
dynamique «  comme  fournissant  des  définitions  de  la  chaleur  et 
de  la  température,  de  même  que  les  lois  de  Newton  fournissent 
(autant  que  cela  est  possible)  des  définitions  de  la  force  et  de  la 
masse  ».  Cette  méthode  déduclive,  l'auteur  l'applique  rigoureuse- 
ment à  partir  du  Chapitre  IV  (Livre  11),  à  la  suite  de  trois  courts 
Chapitres  préléminaires  (Livre  I).  L'irréductibilité  et  la  perte 
d'énergie  utilisable  à  chaque  transformation  réelle  sont  à  la  base  de 
tous  les  raisonnements;  mais  l'auteur  n'oublie  pas  que  les  lois  de 
la  Thermodynamique  sont  relatives  aux  phénomènes  qui  s'accom- 
plissent à  une  certaine  échelle;  à  l'échelle  moléculaire,  les  choses 
se  compliquent,  ou  tout  au  moins  se  transforment,  les  notions 
thermodynamiques  pures  n'y  sont  pas  toutes  appréciables  sans 
précautions.  Les  six  Chapitres  qui  forment  le  Livre  II  constituent 
l'exposé  doctrinal  proprement  dit. 

Toute  la  partie,  qui  forme  la  seconde  moite  du  Volume  est  rela- 
tive à  la  thermodynamique  des  systèmes  particuliers  :  Radiation, 
Gaz  parfaits,  Changements  d'états.  Thermoélectricité,  Modèles 
dynamiques . 

Œuvre  forte  et  originale.  On  aura  plaisir  à  lire  la  seconde  Par- 
tie, en  se  reportant  souvent  au  premier  Volume  du  Traité  d'Ener- 
gétique de  Duhem,  qui  vient  de  paraître. 

M.    BlULLOUIN. 
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MELANGES. 


LA  DETERMINATION  DU  SYSTEME  ORTHOGONAL  COMPLET 
D  UN  NOYAU  DONNÉ  PAR  LES  DÉTERMINANTS  INFINIS 
DE  M.  H.  VON  KOCK: 

Par   M.  Johaxnks   MOLLERUP. 


I.  —  Les  équations  homogènes. 

Soient  d'après  M.  Erhard  Scb.midl(MathematischeA  nnalen,  63) 
les  deux  équations  conjuguées  simultanées 


(>) 


1  if  (s)  =  X  /     K(st)  Ci  1 i  ,1t. 
!  ty(s)=  À  /    K(is)<p(  t)dt\ 
le  noyau  K(sf)  est  coiilinu  dans  le  domaine 


a  S  -     /' . 

_  t 

Soient  X  une  valeur  propre  et  (»,  A)  deux  fonctions  continues 
conjuguées;  soit  encore 

M*).     Pi(«).     ••• 

un  système  orthogonal  complet  dans  l'intervalle  i  '/.  In.  Alors  on 
a,  d'après  la  formule  dite  de  Parseval  i  I  ollstàndigkeitsrelalion), 


00 


ip(s)=X  /    K(st)'HO  <// 

=  >.V  ^  K(«i)Pi(<)*  /'  «KO MO*. 
i= i  " 

où    converge    absolument    et    uniformément    la    série    (Erhard 

ScHMIDT,    loC.   Cil..   §  2). 


Posons 

(3) 

(4) 

c'est-à-dire 

(5) 


MELANGES. 
Xi(s)  =  f    K(sn  ri,(l)dt. 
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La  deuxième  équation  (1)  s'écrit 

■l<  /)  =  X  C   K(st)o(s)d.<; 
alors  on  a 

(G)  at=  X  /       /     K(sl)o(s)  ri,(t)  ds  dt  =  X  /     *,-(•«  )  'il  's)  rfs. 

Introduisant  (5)  dans  (6)  ou  aura 

i  1 

la  série   /ay(.ç)  oy  convergeant  uniformément. 

/ 
(7)  est  un  système  d'équations  linéaires  déterminant  les  incon- 
nues 07;   les  coefficients  sont 

(8)  <z,7=   f  af(s)  aj(s)  ds  =  f      j       j      K(st)K(su)$j({)$j(u)dsdldu 
=  /      /     /.(lin  'pi(t)  $i(u)dtdu, 


ou  le  noyau  itéré 


/.(/»  1  =    /     Ki  st  1  K(su)ds 


sera  symétrique. 

Les  équations  homogènes 
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ont  le  déterminant  infini  symétrique 


A  i  >.  i  = 


>L";l  À2  «32  >-2«33  —  I         •■ 


Après  la  théorie  de  M.  v.  Rock  {Rend,  di  Palermo,  t.  \.\\  III) 

ce  déterminant  convergera  absolument,  si  les  séries  /  |«//|  <'t  \  a* 

Pi 

convergent.   La   convergence  de  cette   dernière   s ne   est    bien 

connue  (Hilbert,  Grundzùge  einer  allgemeinen  Théorie  der 
linearen  Integralgleichungen,  funfte  Mitteilung,  p.  446)  ■ 
Quant  à  la  première  série,  on  a 

I      j     K.(st)K(su)$i(i)Ç>i(u)dsdtdu 
=  f    \  f   KtstrintxlA   dt=^b}j. 


en  posant 


bij=  f     f   li(st)  P/(0  pj(s)  ds  dt; 


car  les  bu  (/±i,  2,  ...)  sont  les   coefficients  de  Fourier  de   la 
fonction     /     K   st    [3,    t)dt   dans    le   système   orthogonal   complet 


Pi(0,P»(0 

On  aura  donc 


2—2* 


une  somme  correspondante  à  /  (l'a  pour  le  noyau  K.(si). 

Les  \  ileurs  propres  se  trouvent  donc  de  l'équation 

(8)  Au  ,=o; 

on  «ait  que  toutes  les  valeurs  de  "/.-  sont  positives  (Erhard  Se  ha 

loc.  cit.). 

Soit  maintenant  A-  une  racine  de  t\  (X)   avec  la   multiplicité  j>: 
Ai  ai  aura  le  défaut  p  (je  préférerai  celle   signification   de  M.  O. 


MELANT,  ES. 
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Tœplilz,  Rend.  <li  Palermo,  t.  \\VIII,  pour  le  mot  ordinaire 
rang  1  e)  les  équations  homogènes  (7)  auront/?  solutions  linéaire- 
ment indépendantes 

a(1),     er(2),      ....     s1/'1, 

la    somme    des    cariés    d'une     telle     solution     étant    convergente 
(II.  \.   Ivoch,   loc.  cit.,   p.   «('>>).  Les  solutions  s'écrivent  sous  la 
forme  connue  du  cas  des  équations  d'un  nombre  fini  d'équations 
avec  un  nombre  fini  d'inconnues. 
Les  fonctions  ©  se  déterminent  par 


(5) 


K*)  =  >^a<'(4')aM 


en  introduisant  les  u  trouvées;  alors  la  série  '  y.,(s)'7i  conver- 
gera absolument  et  uniformément  ;  car  on  a,  selon  la  formule  con- 
nue de  Lagrange-Cauchy  (l'inégalité  de  Schwarlz), 


2ia'("  1  Ki=i/2"?  \ /  2a/(i)2' 

où 

M  étant  le  maximum  du  noyau.  Ainsi  il  résulte 

y  1  «H*)  1 1  "i  1 = i  '  y »?  m  v'o—a. 
i  v  r 

La  fonction  trouvée  s  (s)  est  donc  continue.  Alors  on  trouvera 
la  fonction  à  de  l'équation 


.t,(.ç)  =  1  f   l\(s/)'i<  t)dt; 


elle  est  continue  encore. 

A  une  valeur  propre  de  la  multiplicité  p  correspondent p  fonc- 
tions o  linéairemenl  indépendantes  et  encore,  comme  on  le  voit 
simplement,/?  fonctions  tli  indépendantes.  Maintenant,  le  système 
orthogonal  complet  du  noyau  K.(s/.)  se  détermine  d'une  manière 
connue  (Erhaud  Sciimidt,  loc.  cil..  $  la). 
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II.  —  Les  équations  non  homogènes. 
Soient  les  équations  intégrales  conjuguées  non  homogènes 
l/(i)  =ç(s)  —  X  /     Ki si  l 'Li  / 1  di. 
g(s)=  •b(s)  —  1   I     K  i  ts  |  01  /  i  ilt. 


(I) 


les  fonctions  données y(s)  et  g"(s)  étant  continues  dans  l'inter- 
valle donnée  (ab),  '&(s)  et  'l(s)  sont  continues.  On  trouvera  une 
solution  lotit  à  fait  analogue  à  celle  qu'a  trouvée  M.  Erhard  Sclunidt 
pour  l'équation  de  Fredholm  à  noyau  symétrique  (loc.  cit..  $  10  >. 
Soit  le  système  orthogonal  complet  du  noyau  donné 

À],  À2,  Aj,         .... 

<fi(s),      <?î(s),     o3(s),      

tyi(s),     ^2(s),     tyt(s),     .... 

cl  les  fonctions  o(*)  et  'l(s)  nue  solution  de  (i). 
Les  équations  s'écrivent 

d'où 

T  ,°'-"~/|il;,(ii  r/.v  =  1     f    .}-(*)  W«)  A, 


(2) 


/i<£>^tlW*  =  f  f%(0, 


(*)rf*. 


Mettons 


il  vient 

(3) 


I    /i  s  i  tp,(s  i  ds  =  a,-,  /     .*'(  s)  tyi(s)ds  =  b(, 


>.,  .r,  —  ).  /,  =  X,a,-, 
—  À  a?,-t-  ).,■  y,  —  •' ,  6/, 


d'où,   si    "/.-  ===  X?, 


MÉI.ANGIiS. 


27 1 


Xf->.-  J  If  —  '/:- 

Du  théorème  de  M.  Erhard  Schmidl  (loc.  cit.,  §   16),  on  voit 

e 

r        ,/.  ,i  I 


^(s)-.fi<i  __    1 


où  convergent  les  séries  absolument    el  uniformément.   Introdui- 
sant (4)  dans  (5),  on  trouve 


?(*)  =  /(*) +2  ?'(* 


>-'  f  fi.t)v>i{t)dt  +  Xktf  i 


(t)^i(t)dt 


).;-  >.- 


(6) 


i/{s)  =  g{s)+S  i/i 


(s) 


r-  f  S(t) ifd t ) dt  +  >.>.,  f  f( tfr,i  t) dt 


X;  —  X* 


Ces  développements  sont  absolument  et  uniformément  eonver- 
înts,  comme  «m  le  voit  sans  difficulté;  par  exemple,  on  a  pour 


\*f  f(t)<fi(t)dt 


en  posant 


^yr—   f   K(st)<ft(l)dtf  f(t)<fi(t)dt, 
K(st)  =  i     K(sr)K(tr)dr, 
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i  -,  À;  l  .     • 

inie  la  quantité  c-; — L^~  converse  vers  i  et  la  série 
1  »  /,-  —  >,-  8 

^  f  K(st)<fi(t)dt  I    f(t)<n(t)dt 

converge  absolument  et  uniformément   après   un   théorème  connu 
[voir  Erhakd  Schmidt,  loc.  cit.,  §2). 

Introduisant   les  solutions  (6)  dans  la  première   équation  (i)  il 
vient 


(7)  Ao=/(*)+y?<(«) 


f     f(t)<Oj(t)dl  +  Xki  I     ff(t  ii,'' 


)dl 


posant 


g(t)  h  y*, 


X!    /      ,C  I  II  I  ,î';l  «  )  du  +  À/,/    /      /l  M  I   B,  I  II  i  i 


MO 


>.;  —  X! 

changeant  l'ordre  des  signes   /  et^et  posant  enfin 

*''  fi 

I     K(j()W()<ft  =  îpi 

le  coefficient  de  chaque   fonction   0/(5)  sera  o,   et    l'équation  (7 ] 
sera  identique. 

Ainsi  nous  avons  démontré  : 

Si  À  n'est  pas  une  valeur  propre  du  noyau  K(sl),  les  équa- 
tions conjuguées  ont  seulement  une  solution. 

Soit  maintenant  À  =  À;  une  valeur  propre  de  la  multiplicité/?: 
alors  des  équations   (3)  on  voit  les  p  conditions  nécessaires. 


(8) 


/    f(t)oi(t)dl  =  -  f    g(t)i/i(t)dt. 


Ces  p  conditions  remplies,  on  voit  que  les  .r,  relativement  aux  p 
fonctions  propres  fi  (s)  seront  arbitraires  et  r,=  .'', —  a,-;  ainsi  on 


MÉLANGES.  ^ 

aura/?  solutions  indépendantes  : 

r"  rb 

\  l"-         /(  O  ?y (*)  rf<  +  >■>■,   /      A' l  t)  <lj  (t)dt 

-+-  >   t»y  (  s  )  — ■  > 

jLd'J  l)  —  X! 

(9)  \ 

«|;(i  l  =  .s-(s)  -+-  V  (a-,—  «,-)  ■!>,( s) 

X'  /    g-(0<lv(0«fc-f-to;  /"  fit)vj(t)dt 


-2*y0 


Xï-X* 


«  parcourant    les   /?    indices    appartenant    à    la    valeur    propre   "/.,. 
y  parcourant  toutes  les  autres  indices. 


UNE  LETTRE  DE  LACROIX  ('). 

LACROIX   A   X...,   ATTACHÉ  A    L'ECOLE  D'ARTILLERIE   DE   La    FÈRE. 

Paris,  le  j  germinal,  au  xu. 

«  ...  ici  nous  sommes  entraînés  par  une  foule  d'occupations  et 
«  de  distractions;  et  j'ai,  peut-être  plus  qu'un  autre,  besoin  de 
»  celles-ci  parce  que  ma  constitution  est  trop  faible  pour  suppor- 
ts 1er  un  long  travail. 

(i  Je  recueille  toujours  avec  soin,  et  souvent  avec  plaisir,  les 
«  remarques  qu'on  fait  sur  mes  Ouvrages  ;  je  les  pèse  avec  attention 
«  et  j'en  profite,  lorsqu'elles  me  paraissent  fondées,  et  qu'elles 
«  n'exigent  pas  de   trop  grands  changements  qui  me   coûteraient 


(')  Nous  devons  la  connaissance  de  celte  lettre  à  notre  confrère  M.  Bigourdan 
qui  nous  a  autorisé  à  la  publier.  Elle  nous  parait  offrir  de  l'intérêt  ;  car  elle  traite 
de  questions  d'enseignement  sur  lesquelles  Lacroix  était  particulièrement  compé- 
tent. \  l'époque  où  il  l'a  écrite,  Lacroix  appartenait  à  la  première  classe  de  l'In- 
stitut (Section  de  Géométrie). 
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.<  beaucoup,  parce  que  je  suis  fatigué  de  tous  ces  objets,  cl  que 
«  j'ai  épuisé  la  dose  d'intérêt  qu'ils  m'avaient  inspiré. 

«J'ai  placé  dans  l'édifice  de  la  Science  quelques  pierres  que 
j'ai  façonnées;  j'ai  lancé  < I n 1 1 -^  la  carrière  îles  jeunes  gens  qui 
...  pourront  la  parcourir  avec  succès;  j'ai  placé  ceux  qui  voudront 
a  étudier  les  mathématiques  dans  une  position  beaucoup  plus 
ci  favorable  que  celle  où  je  me  suis  trouvé,  il  \  a  vingt  ans,  lors- 
o  qu'il  m'a  fallu  chercher,  1rs  unes  après  les  autres,  lessources  (?) 
"  qui  retenaient  les  progrès  de  la  Science,  rassembler  ces  nialé- 
(i  riaux  incohérents,  ramener  les  uns  aux  autres  les  divers  points 
de  vue  sous  lesquels  on  avait  présenté  des  théories,  différentes 
.■  en  apparence,  et  ne  contenant  néanmoins,  avec  beaucoup  de 
«  choses  qui  leur  étaient  communes,  qu'un  petit  nombre  de  résul- 
tats essentiellement  distincts.  D'autres  perfectionneront  ce  que 
«  je  n'ai  qu'ébauché,  et  s'avanceront  bien  au  delà  du  terme  où  je 
«  me  suis  arrêté;  c'est   mon  espérance,  et  je  m'estimerai   heureux 

«   d'avoir  indiqué  la  roule 

ci  .)  ai  donné  à  vos  observations  sur  mes  <  ouvrages  toute  I  a  lien - 
«   tion  qu'elles  méritaient.... 

«  La  définition  que   j'ai   donnée  de    l'angle  vous  paraît    défec- 
((  tueuse.  D'abord  ce  n'est   point  à  proprement    parler  une  défini- 
"  lion;  il  ne  faut  point  la  détacher  du  développement  qui  l'accom- 
o  pagne,  et  dont  le  but  est  d'expliquer  comment  elle  se  m/iporte 
aux  limites  latérales  de  l'espace  indéfini  qu'on  y  considère, 
et  de   montrer   comment    ileu.r  anales  peuvent  être  égaux, 
o  avec  des  côtés  très  inégaux,  comment  un  angle  en  peu/  sur- 
passer un  autre.   Voyez  la   troisième  édition  de  ma  Géométrie, 
c<  page  ().  premier  alinéa  — 

ci    ...  J'assure  à  mon  lour  que    je  ne   sais    pas   ce  que  voudrait 

dire  précisément  le  rapport  de  situation  de  deux  droites.  Le 

mol  rapport  ne  doit   avoir  en    mathématiques   qu'une  significa- 

«  lion  :   celle    de  quotient  de  deux   grandeurs;  hors   de   là,  il  est 

vague I  <!•  quelque  manière  qu'on  se  retourne,  il  esl  impossible 

«  de  comprendre  l'angle  dans  une  phrase  qui  soil  une  bonne  défi- 
ce  nilion;  c'est  une  de  ces  notions  primitives  que  l'on  doit  nécessai- 
«  remenl  emprunter  des  sens  en  la  développant  et  la  circonscrivant 
ci  de  manière  qu'on  ne  puisse  \    rien    introduire   d'étranger  ou  en 
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«  abuser.  C'est  ce  que  j'ai  dit,  et  peut  être  prouvé,  à  la  page  xvn 
«  du  Discours  préliminaire  de  ma  Géométrie,  troisième  édition. 
«  ...Je  crois  devoir  vous  prévenu-  qu'il  vient  de  paraître  \\x\c 
«  quatrième  édition  de  mon  Algèbre,  beaucoup  plus  correcte  que 
<(  la  troisième,  dans  laquelle  j'avais  refait  avec  soin  les  commence- 
«  menls,  et  je  l'ai  encore  perfectionnée  un  peu.  .Tr  pense  tpie  la 
«  troisième  édition  du  Traité  de  trigonométrie  et  d'application 
«  d'algèbre  à  la  géométrie,  qui  renferme  un  Appendice  sur  les 
«  plans  et  surfaces  courbes,  est  supérieure  aux  autres  pour  l'ordre 
«  et  pour  quelques  détails.  Enfin,  on  vieil I  de  publier  une  qua- 
«  trième  édition  de  V Arithmétique  doot  la  rédaction  est  tout  en- 
«  tière  de  moi.  J'ai  consigné  dans  ces  diverses  éditions  ce  que  j'ai 
«remarqué  dans  ma  pratique  de  l'enseignement,  et  j'abandonne 
«  mon  cours  au  temps. 

«  Agréez » 
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Whittaker  1  E.-T.  1.  —  A  History  of  thc  Théories  of  Aether  and 
Electricity ,  front  llie  âge  of  Descentes  to  t/ic  close  of  tlic  19"1  Century. 
ln-8,  9-5,5,   i'i  •  p.  I Ion,  Longmans.  12  s.  6  d. 

Czi'BKit  (E.).  —  Der  mathematische  Unterricht  an  den  terhnischen 
Hochschulen  (Berichte  iib.  den  rnathematischen  Unterricht  in  Oester- 
reich.    Veranlassl    durcli    die    internationale    mathemat.   Unterrichtskom- 

mission.  5.  Hefl).  Gr.  in-S.  v-3g  p.  Wien,  A.  Holder.   1  m.  20. 

Encyclopédie  des  Sciences  mathématiques  pures  et  appliquées, 
publiée  sou-  la  direction  de  Jules  Molk.  T.  I.  Vol.  •!.  fasc.  2.  Propriétés 
générale*  des  corps  ei  <l.'-  wniété-  algébriques,  d'après/.  Landsberg,  par 
./.  Iladamard  et  ./.  Kûrschak,  96  p.  —  T.  I.  Vol.  '■'•.  fasc.  i.  Propositions 
transcendantes  de  la  théorie  des  nombres,  d'après  /'.  Bachmann,  par 
Ed.  Maille'.  g5  p.  Paris,  Gaulhier-Villars.  3  IV    73. 

Fini  ki:     Rob.  1  u.    Ki  1  [S   1  Fel.  1.    —    Vorlesungen  ul>.  die  Théorie  der 

automorphen   Funktionen.    II.    Bd.   :   Die  funklionenlhi -t.  Aiisfulngn. 

u.  die  Anwendgn  '1.  Lfg  :  Kontinuitatsbelrachlungen  irn  Gebiete  der 
Hauptkreisgruppcn.  Gr.  in -8,  i8  1-438  p.  avec  66  li^.  Leipzig,  B.-G.  Teubner. 
7  '"■ 

Kneser  (Adf.).  Die  Tntegralgleichungen  u.  ihre  Anwendungen  in 
der  rnathematischen  Physik.  Vorlesungen,  an  der  Universitât  zu  Breslau 
geh.  Gr.  in-s.  vin  m'1  p.  Braunschweig,  F.  Vieweg  el  Sohn.  6  m.;  relié, 
7  m- 

l'un  .  B  -Osgood).  —  A  short  table  of  intégrais.  2'  éd.  revue  ln-8. 
■  44  P-i  planches.  Boston,  Ginn.  1  dollar. 

\ "i;iii.i  n  Oswald  and  VVksi.ei  Young  (J-).  —  Projective  geometry. 
Vol.  I.  In-S.  Boston,  Ginn.  i  dollars. 
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ANDOYEIt   (II.).  Nouvelles  Tables  tmgonométriques    fondamentales 

l  Logarithmes),  i  vol.  gr.  in-4 ■  Paris,  A.  Hermann  el  fils;  1911. 

L'Ouvrage  < | m-  la  librairie  Hermann  vienl  d'éditer  en  une  forme 
a  11  >  m  parlai  le  qu  on  pûl  le  désirer  est  i  œuvre  propre  de  M .  II.  A11- 
doyer  qui,  de  juillet  [908  à  mars  1910,  en  .1  fail  seul  tous  les 
calculs,    sans  aucun  auxiliaire,    même   mécanique.    L'impression, 

confiée  à  la  maison  Barnéoud  et  Cle,   de   Laval,  a   été  c mencée 

en  avril  1910  el  continuée  sans  interruption  pendant  une  année 
entière.    La    publication  avail  été  assurée  grâce  à  une  subvention 

allouée  à  l'auteur,  sur  les  arrérages  de  la  fondation  (  '■ nercy,  par 

le  Conseil  de  la  Faculté  des  Sciences  et  celui  de  l'Université  de 
Paris.  L'Académie  des  Sciences,  en  accordant  à  M.  Andoyer,  en 
1910,  le  prix  Jérôme  Ponti,  a  souligné  de  la  façon  la  plus  nette  la 
grande  importance  de  cet  Ouvrage. 

C'est  en  1 633  que  parurent  les  premières  Tables  irigonomé- 
triques  étendues  :  1"  la  Trigonométrie,  britannica  de  Henri 
Briggs,  publiée  par  Henri  Gellibrand  à  Gouda;  ?."  la  Trigonomé- 

tria    artificialis    d'Adrien    Vlacq,     imprimée     aussi    à    (i la. 

i<in  ans  plus  lard  furent  calculées,  en  France  (île  i~i)4  à  1799), 
les  Tables  du  Cadastre,  sous  la  direction  de  <i.  Riche  de  Prony; 
déposées  dans  les  Archives  de  l'Observatoire  de  Paris,  elles  sont 
encore  inédites. 

La  Trigonometria  de  Briggs  et  celle  de  Vlacq  sont  établies 
suivant  la  division  du  quadrant  en  90"  :  la  première  subdivise  le 
degré  en  100  parties,  la  seconde  en  36o.  Les  nombres  communs 
au\  deux  Tables  vonl   de   >  en  ■'<  minutes  sexagésimales. 

La  première  donne  avec  1  \  décimales  les  logarithmes  des  lignes 

trig métriques  de  centième  en  centième  de  degré  sexagésimal; 

la  seconde  les  donne  de  m  en  10  secondes  sexagésimales,  avec 
dix   décimales   :    dans  ce,  deux  Tables,  la  dernière   décimale  est 

souvent  en  erreur  île  plusieurs  imites. 

HuII.  des  Sciences  mathém.,  •    série,   1.  XXXV.  (Octobre  1911.)  i* 
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La  plus  célèbre  des  Tables  imprimées  ultérieurement  est  le 
Thésaurus  logarithmorum  completus  deVega,  publié  en  i  —  t >  î  à 
Leipzig.  C'esl  une  réédition  des  Tables  de  Vlacq  étendues  à  chaque 
seconde  pour  les  deux  premiers  degrés.  La  dernière  décimale  encore 
n'est  pas  généralement  exacte.  Les  Tables  à  8  décimales  publiées 
récemment  par  le  Service  géographique  de  l'armée  sont  extraites 
des  Tables  du  Cadastre;  celles  que  viennent  de  publier  MM.  J. 
Bauschinger  et  .1.  Peters  mil  été  construites  par  interpolation 
directe  de  la  Trigonometria  britannica.  M.  II.  Andoyer,  frappé 
du  peu  de  progrès  faits  par  les  Tables  trigonométriques  depuis 
Briggs  et  Vlacq,  et  considérant  que  l'Astronomie  de  précision,  par 
suite  des  progrès  dus  aux  méthodes  photographiques,  ne  peut  plus 
se  contenter  des  Tables  décimales,  a  pensé  qu'il  pourrait  être 
bientôt  nécessaire  de  mettre  à  la  disposition  des  calculateurs  des 
Tables  à  neuf  décimales.  Pour  faciliter  les  travaux  de  ce  genre,  il 
a  entrepris  le  calcul  direct  et  complet  de  ces  nouvelles  Tables 
trigonométriques.  Il  les  appelle  fondamentales  parce  qu'elles 
pourront  servir,  en  toute  sécurité,  de  base  aux  publications  ulté- 
rieures tant  qu'on  n'aura  pas  besoin  d'une  précision  plus  grande 
que  la  î  4e  décimale.  Avant  en  vue  les  besoins  des  astronomes,  il  a 
adopté  la  division  sexagésimale  et  l'intervalle  <  1  « •  to"  en  io",  le  plus 
étroit  qui  rendit  la  publication  possible.  Il  donne  tous  les  résul- 
tats à  moins  d'une  demi-unité   près  de.  l'ordre  du  dernier  chiffre. 

Dans  toutes  les  Tables,  M.  Andover  a  appliqué  la  règle  proposée 
par  T.-N.  Thiele  :  forcer  sans  indication  le  dernier  chiffre 
conservé  quand  le  nombre  formé  par  les  décimales  suivantes  est 
au  moins  égala  t5o,  ...;  le  conserver  tel  qu'il  est  quand  ce  nombre 
ne  dépasse  pas  aào;  le  conserver  encore,  mais  le  laire  suivie  du 
signe -t-  dans  les  autres  cas.  Si,  dans  ce  dernier  cas,  on  ajoute  au 
nombre  une  demi-unité  (\u  dernier  ordre  décimal,  on  n'aura 
jamais  une  erreur  dépassant   un  quart  d'unité  de  cet  ordre. 

La  Table  1,  qui  n'a  qu'une  seule  page   et  n'est   nullement  trigo- 

nométrique,   permet  de  calculer   rapidement,   avec    18  décimales, 

le  logarithme  d'un  nombre  donné  el  le  nombre  qui  a  un  logarithme 

donné.  Celle  Table  donne,  à  cet  effet,  les  logarithmes  des  nombres 

entiers  de  2  à  q  et  de   î  î   à    19,   puis  ceux  des  nombres  de  lune 

des  formes 

1,0a         1 ,00a         1 ,000a         1  0000a 
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■j.  désignant  un  des  cliillres  de  1  à  g,  el  le  symbole  1,0...  a 
représentant  1  — 0,0,  .  .  .,  a.  L'emploi  de  la  Table  est  fondé  sur 
un  procédé  indiqué  déjà  par  Briggs  dans  la  préface  de  VArithme- 
tica  logarithmica.  Ce  procédé  est  fondé  sur  ce  que  un  nombre 
quelconque  N  peut  s'écrire  : 

(~s) 

N  =  A.U— -  — \ —-!- — ^, 

(i±o,ni)(i±o,oop)(l±  0,000 -f)  (I  ±0,00000  I 

A,  B  étant  un  des  nombres  entiers  de  2  à  19,  a,  [3,  y,  S  un  des 
cliillres  entre  1   et  9,  et  x  étant  moindre  que  1   en  valeur  absolue. 

On  calcule  log(  H -\  en  unités  du  18e  ordre  par  la  formule 

\\X  -t-  \,xx-\-  \3x3  =  [Xj-Ha^Xj-t-  X3a:  )]x, 

ou 

X,=  43429    44819   o3a  -+-..., 
X2  =  —  21714  724, 

X3=  i45. 

Pour  trouver  le  nombre  N  qui  correspond  à  un  logarithme 
donné  L,  on  retranche  de  la  partir  décimale  de  L  quelques-uns 
des  logarithmes  ou  cologarithmes  inscrits  dans  la  Table  île  façon 

à  avoir  un  résultat  positif  ou  négatif  q  <  -•  Si  y  dé- 
signe q .  105,  on  a 

io»=i-t-^[[i|-t-.y(fï»+  p*y)] 
où 

(ii  =  2    3o258   50929  940-1-.... 

a, =               2   65og i  go5  -H. . . , 
(jt3=  2  o34  -h 

Quelques  multiplications  ou  divisions  donnent  ensuite  J\. 

La  Table  II  contient  les  formules  qui  ont  servi  à  M.  Amlover 
pour  le  calcul  des  logarithmes  des  (onctions  trigonométriques 

logeos  —  x,  logsin—  x,  logtang-7-(i       x) 
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mises  sons  les  formes  suivantes  : 


logl  l 
log*- 


log  I.uil;   -  Il  /  ■  i  II 


./•'-     I'. 
-  +  R; 


I'.  Q  sonl  des  séries  entières  en  x  dont  les  ternies,  tous  de  degrés 
pairs,  mil  leurs  coefficients  positifs;  VI.  ondoyer  donne  leurs 
coefficients  avec  21  cliiflres  décimaux  :  dans  ces  limites  I'  va 
jusqu'à  x''";  (j  jusqu'à  x32.  I!  est  une  série  de  termes  de  degrés 
impairs,  à  coefficients  positifs,  dont  iM.  Andover  donne  les  coeffi- 
cients avec  [8  chiffres;  le  développement  s'arrête  à  x3S  ;  C  est  une 
constante.  La  comparaison  des  nombres  de  la  Table  II  aux  Tables 
analogues  qui  se  trouvent  dans  d'autres  Ouvrages  a  montré 
quelques  divergences  parfois  a'ssez  notables;  les  calculs  nouveaux 
de  M.  Andoyer  n'étaient  doue  pas  superflus. 

La  Table  III  il e  avec    1-  décimales   les  valeurs  de  logsin  )'■ , 

-in  1  . 

log  tang  yï,  log  cos_y?  et  S  (y)  =  log  '  pour  toutes  les  valeurs 
entières  de  1  de  u  1  5o,  1"  désignant  la  mesure  en  grades  d'un  angh 

dont,  par  suite,  la  mesure  absolue  est  —  -*—  •  La  lable  donne  encore, 

1  2    100 

pour  les  deux  dernières  fonctions  leurs  variations:  M.  Andoyer 
entend  par  là  les  coefficients  f\ ,  fs,  /'•.  ...  des  puissances  de  h 
dans  le  développement 

/(U'A)=/,+/,fc+/,A«  +  ...; 

il  emploie  pour  le  calcul  de  ces  variations  un  procédé  purement 
numérique    fondé    sur    I  utilisation    des    valeurs    antérieurement 

obtenues  de  ( .  |  )  ■)  <i  de  S  (y)  ei  l'application  au  calcul  des  dilfé- 
renees.  L  auteur  a  multiplié   les   vérifications;    il  donne  dans   son 

Introduction   des  exemple-   spéciaux   d'iippln  .iliun  de  ces    fables  Mi 

qui  sont  surtout  destinées  à  la  construction  de  Tables  plus 
étendues. 

L'intervalle  des  Tables  III  (  le  grade  1  était  trop  grand  pour  qu'il 
fût  possible  d'en  déduire  par  interpolation  directe  les  'Fables  défi- 
nitives  \     qui     -mil    l'objet     principal     du    travail.    M.    Andoyer  a 
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formé  des  Tables  IV  donnanl  log  cos  a  et  log  si  n  a  de  neuf  en  neuf 
minutes  depuis  o°  jusqu'à  j5";  il  a  exécuté  les  calculs  avec  16  dé- 
cimales pour  < •  1  •  conserver  1  5  ;  on  peul  considérer  ces  Tables 
comme  exactes  dans  loule  leur  étendue  à  uni:  demi-unité  près  du 
1 .')''  ordre  décimal.  I  -a  même  Table  donne  le-  variations  des  divers 
ordres  de  log  coso  rapportées  à  l'intervalle  de  10".  Les  variations 
premières  sonl  données  avec  r 7  décimales,  les  suivantes  respec- 
tive  rii    avec    il).  •->',.  •».  j,  ■>.-,  29,  32,  ce  qui   esl   nécessaire  pour 

assurer  l'exactitude  des  calculs  relatifs  à  la  Table  V.  Il  y  a  encore 
dans  la  Table  IV  deux  Tableaux  très  courts  donnanl  de  9'  en  9'  el 
de  o"  à  3°  les  valeurs  îles  (onctions 


S,,)  =  |ng_,  T(.) 


tanga 


(  les  Tableaux  il enl  aussi   les  variations  île  S  (a)  de  18'  en  18'  ; 

en  ce  ipii  concerne  T  (  y.  )  on  a 

Ti  x)  =  S(a)  —  log  cos(a). 

Bien  que  les  Tables  l\  soie  al  peu  appropriées  à  la  résolution  des 
problèmes  trigonomélriques  usuel-.  Al.  ondoyer,  dans  l'Intro- 
duction, les  applique  en  particulier  au  calcul  avec  1 5  décimales 
du  logsinus  de  l'arc  égal  au  rayon.  Il  remarque  aussi  que  la 
somme    totale    des     logsinus    el    logcosinus    doit    être    égale   à 

'°8 — mûT'  ''  donne  d'autres  vérifications  analogues  pour  les 
log  sinus,  log  tangentes  el  les  variaiions;  il  les  ;i  appliquées  avec 
un  entier  succès,  Irouvanl  îles  écarts  qui  atteignent  au  maximum 
3  unités  du  1  5e  ordre. 

Les  Labiés  V  renferment,  suivant  la  disposition  habituelle,  les 
logarithmes  du  sinus,  du  cosinus,  de  la  tangente  cl  de  la  cotan- 
gente  de  tous  les  angles  de  o°  à  4.V',  et  leurs  différences  premières. 
Les  angles  vonl  de  io"en  io";    les  logarilhmes    sonl  donnés  avec 

1  \  décimales.   Le>    fables  \ ''"■'  do ;nl  dan-  les  mêmes  conditions 

de  o°  à  3°  les  valeurs  des  fonctions  Si  y.)  et  T(a). 

\l  \inlo\cr  ;i  tiré  les  log  cosinus  el  les  valeurs  de  S(oc),  par 
interpolation,  delà  Table  IV  :  il  indique  minutieusement,  dans 
I  Introduction,   conimenl  celle   interpolation   .1    été   effectuée.    La 

I  ablc  îles   log  sinus    a  été    déduite    de    celle    îles  [og  co-nius    par    la 
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formule 

A  log  mm  j-  =  A  Iul;  *in  >.i.  —  A  log  cosa, 

dans     l'application     de     laquelle     on     considère     sinaa     comme 
cos  i  ojo"  —  aa). 

La  Table  des  T  (a)  est  obtenue  parla  formule 

T(o)  =  S(a)  — C(a)  où  G(a)  =  log  cosa. 

L'emploi  des  Tables  V  va  de   soi;  on  les  interpole  par  simple 
application  de  la  formule  de  Newton  écrite  sous  la  forme 


/(a+A)=/(a)+A^A/(a)+  ^__LJi!/(a)+  ^^[A'/,,, 


h  étant  exprimé  en  dizaines  de  secondes. 

Si  c'est  //  qu'on  veut  obtenir,  on  procède  par  approximations 
successives  en  appliquant  la  formule  précédente,  el  posant 
k  —  h0 -{-  ht  où  h0  désigne  une  valeur  approchée  de  h.  M.  An- 
doyer donne  plusieurs  exemples. 

M.  Andoyer  a  comparé  les  nombres  communs  à  ses  Tables  et  à 
la  Trigonometria  Britannica,  c'est-à-dire  les  logarithmes  des 
lignes  trigonométriques  de  .'!  minutes  en  .1  minutes.  Il  a  trouvé 
que  la  1 4e  décimale  et  souvent  la  i .'!''  de  Briggs  n'a  aucune  pré- 
cision. Dans  la  Trigonometria  artijicialis  de  Vlacq  l'erreur  ne 
se  m  li  le  pas  dépasser  si\  unités  du  ioe  ordre,  mais  elle  atteint  celte 
limite.  Comparant  les  valeurs  de  S  el  T  calculées  par  lui  à  celles 
qui  sont  données  avec  huit  décimales  dans  les  manuels  de  Bruhns 
el  de  Schrôn,  ainsi  que  dans  la  première  partie  des  Tables  à  huit 
décimales  de  Bauschinger  el  Peters,  il  n'a  trouvé  d'inexactitudes 
que  dans  les  Tables  de  Schrôn,  où  la  huitième  décimale  est  parfois 
en  erreur  d'une  unilé. 

Les  n  mu  lire  uses  vérifications  que  M .  Andoyer  a  appliquées  à  ses 
propres  Tables  permettent  de  croire  que  son  manuscrit  est  exempt 
de  fautes.  Il  a  procédé  à  une  dernière  revision  de  l'impression  Mil- 
les bonnes  feuilles  cl  il  donne  à  la  lin  du  Volume  un  erratum  dont 
la  plus  grande  partie  se  rapporte  à  l'éclaircissemenl  de  simples 
défauts  île  tirage;  lis  ne  peinent  guère  pratiquement  causer 
d'erreur  de  calcul. 

M.  Andoyer,  par   la    publication    de   ses    labiés,  a   rendu  à  l'As- 
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tronomie  un  service  considérable  qui  ne  fera  que  croître  avec  le 
temps.  L'introduction  qui  les  précède  est  un  modèle  de  clarté  et 
de  précision.  La  lecture  en  est  hautement  instructive;  les  astro- 
nomes et  ions  ceux  que  l'art  du  calcul  intéresse  tireront  tic  cette 
lecture  le  plus  grand  profit.  L'histoire  de  celte  entreprise,  ac- 
complie dans  un  délai  si  court,  est  un  liel  exemple  de  ce  que  peu- 
vent produire  les  habitudes  de  régularité  et  de  soin  minutieux 
quanti  elles  sont  unies  à  une  intelligence  exceptionnelle.  La 
correction  absolue,  qui  est  désirable  dans  les  travaux  de  celte  sorte, 
est  peut-être  ce  qu'il   est    le  plus  difficile  à   l'homme  de   réaliser. 

J.  G. 


SCHOENFLIES  (A.).  —Die  Entwickelung  i>eh  Lehre 

VON    DEN    PUNKTMANNIGFALTIGKEITEN.    2e    l'allie,   Leipzig,    1 908 . 

Il  n'v  a  guère  plus  d'une  trentaine  d'années  que  les  premiers 
fondements  de  la  théorie  générale  des  ensembles  ont  été  posés, 
et  cependant,  quiconque  veut  aujourd'hui  se  mettre  au  courant  de 
ses  résultais,  doit,  s'il  veut  recourir  aux  Mémoires  originaux,  lire 
une  quantité  considérable  d'écrits.  Aussi  doit-on  être  profondé- 
ment reconnaissant  à  ceux  qui,  à  diverses  époques,  ont  tenté  de 
résumer  l'état  des  connaissances  acquises  sur  ce  sujet.  Ils  faci- 
litent ainsi,  d'une  part,  le  travail  de  ceux  qui  sont  restés  jusque-là 
étrangers  à  cette  théorie,  parce  que  le  sujet  habituel  de  leurs 
recherches  n'exigeait  pas  qu'ils  la  connussent,  mais  qui  res- 
sentent à  un  certain  moment  la  nécessité  d'y  avoir  recours.  Et  le 
domaine  des  applications  des  ensembles  s'élargissant  chaque  jour, 
le  nombre  de  ceux-là  est,  naturellement,  de  plus  en  plus  consi- 
dérable. D'autre  part,  ces  monographies  permettent  aux  Mengen- 
iheoretiker  purs  de  mieux  se  rendre  compte  du  progrès  général 
de  la  théorie. 

Ce  progrès  est  visible  si  l'on  considère  successivement  les 
soixante  pages  que  M.  Borel  consacre  dans  ses  Leçons  sur  la  théorie 
des  fondions,  en  1898,  à  une  exposition  des  résultats  utiles  pour 
la  théorie  des  fonctions  ;  puis  les  ^5o  pages  du  premier Bericht de 
M.  Schœnflies,  en  1900;  les  3oo  pages  du  Traité  de  M.  Young,  où  il 
ne  s'agit  guère  que  d'applications  géométriques;  et  enfin,  le  gros 
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Volume  de  plus  de  3oo  pages  que  M .  Schœnflies  vient  de  publier, 
en  1908,  sous  les  auspices  de  la  Deutsche  Mathematiker-]  ereini- 
gung,  comme  supplément  à  son  premier  \  oltime,  el  qui  s'occupe 
de  travaux  donl   le  plus  ancien  n'a  pas  dix  ans. 

Il  convienl  de  remarquer  que.  sur  les  quatre  exposés  que  je 
viens  de  citer,  eeu\  de  M.  Schœnflies  seuls  se  proposenl  il  étudier 
la  théorie  des  ensembles  dans  tontes  ses  ramifications.  M.  Borel 
m'  s'étail  pi. ici'  qu'au  point  île  vue  des  recherches  d'analyse.  Son 
exposé  si  simple  et  si  attrapant  est  d'ailleurs  pour  beaucoup  dans 
le  goût  qui  s  est  révélé  chez  un  certain  nombre  de  jeunes  mathé- 
maticiens pour  cet  ordre  de  recherches.   M.   11 g   se   place,   lui, 

exclusivement  au  point  de  vue  géométrique.  M.  Schœnflies  aborde 
tous  les  points  de  vue. 

Dans  -mi  premier  Rapport  ('),  les  seules  applications  étaient 
relatives  aux  fonctions  de  variables  réelles  ;  dans  le  \  olume  actuel, 
elles  tiennent  peu  de  place,  et  il  s'agil  surtout  de  fonctions  de 
variables  complexes,  &1  Analysis  si  tus  et  d'espace  fonctionnel.  <  m 
peut  même  reprocher  à  M.  Schœnflies  de  n'avoir  pas  l'ail  dans  son 
Rapport  une  place  plus  importante  à  la  définît  ion  de  M.  Lebesgue 
de  l'intégrale  définie.  Il  n'en  méconnaîl  pas  l'importance  puis- 
qn  il  \  voil  «  un  des  plus  brillants  progrès  donl  la  Mathématique  est 
redevable  à  la  théorie  des  ensembles  »;  mais  d  s'y  étend  peu  el 
la  relègue  dans  le  dernier  Chapitre,  celui  des  reei  ifications  el  addi- 
tions.  Son   excuse  est    sans  doute   qu  il    rem à    l'Ouvrage    où 

M.  Lebesgue  a  lui-même  développé  sa  définition,  avec  un  historique 
complet  '\n  problème  de  l'intégration,  el  qn  il  n'a  pas  voulu  après 
lui  refaire  cel  Ouvrage,  liés  lors,  il  est  parfaitement  légitime  de 
consacrer  le  compte  rendu  principalement  aux  autres  branches  de 
la  théorie.  On  peut  évidemment  concevoir  autrement  un  Be/'icht, 
el  penser  qu'ayant  à  exposer  les  progrès  accomplis  par  une  théorie 
depuis  dix  ans,  il  faille  signaler  en  premier  heu  les  découvertes 
les  plus  importantes.  Il  n'en  faul  pas  moins  savoir  gré  à  M.  Schœn 
Aies  de  son  travail  qui  a  déjà  rendu  el  rendra  encore  de  grands 
ser\  ices. 

Voici  maintenant  l'indication  des  différentes  matières  traitées  : 

Les   deux    premiers  Chapitres  sonl    consacrés  à  des  questions 

(')  Il  a  été  él  udié  |jai    1     I  .1 irj  dans  le  BulU  im.   [goo 
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purement  théoriques.  Tenu  à  (oui'  sonl  examinés  les  recherches  de 
M  M.  Zermelo  el  Konig  et  cl  les  travaux  de  M.  F.  Bernslein.  Notons 
les  applications  de  la  notion  de  puissance  à  l'étude  de  propriétés  t  rès 
spéciales,  comme  le  théorème  sur  la  puissance  de  l'ensemble  des 
ensembles  parfaits  d'un  espace  à  n  dimensions,  de  l'ensemble  de 
toutes  les  fonctions  intégrales  ou  monotones,  comme  aussi  l'étude 
.les  séries  de  Taylor  non  prolongeables,  ou  certain  problème  de 
M.  Hadamard  sur  les  géodésiques.  Les  paragraphes  suivants  s'oc- 
cupent de  la  fameuse  question  des  paradoxes  de  la  théorie  des 
ensembles,  de  la  comparaison  des  ensembles  et  de  la  possibilité 
de  les  hien  ordonner.  L'élude  de  la  question  des  axiomes  de  la 
théorie  des  ensembles  et  du  principe  d'induction  complète  termine 
le  premier  Chapitre. 

Dans  le  deuxième  sonl  exposées  les  recherches  de  MM.  Hans- 
dorfï",  Veronese  el  Levi-Civita  sur  les  ensembles  linéaires  ordon- 
nés, la  généralisation  de  la  notion  de  puissance  par  le  premier,  les 
grandeurs  non  archimédiennes  du  second.  On  chercherait  en  vain 

dans  ce  Chapil  re  un  n français  cité.  <  les  questions  ne  sont,  pas, 

en  effet,  de  celles  cpii  sont  en  faveur  en  France.  Il  faut  s;ms  doute 
attribuer  cela  au  goût  des  Français  pour  tout  ce  qui  esl  concret, 
mais  il  serait  hardi  d'en  conclure  trop  vite  au  désintéressement  de 
nos  compatriotes  pour  le  côté  philosophique  de  la  théorie  des 
ensembles. 

Ils  reprennent  d'ailleurs  rang,  el  un  rang  honorable,  dans  le 
Chapitre  III,  consacré  à  la  Théorie  générale  des  ensembles  des 
points.  Là  encore,  je  reprocherai  à  M.  Schœnflies  de  n'avoir  pas 
faii  à  la  définition  de  la  mesure  de  MM.  Bord  el  Lebesgue  la  place 
qu'il  convenait.  Il  semble  attacher  autant  d'importance  aux  nou- 
velles démonstrations  du  théorème  de  <  >anlor-Bendixson.  par 
M.  Lindelof,  du  théorème  qu'il  a  appelé  de  Heine-Borel  et  à  ses 
généralisations,  aux  extensions  enfin  de  ces  résultats  à  l'espace  à 
une  infinité  de  dimensions  par  M.  Fréchet.  Certes,  ce  sont  là  des 
acquisitions  précieuses,  el  les  difficultés  étaient  nombreuses;  mais 
à  mon  avis,  la  définition  de  la  mesure  esl  quelque  chose  d'incom- 
parablement plus  nouveau  el  surtout  plus  lécond. 

Les  trois  Chapitres  suivants  sonl  consacrés  aux  applications 
géométriques,  à  l'élude  du  théorème  de  M.Jordan  sur  les  courbes 
fermées    et   à   la    réciproque  de  ce  même   théorème  au    sujet    de 
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laquelle  M.  Scliœnllies  lui-même  a  publié  de  nombreux  Mémoires. 
Dans  celle  partie,  la  plus  étendue  de  l'Ouvrage,  c'est  doue  surtout 
un  exposé  de  recherches  personnelles  que  nous  trouvons.  Cet 
exposé  étail  nécessaire,  les  Mémoires  de  M.  Scliœnllies  étanl 
éparpillés  dans  de  nombreuses  publications.  La  méthode  générale 
usitée  par  l'auteur  consiste  à  substituera  une  combe  une  figure 
polygonale  approchée.  Au  fond,  celte  méthode  avait  été  employée 
par  M.  Jordan  ;  mais,  tandis  qu  à  la  lecture  du  traité  de  M.  Jordan 
on  voit  bien  que  le-  mois  géométriques  qu'il  emploie  ne  sont  bien 
en  effet,  en  général,  que  des  mots  destinés  à  abréger  un  raisonne- 
ment purement  arithmétique,  chez  M.  Schœnflies,  au  contraire,  on 
sent  les  fréquents  appels  à  l'intuition  géométrique,  un  seul  la  diffi- 
culté de  (aire  complètement  abstraction  de  la  vision  de  1  espace. 
Les  ligures  sont  nombreuses,  et  ce  ne  sont  pas  de  simples  schémas 
employés  par  I  auteur  pour  appuyer  son  raisonnemenl  ou  sa  phrase  : 
ce  sonl  de  vraies  ligures  au  moyen  desquelles  on  lait  le  rai- 
sonnement. Quiconque  -ail  quelle  apparence  paradoxale  présen- 
tent les  propriétés  des  ensembles  |  simple  conséquence  de  notre 
ignorance  de  l'espace  que  nous  croyons  si  bien  connaître)  ne 
peut  donc  être  étonné,  que  dis-je,  doit  s'attendre  à  trouver 
des  erreurs  dans  les  énoncés  ainsi  obtenus.  El  en  effet,  MM.  Brouwer 
et  Zoard  de  Geocze  viennent,  par  des  exemples  récents,  de  montrer 
qu'un  certain  nombre  des  théorèmes  énoncés  par  M.  Schœnflies 
ne  sont  pas  exacts.  Qu'on  n'aille  pas  en  conclure  que  ces  pages  ne 
doivent  dès  lors  présenter  aucun  intérêt  ;  qu'on  n'aille  pas  moi 
plus  diminuer  le  mérite  de  railleur.  M.  Jordan  avait  dû  l'aire  appel 
à  l'intuition  (très  peu  sans  doute)  pour  établir  son  théorème. 
La  démonstration  complète  de  ce  théorème  a  exigé  de  nombreux 
travaux  et  le  concours  de  plusieurs  chercheurs.  Les  théorèmes  de 
M.  Scliœnllies  ont  attiré  également  l'attention  des  chercheurs.  Il 
a  le  mérite  d'avoir  le  premier  posé  la  question  des  postulats  de  la 
théorie  des  ensembles  de  points,  de  VAnafysis  s/tus;  il  a 
ouvert  nos  veux  sur  la  complication  de  la  notion  de  ligne;  tous  les 
travaux  ultérieurs  sur  ces  questions  sont  peu  ou  prou  inspirés  des 
siens.  L'existence  de  la  courbe  de  Peano  avait  bien  excité-  quelque 
émotion  chez  les  géomètres,  mais  celle-ci  avait  été  passagère  :  on 
s'était  vile  remis  à  penser  que  l'ère  des  étonnemenls  étail  close. 
Nous   savons   maintenant    qu'il    n'en    est    rien.    Un    sujet   d'études, 
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difficile  sans  doute,  mais  intéressant  el  riche  nous  est  révélé;  et  à 
quiconque  voudrait  l'aborder,  on  ne  pourrait  faire  autrement  que 
de  conseiller  avant  tout  la  lecture  du  Livre  de  M.  Schœnflies. 

Il  v  a,  d'ailleurs,  autre  chose  dans  ces  trois  Chapitres  que  des 
résultats  personnels.  Au  Chapitre  l\  ,  on  trouvera  des  définitions 
précises  sur  les  courbes  et  les  continua,  l'élude  des  propriétés  des 
ensembles  parfaits  plans.  Le  Chapitre  se  termine  par  quelques 
pages  où  sont  examinées  les  applications  aux  fonctions  analytiques 
à  singularités  quelconques. 

Le  Chapitre  V  contient  une  intéressante  étude  de  la  correspon- 
dance entre  domaines  à  n  et  n  -+- p  dimensions  et  de  l'invariance 
de  la  notion  de  dimension.  Des  travaux  tout  récents  de  MM.  Baire, 
Lebesgue  et  Brouwer  ont  fait  faire  à  la  question  un  pas  décisif, 
en  sorte  que,  surcette  question,  l'Ouvrage  n'est  plus  au  courant.  Il 
s'.i^it  ensuite  du  théorème  de  Jordan  déjà  cité,  et  de  la  courbe 
étudiée  par  MM.  Klein  et  Poincaré  dans  la  théorie  des  fonctions 
nulomorphes.  L'auteur  démontre  enfin  l'invariance  de  la  notion 
<£ ErreichbarkeiL,  introduite  par  lui  pour  exprimer  qu  on  peu! 
atteindre  un  point  d'une  courbe  par  un  chemin  ne  la  rencontrant 
pas  et  axant  ce  point  comme  seul  point  limite.  Celle  notion  joue 
dans  les  travaux  de  M.  Schœnllies  un  rôle  essentiel.  Elle  inter- 
vient à  chaque  instanl  au  débul  du  Chapitre  VI  qui  est  consacré 
à  l'étude  des  courbes  continues,  et  qui,  après  l'exposé  des  recherches 
de  l'auteur,  contient  également  l'étude  des  courbes  reclifiables  et 
des  fondions  d'oscillation  bornée. 

Le  Chapitre  Vil  est  consacré  aux  ensembles  de  courbes  et  à 
l'espace  fonctionnel.  On  expose  d'abord  la  définition  de  l'élément 
limite,  les  travaux  de  MM.  Ascoli  el  Arzelà  sur  les  ensembles  de 
fonctions,  el  leur  continuité  uniforme,  enfin  les  travaux  de 
M.  Fréchel  sur  les  ensembles  de  courbes. 

J'ai  déjà  parlé  plus  haut  du  Chapitre  \  III  et  dernier,  où,  avec 
les  rectifications  au  premier  Bericht,  est  étudiée,  comme  addi- 
tion à  celui-ci,  la  notion  d'intégrale  de  Lebesgue. 

Je  ne  puis  terminer  cette  analyse  sans  faire  une  remarque,  qui 
n'est  évidemment  ni  une  critique,  ni  l'expression  d'un  regret  : 
c'est  que  l'Ouvrage,  paru  il  y  a  trois  ans  seulement,  est  déjà  vieilli, 
tant  depuis  cette  époque  1rs  théories  dont  il  s'agit  ont  rapidement 
progressé.  J'ai  cité   plus   haut    un  des  points  sur  lesquels  il  en  est 
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ainsi;  ce  n'esl  pas  le  seul,  bien  loin  de  là.  Il  n'en  reste  pas  moins 
un  desOu\  rages  les  plus  considérables  que  la  théorie  des  ensembles 
ail  inspiré,  el  un  de  ceux  qui,  pendanl  longtemps  encore,  seront 
des  plus  unies  aux  travailleurs.    \  cause  de  l'heureuse  idée  qu';i  eue 

M.  Schœnflies  de  ne  pas  se  borner  à   une  sèche  nenclature  de 

résultats,  ni. us  de  d t  des  démonstrations  quelquefois  origi- 
nales, toujours  présentées  d'une  façon  heureuse,  son  Ouvrage  se 
trouve  être  autre  chose  qu'un  simple  répertoire,  mais  un  véritable 
Mémoire  qu'il  y  a   toul  profil  à  étudier. 

L.  Z. 


KOMMEREL  (D1  W.)  i\n  KOMMEREL  (D1  K.i.  -  Allgemeine  théorie 
der  Raumkurven  und  Flachkn.  II  Rand.  Zweiteer,  weiterte  Auflage. 
i  vol.  in-i>.  vi-i88  pages.  Leipzig,  G.-J.  Goschen  ;  1911. 

Ce  petit  Volume,  qui  constitue  le  n"  il  de  la  Collection  Schubert, 
est  consacré  à  la  théorie  infinitésimale  des  surfaces.  Nous  \  voyons 
succinctement  mais  clairement,  exposées,  la  définition  el  les  pro- 
priétés «les  lignes  asymploliques,  des  rayons  de  courbure  princi- 
paux, de  la  surface  des  centres,  des  surfaces  parallèles,  etc..  Vprès 
avoir  considéré  d'une  manière  générale  la  correspondance  entre 
deux  surfaces,  les  auteurs  traitent  de  la  représentation  conforme, 
de  la  représentation  avec  conservation  des  aires;  puis  ils  abordent 
la  théorie  de  la  déformation,  celle  des  lignes  géodésiques.  Ils  nous 
font  ensuite  connaître  les  équations  célèbres  <lc  Codazzi  et  ter- 
mi  n  en  l  par  une  ('•!  n  de  des  paramètres  difFé  ren  liels  donl  ils  indiquent 
l'emploi  dans  la  théorie  de  la  déformation.  .1.  G. 


KOMMEREL  (  D1  W.)  und  KOMMEREL  (  D'  K.).  — Spkziklle  Flachen  und 
Théorie  der  Strahlen  système,  i  vol.  in-12,  vi-171  pages.  Leipzig, 
G.-J .  Gôschen  ;  [91 1 . 

Ce  Volume,  qui  forme  le  n°62  de  la  Collection  Schubert,  doil  être 
associé  au  précédent  donl  il  devail  primitivement  former  la  seconde 
Pariie.    Les  auteurs  v  étudienl   successive ni   les  sujets  les  pins 
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importants  de  la  géométrie  infinitésimale.  D'abord  les  surfaces  \\  el 
les  beaux  théorèmes  de  Weingarten;  puis  1rs  surfaces  minima,  lr^ 
formules  de  Monge,  de  Weierstrass  el  de  M.  Schwarz.  Un  article 
spécial  est  consacré  aux  surfaces  de  courbure  totale  constante  et  à 
la  géométrie  non  euclidienne.  Puis  viennent  les  surfaces  réglées, 
les  systèmes  triples  orthogonaux.  Le  petit  Ouvrage  écrit  avec  soin 
se  termine  par  un  Chapitre  sur  les  congruences  reclilignes.  Ou  y 
retrouve  le  théorème  de  Malus-Dupin,  les  congruences  isotropes 
de  Ribaucour,  les  congruences  de  Al.  Guichard,  1rs  congruences 
pseudosphériques  et  la  transformation  de  Biickliuid  pour  les  surfaces 
pseudosphériques.  G.  D. 


SEFERIAN  (  A  ).  —  Notice  si  r  le  système  dks  six  i  oordonnéks  uomogi  m  - 
ni  xi-:  droite  et  sur  les  éléments  de  la  lliéoric  des  complexes  linéaires. 
i  vol.  i  h— S .  79  payes.  Paris,  Gauthier  Villars;  Lausanne,  Dénéréaz- 
Spengler;  1910. 

Cet  Opuscule  est  destiné  à  faire  connaître  le-*  propriétés  des 
coordonnées  homogènes  de  la  ligne  droite  el  les  éléments  de  la 
théorie  des  complexes  linéaires.  Il  s'adresse  aux  ingénieurs  qui 
désirenl  lire  avec  fruit  la  Statique  graphique  des  systèmes  de 
l'espace  de  M.  le  professeur  I!.  Major.  <j.  J. 


Lli<  IRANDl  Km;  101  E  1  —  Nom  \  HONS  par  unk  formi  le  u  El  1.1:11  :  De  l'usage 
qu'on  peul  en  faire  pour  résoudre  de  nombreux   problèmes.  Si  macioisës 

mu  1  n.y  formula  de  Eulero  :  -Su  aplicabilidad  en  la  résolution  de  1 - 

rosos  problemas.  1  vol.  in-8,  ië  pages.  Paris,  Gauthier-Villars;  Buenos- 
Aires,  Coni  Hermanos,  rgn. 

Cet  opuscule  prend   pour  poinl   de   dépari    la    célèbre    formule 
d'Euler  que  l'auteur  traduit  sous  la  l'orme  suivante  : 

V'/'i  x  1  =j   j    f(x)  du       -\/<  b)      ./••<  >\ 
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el  dont  il  indique  un  grand  nombre  d'applications.  Nous  citerons, 
par  exemple,  la  somme  des  puissances  semblables  des  termes  d'une 
progression  arithmétique,  le  calcul  fies  nombres  de  Bernoulli,  celui 
de  -ri  par  la  formule  île  Wallis,  diverses  suites  remarquables.  Tous 
ces  exemples  seront  lus  avec  intérêt  par  ceux  qui  désirent  se  per- 
fectionner dans  la  pratique  du  Calcul  intégral.  J.  G. 


I!  V  L  LET  IN    1?  1  lî  I.  I  ()(i  15  A  I»  Il  I  OU  E. 


Aniioi  un  (H.).  —  Cours  d'Astronomie.  2°  édit.  réf.,  i"'  partie.  Astro- 
nomie théorique.  Fn-8,  38<j  p.,  i   pi    Paris,   \.  Hermann  el  lils.  \->.  fr. 
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Dans  cette  nouvelle  édition  du  Tome  il  du  Cours  d'Analyse, 
les  principales  additions  se  rapportent  à  la  théorie  des  équations 
différentielles  et  des  équations  aux  dérivées  partielles. 

1.  Ce  sont  d'abord  les  théorèmes  de  M.  Darhoux  (')  sur  une 
équation  différentielle  de  la  forme 

—  L  ri  y  -+-  .M  il.r  +  "S  1  x  dy  — y  dx  1  =  o, 
L,  M,  N  étant  trois  polynômes  entiers  en  ./■  et  y  de   degré  m  au 

I  11  •  -,.11  -  c  •    1 1  ,/«(/»  -i-   I  ) 

plus,  1  un  au  moins  étant  de  degré  m .  bi  I  on  connaît -+-  2 

intégrales  particulières    algébriques,    on    peut   former    l'intégrale 

.     ,     1              •  1 ,                   ,    m(m-4-  1)  •  ,  1 . , 

générale,  et  si  I  on  connaît 1-  1    intégrales    particulières 

algébriques,  on  peut  former  un  facteur  intégrant  de  la  proposée. 
La  méthode,  appliquée  à  l'équation  de  Jacobi,  donne  l'intégrale 
générale  sous  la  forme  classique. 

Le  théorème  de  Fuchs  donnant  la  condition  nécessaire  et  suffi- 
sante pour  qu'une  équation  linéaire  d'ordre  //,  à  coefficients  uni- 
formes dans  le  voisinage  d'un  point  a,  admette  11  intégrales  dis- 
tinctes, régulières  dans  le  voisinage  du  pointa,  théorème  qui  avait 
été  admis  dans  la  première  édition,  est  démontré  ici,  d'abord  dans 
le  cas  de  n  —  2,  puis  dans  le  cas  général. 

L<'>  équations  linéaires  à  coefficients  périodiques  sont  étudiées 
d'après  un  Mémoire  de  M.  Floquet  {Annales  de  l'École  supé- 
rieure, 1 883),  l'Ouvrage  de  M.  Poincaré,  Les  méthodes  nouvelles 

(  ')  DaRBOUx,  Sur  les  équations  différentielles  algébriques  <ln  premier  ordn 

cl  du  premier  degré  (Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  1878  ). 

liull.  des  Sciences  mathém.,  :•"  série,   t.  XXXV.  (Novembre  1911.)  19 
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de  la  Mécanique  céleste,  et  un  Mémoire  de  M.  Liapounoff  (Annales 
de  la  F<tciilt<-  des  Sciences  de  Toulouse,  2e  série,  t.  IX). 
L'addition  d'une  période  à  la  variable  indépendante  conduit,  pour 
un  système  fondamental  d'intégrales,  à  une  substitution  linéaire 
dont  les  coefficients  sont  constants.  La  recherche,  pour  celte  sub- 
stitution linéaire,  d'une  forme  canonique  aussi  simple  que  possible, 
conduit  à  une  équation  algébrique  d'ordre  />,  V équation  caracté- 
ristique; les  logarithmes  des  racines  divisés  par  la  période  sont 
les  exposants  caractéristiques. 

Ces  exposants  une  fois  connus,  on  peut  trouver  l'expression 
générale  des  intégrales  qui  correspondent  à  la  substitution  linéaire 
canonicpie.  Mais  la  recherche  des  exposants  caractéristiques  est,  en 
général,  très  difficile.  Elle  revient  au  problème  suivant  :  Connais- 
sant les  valeurs  de  n  intégrales  et  de  leurs  «  —  i  premières  déri- 
vées pour  t  — 10,  trouver  les  valeurs  correspondantes  pour 
t  =  /„  +  <■),  /  étanl  la  variable  indépendante  et  w  la  période.  Des 
indications  sont  données  pour  la  solution  de  ce  problème  par  la 
méthode  des  approximations  successives,  donl  l'exposé  a  reçu  des 
additions  utiles  dans  la  question  actuelle  el  dans  d'autres  théo- 
ries. Une  application  est  faite  à  I  équation 

d-v 

où  p  (t)  est  une  fonction  continue  de  t,  de  période  u>. 

1.  Pour  les  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre, 
la  théorie  de  Lagrange  et  celle  de  Caueliv  avaient  été  exposées 
séparément.  Dans  une  addition,  on  montre  comment  les  caracté- 
ristiques peuvent  se  déduire  «I  nue  intégrale  complète 

Y  '  .<•.  i  .  s,  a,  b)=  o, 

en  considérant  le  complexe  des  courbes 

"v       <>\ 

\  i  x,  y.  z,  n.  b  i  —  o,         r  c  —  o, 

puis,  comment  la  méthode  de  Cauchy  s'étend  à  un  nombre  quel- 
conque de  variables  indépendantes,  en  appelant,  avec  Sophus  Lie, 
intégrale  de  l'équation  F(.£j,  z,  p/,)  =  o,  tout  système  de  oc"  élé- 
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ments  (x/,  :./>/.  I  vérifiant  les  relations 

Fi  .',.  z,  /','.  i  =  o,  il  :  —  f^  d.r_  — .  .  .  —  //„  ilxn. 

Les  propriétés  fondamentales  d<-~  systèmes  linéaires  et  homo- 
gènes, en  particulier,  des  systèmes  complets  de  r  équations  â  n 
variables  indépendantes  ont  été  ajoutées. 

Pour  les  équations  simultanées  ;i m x  dérivées  partielles  non 
linéaires,  an  variables  indépendantes,  les  traits  essentiels  des  prin- 
cipales méthodes,  notamment  la  méthode  de  Jacobi  qui  repose 
sur  l'identité  de  Poisson,  ont  été  indiquées.  Le  lecteur  sait  qu'il 
trouvera  l'exposition  détaillée  dans  l'Ouvrage  de  M.  Goursat  :  Sur 
l'intégration  îles  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre. 

Le  Chapitre  consacré  aux  généralités  sur  les  équations  aux  déri- 
vées partielles  d'ordre  supérieur  a  été  remanié  et  se  termine  en 
indiquant  que  îles  travaux  récents  ont  conduit  à  la  solution  géné- 
rale  de  la  question  suivante  : 

«  Etant  donné  un  système  de  m  équations  aux  dérivées  par- 
tielles d'ordre  quelconque,  à  un  nombre  quelconque  de  \ariables 
indépendantes  et  de  fonctions  inconnu.-,,  reconnaître  si  ce  sys- 
tème admet  des  intégrales  et  préciser  les  arbitraires  (constantes 
ou  fonctions)  dont  dépendent  les  intégrales,  quand  ces  intégrales 
existent.  >< 

3.  Outre  les  additions  précédentes,  il  faudrait  encore  en  signaler 
d'autres  sur  un  théorème  de  Morera  se  rapportant  à  l'intégrale 
d'une  fonction  complexe,  sur  les  invariants  intégraux,  sur  les  sys- 
tèmes adjoints  aux  systèmes  d'équations  différentielles. 

Un  troisième  Volume  contiendra  les  équations  aux  dérivées 
partielles  du  second  ordre,  le  Calcul  des  Variations  et  une  esquisse 
de  la  théorie  récente  des  équations  intégrales.  Celte  brève  indica- 
tion donnée  dans  la  Préface  du  second  Volume,  et  surtout  les 
travaux  de  M.  Goursat  sur  ces  questions,  nous  font  pressentir 
l'intérêt  que  ne  peut  manquer  de  présenter  le  dernier  Volume  de 
cet  Ouvrage,  très  vite  devenu  classique. 

E.  Lacour. 
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ENCYCLOPEDIE    DES    SCIENCES    MATHÉMATIQUES    PURES    ET    APPLIQUÉES,     publiée 

sou?  les  auspices  des  Académies  des  Sciences  de  Gottingue,  de  Leipzig, 
de  Munich  et  de  Vienne  avec  la  collaboration  de  nombreux  savants. 
Edition  française  rédigée  et  publiée  d'après  l'édition  allemande  sous  la 
direction  de  Jules  Molk.  —  Tome  I,  vol.  -2.  Algèbre,  fascicule  3,  p.  32g- 
[23,  un  vol',  in-8",  publié  le  [5  février  191 1.  —  Tome  I.  vol.  3,  Théorie 
des  nombres,  fascicule  i,  p.  289-2841  publié  le  3o  octobre  1910.  — 
Tome  FI,  vol.  2,  Fonctions  de  variables  complexes,  fascicule  I,  p.  1-96, 
publié  le  ■> i  non  [911.  —  Tome  III.  vol.  I,  Fondements  </<■  In  Géométrie, 
fascicule  1.  |>.  1-160,  publié  le  3o  mais  1911.  —  Tome  III,  vol.  .'i,  Géo- 
métrie  analytique  plane,  fascicule  1.  p.  [-160,  publié  le  7.5  juin  1911. 
Paris.  Gauthier-Villars;  Leipzig,  !!.-<',.  Teubner. 

L'Encyclopédie  des  Sciences  mathématiques  entreprise  par  deux 
puissantes  maisons  d'éditioil  est  une  entreprise  grandiose  qui 
mérite  les  sympathies  el  doit  avoir  l'appui  de  lous  les  géomètres. 
Elle  se  poursuit  avec  une  régularité  et  une  rapidité  qui  doivent 
nous  faire  bien  augurer  fin  succès  final.  Analysons  d'abord  les 
cinq  fascicules  que  nous  avons  sous  les  veux. 

Le  premier,  qui  a  été  rédigé  pour  l'édition  allemande,  par 
M.  François  Meyer.  professeur  à  l'Université  de  Rcenigsberg,  se 
compose  de  deux  articles  :  1"  Propriétés  générales  des  corps  et 
des  variétés  algébriques;  exposé  d'après  l'article  allemand  de 
<j.  Landsberg  (Riel),  par  J.  Hadamard  (Paris)  et  .1.  Kurscliak 
(Budapest);  ■>."  Théorie  des  formes  et  <lrs  invariants;  exposé, 
d'après  l'ai  lie  le  allemand  de  K.-W  .  Me  ver,  par  J.  Lraeli  (  Toulouse  1. 

Le  second  ne  comprend  qu'un  article  :  Propositions  transcen- 
dantes de  la  théorie  des  nombres;  exposé  d'après  l'article  alle- 
mand de  P.  Pacliman  (Weimar),  par  J.  Hadamard  (Paris'  el 
M  .Maillet  (Bourg-la-Reine). 

Le  troisième  se  compose  de  deux  numéros  :  1"  inalyse  algé- 
brique; exposé,  d'après  l'article  allemand  de  \.  Prinsgheim  (Mu- 
nich), ei  (i.  Faber  (Stuttgard),  par  J.  Molk  (Nancy);  ■<"  Fonc- 
tions analytiques  ;  exposé,  d'après  l'article  allemand  de  W.-F. 
Osgood  (Cambridge,  I  .  S.A.),  par  P.  Boutroux  (Poitiers)  cl 
.1.  Chazy  (Grenoble). 

Le  quatrième  comprend  :  1"  Les  Principes  df  la  Géométrie; 
exposé  par  F.  Enriquès  (Bologne);  ■•"  Notes  sur  In  Géométrie 
Htm  archimédienne,  par  A.   Schoenflies  (Rcenigsberg);   3°   Les 
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notions  de  ligne  et  de  surface;  exposé,  d'après  l'article  allemand 
de  H.  Von  Mangoldt  (Dantzig),  par  L.  Zoretti  (Caen). 

Enfin,  le  cinquième  contient,  un  seul  article  :  Coniques,  expose 
d'après  l'article  allemand  de  F.  Dingeldey  (Darmstadt),  par 
E.  Fabry  (Montpellier). 

De  nombreux  fascicules  sont  sous  presse,  et  nous  aurons,  sans 
doute,  à  les  signaler  prochainement.  En  attendant,  nous  devons 
remercier  le  Directeur  de  la  publication,  M.  Jules  Molk,  et  l'édi- 
teur, M.  Gauthier- Villars,  du  grand  service  qu'ils  rendent  avec 
cette  nouvelle  édition  de  l'Encyclopédie,  à  la  Science  mathéma- 
matique,  en  général,  et  plus  particulièrement  à  la  Science  mathé- 
matique française.  L'édition  de  M.  Gauthier- Villars  venant  après 
l'édition  allemande,  les  auteurs  allemands  ont  pu  indiquer  les 
modifications  que  l'expérience  ou  les  critiques  leur  avaient  suggé- 
rées. Les  collaborateurs  français  ont  pu,  d'autre  part,  signaler  des 
travaux  qui  auraient  passé'  inaperçus.  Cette  collaboration  entre  des 
savants  appartenant  à  diverses  nations  a  doue  été-  féconde,  et  il  est 
.1  souhaiter  qu'elle  soit  imitée  pour  tous  les  travaux  d'intérêt 
général.  Aujourd'hui,  d'ailleurs,  la  production  mathématique  est 
devenue  si  intense,  que  tout  travail  qui  n'esl  pus  signalé-  dans  une 
publication  bibliographique  peut  être  considéré  comme  perdu. 
C'est  dire  tout  l'intérêt  que  les  savants  de  tous  les  pays  doivent 
prendre  à  l'œuvre  si  vaste,  entreprise  sous  les  auspices  des  quatre 
Académies.  .1 .    G. 


NIELSEN  i  \n:i.s  i.  —  Théorie  des  fonctions  métasphériques.  Cour-  professé 
à  l'Université  de  Copenhague.  I.  n  vol.  in-.i",  vn-212  pages.  Paris.  Gauthier- 
Villars,   1911. 

Le  savant  professeur  d'Analyse  supérieure  à  l'Université  de 
Copenhague  a  déjà  publié  sur  les  fonctions  cylindriques  et  sur  la 
fonction  T  des  travaux  et  des  Ouvrages  qui  ont  trouvé  auprès  des 
géomètres  le  plus  favorable  accueil.  Le  nouveau  Volume  qu'il 
nous  donne,  et  qui  contient  la  substance  d'un  cours  professé  à 
l'Université  de  Copenhague,  n'obtiendra  pas  moins  de  succès  que 
les   précédents    auprès    des    lecteurs   compétents.    Il    contient    le 
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résumé  de  recherches  importâmes  qui  ont  occupé  M.  Nielsen  j > e 1 1 — 
dant  près  de  dix  an~. 

(i  Le  but  principal  de  mes  recherches,  nous  dit  l'auteur,  a  été 
l'étude  dune  fonction  assez  générale  pour  donner,  comme  cas  par- 
ticuliers, toutes  les  séries  hypergéométriques  finies  ou  infinies 
qui  jouent  un  rôle  dans  les  applications  de  l'Analyse,  et  qu'on 
nomme  généralement  des  fonctions  sphériques.  « 

Une  telle  fonction  générale  est,  à   un  fadeur  près,   la   fonction 

hypergéom étriqué  de  Gauss,  F  (a,  f},v,—  j,  dans  laquelle  la  dif- 
férence  des  deux    premiers  éléments  est--  L'étude    minutieuse, 

habile  et  savante  qu'en  fait  l'auteur,  lui  donne  la  démonstration  ou 
la  généralisation  de  résultats  déjà  obtenus  pour  les  fonctions 
sphériques,  annulaires  ou  coniques,  qu'il  serait  trop  long  d'énu- 
mérer  dans  le  détail.  Nous  nous  contenterons  de  renvoyer  à  l'ex- 
position de  M.  -Nielsen,  et  d'en  recommander  la  lecture  aux  jeunes 
analystes  qui,  pour  suivre  l'auteur,  n'auront  besoin,  le  plus  sou- 
vent, que  de  la  connaissance  des  fondements  de  la  théorie  des 
fonctions  analytiques.  L'Ouvrage  est  à  placer,  dans  les  "biblio- 
thèques, à  côté  des  Traités  bien  connus  et  très  appréciés  de 
H.  Heine  et  des  Neumann. 


J.-A.   SERRET.    -  I.iciiiiih m  der  Differential-  und  Integràl-Reciinung, 

nach  Axel  II  m\  \<  k>  I  ebersetzung.  Vierte I  fiinfte  Auflage,  bearbeitet 

von  (',.  Scheffers.    Zweiter   Band   :  Intégral- Rec/mung,    mil    ioS   Figuren 
un  Text.  Un  vol.  in-8  .  xiv-638  pages.  Leipzig  ri  Berlin,  B.-G.  Teubner, 

191 1. 

En  langue  allemande,  comme  en  langue  française,  le  Livre  de 
Serret poursuit  le  cours  de  ses  succès.  Nous  signalions  récemment 
la  récente  réédition  française;  il  nous  suffira  évidemment  d'an- 
noncer l'édition  allemande,  qui  se  recommande  loui  particulière- 
ment par  la  collaboration  de  M.  Scheflers.  .1.  J. 
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BEUTEL  1  E.i.  —  Algebraische  Kcrven;  Zweiter  Teil  :  Théorie  und  Kurven 
tlritter  und  vierier  Ordimug.  Un  vol.  in-18,  1 36  pages  (Collection  Go- 
schen).  Leipzig,  G.-J.  Goschen,  1911. 

Il  nous  suffira  évidemment  de  signaler  ce  petit  Volume,  dont  les 
différentes  sections  portent  les  litres  suivants  : 

I.   Polaires  et  courbe  hessienne  (  1  <S  pages  ). 
II.   Le  principe  de  la  dualité  dans  la  Géométrie  analytique  du 
plan  (2 1  pages). 

III.  Singularités  d'ordre  supérieur  (5  pages). 

IV.  Courbes  du  troisième  ordre  (  16  pages). 
V.   Courbes  du  quatrième  ordre  (52  pages  1. 

J.   .1. 


INSTITUT  DE  FRANCE.  -  Académie  des  Sciences.  Procês-Verbaix 
des  séances  de  l'Académie,  tenues  depuis  la  fondation  de  l'Institut 
jusqu'au  mois  d'août  1 8 3 j ,  publiés  conformément  à  une  décision  de 
l'Académie  par  MM.  les  Secrétaires  perpétuels,  t.  I,  an  IV-VII 
(  i7;)5-i799  ).  Un  vol.  grand  in-jj",  111-679  pages.  Hendaye,  Imprimerie 
de  l'Observatoire  d'Abbadia,  1910. 

Pour  donner  une  idée  de  celle  publication  nouvelle  qui  ne  sera 
pas  moins  utile  aux  géomètres  qu'à  tous  les  autres  savants,  nous 
allons  reproduire  ici  l'avertissement  que  M.  Darboux  a  placé  en 
lète  du  premier  Volume. 

«  Depuis  longtemps  déjà,  les  procès-verbaux  des  séances  tenues 
par  l'Académie  des  Sciences  étaient  considérés  comme  un  des  mo- 
numents des  plus  précieux  par  tous  ceux  qui  s'occupent  de  l'his- 
toire des  sciences.  Il  ne  se  pus-, ni  pour  ainsi  dire  pas  de  semaine 
sans  que  quelque  chercheur,  ou  quelque  érudit,  vînt  demandera 
notre  Commission  administrative  l'autorisation  de  les  consulter,  et 
de  faire  des  recherches,  presque  toujours  couronnées  de  succès, 
dans  les  Archives  de  notre  Compagnie.  Ces  procès-verbaux  étaient 
déposés  autrefois  dans  le  cabinet  du  Secrétaire  perpétuel  pour  les 
Sciences  mathématiques.  Pour  écarter  tout  danger  de  perte  ou  de 
destruction,  les  Secrétaires  perpétuels  les  avaient  l'ait  transporter 
à  la  Bibliothèque,  les  confiant  ainsi  à  la  garde'  du  savant  et  dévoué 
bibliothécaire  de   l'Institut,    M.    Alfred   Rebelliau.    Ils  ont  pensé 
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qu'il  y  av;iil  mieux  à  faire  encore,  et  que  la  publication  intégrale 
de  ces  documents,  d'un  intérêt  si  exceptionnel,  contribuerait  à 
mettre  en  lumière  les  travaux  de  nos  illustres  prédécesseurs  el 
permettrait  aux  historiens  de  la  Science  d'éclaircir  bien  des  points 
demeurés,  aujourd'hui  encore,  douteux  ou  obscurs.  La  tâche  qu'ils 
avaient  devant  eux  était  immense.  Les  procès-verbaux  des  séances 
de  l'Académie  ont  commencé  à  être  tenus  régulièrement  depuis  l'an- 
née i(i(3(i,  sauf  une  lacune  pour  les  années  1670  a  i<>~i  inclus.  Ils 
occupent  160  registres  in-folio.  Le  nombre  des  rapports  faits  par 
les  membres  de  l'Académie  dépasse  m 1.  Ajoutons  qu'il  con- 
venait d'envisager  l'hypothèse  où,  au  coins  de  la  publication,  il 
aurait  paru  nécessaire  de  joindre  aux  procès-verbaux  eux-mêmes 
certaines  pièces  annexes,  présentant  un   intérêt  particulier. 

Nos  successeurs,  nous  l'espérons,  ne  craindront  pas  d  envisager 
cette  oeuvre  dans  son  ensemble.  Pour  nous,  à  qui  le  temps  et  les 
moyens  étaient  mesurés,  il  nous  a  paru  (pie  nous  devions,  en 
quelque  sorte,  courir  au  plus  pressé.  El  nous  avons  proposé  à  I  Aca- 
démie de  commencer  par  publier  seulement  la  partie  de  nos  procès- 
verbaux  qui  s'étend  depuis  la  fondation  de  l'Institut,  en  1  an  lVde 
la  République,  jusqu'à  cette  année  1  8 3 5  où  a  été  inaugurée,  grâce 
à  l'initiative  d'Arago,  la  belle  publication  des  Comptes  rendus 
hebdomadaires  des  Séances  de  l'Académie,  qui  comprend  au- 
jourd'hui 1 5 1  Volumes  in-4°  et  qui  constitue  le  plus  puissant 
moyen  d'action  dont  dispose  de  nos  jours  une  Société  savante. 
Nuire  proposition  a  reçu  de  l'  académie  l'accueil  le  plus  favorable. 
Son  exécution  aura  l'inappréciable  avantage  de  faire,  en  quelque 
sorte,  remonter  la  publication  des  Comptes  rendus  jusqu'à  la 
date  même  de  la  fondation  de  l'Institut.  El  d'ailleurs,  la  partie 
que  nous  avons  ainsi  choisie  se  rapporte  à  la  plus  belle  époqne 
de  la  Science  française,  celle  où  des  hommes  tels  que  Lagrange, 
Laplace,  Lamarck,  Cuvier,  Monge,  etc.  faisaient  partie  de  l'Aca- 
démie. 

Le  premier  Volume,  que  nous  publions  aujourd'hui,  comprend 
les  premières  années,  depuis  l'an  IV  jusqu'à  l'an  VIL  II  commence 
à  nous  donner  une  idée  très  nette  du  rôle  et  des  travaux  de  la 
Classe  des  Sciences  physiques  et  mathématiques  de  l'Institut, 
dans  sa  première  organisation. 

La  savante  Compagnie  se   réunissait  deux  fois  par  décade.  La 
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séance  s'ouvrait  à  cinq  heures  el  demie  du  soir,  el  durait  le  plus 
souvent  deux  heures.  A  celte  époque  le  présidenl  de  iliaque  Classe 
étail  nommé  pour  six  mois  seulement.  Le  premier  président  élu  fui 
Lagrange;  Laplace  lui  succéda.  C'est  à  Lacepède  qu'échurent  ton I 
d'abord  les  fonctions  de  Secrétaire. 

Les  membres  se  montraient  très  assidus  aux  séances:  presque 
tous  d'ailleurs  avaient  appartenu  à  l'ancienne  Académie. 

La  Section  I  i  Mathématiques)  comprenait  Lagrange,  Laplace, 
Borda,  Lacroix,  Bossut,  Legendre,  Delambre,  tous  membres  de 
l'ancienne  Académie. 

Monge,  I .i-  I ! 1 1 \ .  Carnot,  l'éi  ht.  \  andermonde,  qui,  avec  l'imn. 
Bonaparte,  Berthoud,  formaient  la  Section  II  (.iris  mécaniques  . 
avaient  également  appartenu,  à  des  l  lires  divers,  à  l'Académie  des 
Sciences. 

La  Seclion  III  (  istronomie)  étail  uniquement  composée  d'an- 
ciens Académiciens  :  Lalande,  Méchain,  Le  Pionnier,  Cassini, 
Pingre.  G.  de  Bmv,  Messier,  Jeaurat. 

La  Section  l\  (Physique  expérimentale)  comprenait  deux 
membres  nouveaux,  Paul  Lévêque  et  Lefèvre-Gineau,  à  côté  des 
académiciens  Charles,  Cousin,  Brisson,  Coulomb,  Rochon. 

Guy  ton  de  Morveau,  Berthollet,  Fourcrov,  Pelletier  égalemenl 
académiciens,  formaient  la  Section  V  i  Chimie)  avec  deux  membres 
nouveaux,  Bayen  el  Vauquelin. 

La  Section  VI  (Histoire  naturelle  et  Minéralogie  \  comprenaii 
d'Arcet,  Haiiy,  Desmarests,  Duhamel,  à  côté  de  deux  membres 
nouveaux,  Dolomieu  et  Lelièvre. 

La  Section  VII  (Botanique  el  Physique  végétale)  comprenaii 
cinq  membres  de  l'ancienne  Académie  :  Lamarck,  Desfontaines, 
Adenson,  Laurent  de  Jussieu,  L'Héritier,  à  côté  d'un  membre 
nouveau,  Ventenat. 

La  Seclion  VIII  (A natomie  et  Zoologie)  comptait  un  membre 
nouveau  de  grande  illustration.  Cuvier,  qui,  avec  Richard,  venait 
s'adjoindre  à  quatre  Académiciens  :  Daubenton,  Lacepède,  Tenon. 
Broussonel. 

La  Section  IX  i  Médecine  et  Chirurgie)  étail  celle  qui,  avec  la 
Minante,  comprenaii  le  plus  de  membres  nouveaux  :  des  Essarlz, 
Halle,  Pelletan,  Lassus,  à  côté  de  Sabatier  et  de  Portai. 

Enfin  la  Section  X  (Economie   rurale  et     Irts  vétérinaires) 
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comprenail    deux    Académiciens  :   Thouin  et  Tessier,   à  côté  de 

Gilbert,  rluzard,  Cels  el   Parinentier. 

Celle  énumération  suffit  à  montrer  qu'après  deux  ans  d'inter- 
règne, l'ancienne  académie  renaissail  toul  entière  pour  former 
la  Classe  des  Sciences  physiques  et  mathématiques  de  L'Institut 
nouvellement  crée.  Personne  du  resle  ne  s'y  trompa.  On  avait 
supprimé  l'Académie  des  Sciences  pour  obéir  à  un  principe  général. 
On  fut  heureux  de  saisir  l'occasion  qui  s'offrait  de  la  rétablir. 

On  conçoit  que  la  réunion  de  savants,  qui  possédaient  déjà  les 
traditions  académiques,  dut  beaucoup  faciliter  le  travail  de  la  Com- 
pagnie renaissante.  Aussi,  dès  les  premières  séances,  nous  voyons 
les  membres  de  la  ('lasse  discuter  avec  précision  les  propositions 
qui  leur  son!  soumises,  aboutir  rapidement  à  des  solutions  prati- 
ques, donner  au  Gouvernement  les  avis  qu'il  demande  sur  une 
l'unie  de  questions,  prendre  connaissance  des  Ouvrages  qui  leur 
sont  présentés,  examiner  et  discuter  les  travaux  qui  leur  sont  sou- 
mis, soit  p, ir  des  confrères,  soit  par  les  correspondants  et  les  sa- 
vants étrangers  à  l'Acadé ■. 

Plusieurs  rapports  étendus,  insérés  dans  les  procès-verbaux, 
retiendront,  aujourd'hui  encore,  l'attention  el  l'intérêt  du  lecteur. 
L'Académie  accueille  volontiers  les  jeunes  talents.  Si  les  Commis- 
saires, qu'elle  choisit  ion  jours  avec  l'attention  la  plus  scrupuleuse, 
ont  à  signaler  quelque  défectuosité  dans  le  Mémoire  qui  leur  est 
soumis,  leurs  critiques,  toujours  inspirées  parle  souci  de  la  vérité 
el  de  la  rigueur,  sont  empreintes  de  la  plus  grande  bienveillance 
cl,  le  plus  souvent,  accompagnées  d'encouragements. 

Les  rapports  de  confiance  qui  s'étaient  établis  enlre  les  Acadé- 
miciens et  qui  avaient  éié  interrompus  pendant  la  tourmente 
reprennent  toul  naturellement.  Dès  qu'un  m  cm  lire  de  la  Classe  est 
souffrant,  le  Président  délègue  un  ou  deux  confrères  pour  aller 
prendre  de  se--  nouvelles.  Les  discussions  se  maintiennent  sur  le 
terrain  purement  scientifique.  La  Compagnie  reprend,  avec  les 
savants  des  autres  nations,  les  relations  amicales  el  courtoises  qui 
distinguaient  déjà  l'ancienne  académie.  Elle  leur  l'ail  volontiers 
les  honneurs  de  ses  séances.  Llle  a  soin  d'ailleurs  de  renommer 
les  anciens  associés  étrangers  de  1'  académie  :  Joseph  Banks, 
Priestley,  Herschel,  Pallas,  auxquels  elle  ajoute  deux  membres 
nouveaux  :  Maskelvne  et  Cavendish. 
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La  publication  que  l'Académie  a  entreprise  paraîtra  donc,  nous 
l'espérons,  pleinement  justifiée  :  et  nous  avons  confiance  que  celle 
impression  se  confirmera  de  plus  en  plus  à  mesure  que  paraîtront 
les  Volumes  suivants.  Mais  elle  présentait,  on  doit  le  reconnaître, 
des  difficultés  de  plus  d'un  genre. 

D'abord  il  fallait  trouver  des  ressources  pour  une  entreprise 
aussi  étendue.  Cetle  difficulté  a  été  levée  de  deux  manières.  En 
premier  lieu.  l'Institut,  à  deux  reprises  différentes,  nous  a  accordé 
une  subvention  sur  les  fonds  Debroussc,  et  nous  espérons  qu'il 
voudra  bien  nous  continuer  son  appui. 

En  second  lieu,  nous  avons  pu  réduire  beaucoup  les  frais  de  la 
publication,  grâce  à  l'initiative  qui  a  été  prise  par  M.  l'abbé 
A.  Verschaffel.  L'infatigable  directeur  de  l'Observatoire  que  l'Aca- 
démie possède  à  Abbadia  a  bien  voulu  mettre  à  la  disposition  de 
l'Académie,  et  dans  les  conditions  les  plus  favorables,  l'imprimerie 
qu'il  a  installée  à  côté  de  son  Observatoire  el  qui.  depuis  Sans, 
a  public  neuf  Volumes  de  la  belle  série  de  ses  observations  méri- 
diennes. 

Une  antre  difficulté,  plus  grande  qu'on  ne  pourrait  le  supposer, 
subsistait  encore.  Les  procès-verbaux  ont  été  transcrits  par  des 
employés,  souvent  ignorants,  à  qui  il  est  arrivé  plu>  d  une  fois  de 
défigurer  les  noms  propres,  et  même  le  sens  des  phrases.  Heureuse- 
ment, grâce  au  zèle  el  à  l'activité  d'un  ancien  employé  de  l'Institut, 
M.  Maindron,  auquel  nous  sommes  heureux  de  rendre  un  hommage 
tardif,  nos  Archives  ont  été  remises  en  bon  ordre.  Elles  contiennent 
le  plus  souvent  les  minutes  du  Secrétaire  de  l'Académie,  d  après 
lesquelles  ont  été  rédigés  les  procès-verbaux. 

Il  v  avait  là  une  précieuse  ressource  que  l'on  n'a  eu  garde  de 
négliger.  Elle  a  permis  de  procéder  à  une  révision  du  texte  du 
manuscrit  et  des  épreuves  d'imprimerie.  Ce  travail  fort  délicat  à 
été  exécuté,  sous  notre  direction,  par  M.  Rave. m.  chargé  de  la 
rédaction  de>  Comptes  rendus  actuels,  par  M.  l'abbé  V.  \  erschaffel, 
par  son  frère  M.  l'abbé  C.  Verschaffel,  el  par  M.  Germain  de 
Saint-Pierre.  Je  suis  heureux  de  leur  adresser,  à  tous,  les  biens 
vifs  remercîments  de  l'Académie.  » 
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Knobloch  (Walth.),  Kuhl  (Herm.).  —  Saminlung  geometrischer 
Konstruktionen  sum  Gebrauche  in  Gewerbeschulen,  Prdparanden- 
Anstalten,  Volks-  u.  liitlelschulen,  sowie  ztun  Selbstunterricht  u.  f. 
die  Teilnehmer  am  \ieisterkursus.  In-8,  87  p.  avec  140  fis..  Altona- 
Ottensen,  Si.  Carstens.  1  ni.  20. 

Ratschlàge  u.  Erl&uterungen  f.  die  Studierenden  der  Matliematik 
u.  Physik  an  der  Universitât  Gôltingen.  Hrsg.  v.  der  Direktion  des 
mathemalisch-physikal.  Scminars.  Veue  Lufl.  Ostern  19 u.  Mit  e.  Anhang.  : 
Statuten  des  mathemat.  Lesezimmers.  Gr.  in-8,  34  p.  Leipzig,  B.-G. 
Teubner.  1  m. 

Beutel  (Eug.).  —  Algebraische  Kurven.  >..  Tl.  :  Théorie  u.  Kurven 
3.  u.  4-  Ordng.  [Saminlung  Gôschen.  il  nser  heut.  Wissen  in  kursen, 
klaren,  allgemeinverstândl.  Einzeldarstellgn.)].  In-8,  1 30  p.  avec  5a  fig. 
Leipzig,  G.-J.  Goschen.  o  m.  80. 

Schrdtka  (Edler)  v.  Rechtenstamm  (Loth.).  Théorie  u.  Praxis  des 
logarillimischen  Rechenschiebers.  <  ir.  in-8,  s-96  p.  Wien,  F.  Deuticke. 
3  m. 

Seyboth  (J.  I.  —  Tables  logarithmiques  à  trois  décima/es,  édition  de 
poche.  Paris.  A.  Challamel.  1  fr.  10. 

—  Tnliles  logarithmiques  et  trigonométriques  a  quatre  décimales, 
2e  édition.  In-S.  Paris,  A.  Challamel.   i  IV. 

Tables  pour  le  tracé  des  courbes  de  raccordement  en  arc  de  cercle 
par  la  méthode  des  angles  inscrits  et  des  cordes  successives.  In-8.  Paris, 
H.  Ferreyrol.  3  fr. 

Vahlkn  (Thdr.J.  -  Konstruktionen  u.  Approximationen  in  syste- 
matiselier  Darstellung.  Eirle  Ergànzg.  der  niederen,  e.  Vorstufe  z.m 
hôheren  Géométrie.  \  Teubner's  1  B.-G.  1,  Sammlung  e.  Lehrbûchern 
auf  déni  Gebiete  der  mathematischen  Wissenschaften  m.  Einschluss 
ihrer  Anwendungen.  '■'<■'.  Bd.].  Gr.  in-8,  xn-349  ]>■  avec  127  fig.  Leipzig, 
B.-G.  Teubner.  11  ni.;  relie.  12  m. 

Weisbach  (Jul.i.  —  Tafel  der  vielfachen  Sinus  u.  Cosinus,  sowieder 
vielfachen  Sinus  versus  v.kleinen  fVinkeln,  nebst  Tafel  der  einfachen 
Tangenten,  zum  Gebrauche  f.  prakt.  Geometer  u.  Mechaniker 
ùberhaupt  n.  f.  Markscheider  besonders.  6.  Ster.-Ausg.  Gr.  in-8,  28  p. 
Berlin,  \N  eidmann.  1  m. 
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Woodward  iC.-J.  i.  —  ABC  of  five-figure  logarithms  and  tables  for 
chemists;  including  electro-chemical  équivalents,  analytical  factors, 

gas  réduction  tables,  and  other  tables  use  fui  in  chemical  laboratories. 

75  p.  New-York.  SponetCo.  1  d. 

V.ND&ADE  iJ.j  —  Le  Mouvement.  Mesures  de  l'étendue  et  mesures,  du 
temps.  In-S.  avec   16  lu.  Paris,  F.  Alcan.  6  fr. 

Dm de  i  Paul  1.  —  Précis  d'Optique,  refondu  et  complété  par  Marcel  Boll. 
T.  I.  In-S.  \-376  p.  avec  1 G8  fig.  Paris,  Gauthier-Villars.  12  fr. 

Di  heu  'P.  .  —  Traité  d'Énergétique  ou  de  Thermodynamique  géné- 
rale. T.  I.  In-S.  iv- j 'S  p.  avec  5  fiir-  Paris,  Gauthier-Villars.  18  h. 

Frommel.  —  Radioaktivilât.  [  Sammlung  Gôschen.  1  Unser  lieu  t.  \\  issen 
in  Uurzen.  klaren.  allgemeinverstândl.  Einzeldarstellgn.  317.)].  2.  Aufl. 
In-8.  1 1  ■>  p.  avec  21  liu-  Leipzig,  G.-J.  Gôschen.  o  m.  80. 

Arrhemus  I  Svante  .  —  Das  Schicksal  dcr  Planeten.  In-S.  J3  p.  avec 
1  fig.  Leipzig,  Akadem.  Verlagsgesellschaft.   1  m.  5o:  relié,  2  m. 

Fragen  der  Elementar géométrie.  Aufsâtze  v.  U.  Amaldi.  E '.  Baroni, 
II.  llronola  u.  a.  Gesammelt  u.   zusammengestellt  v.   Federigo  Emui.ii  es 

I.  XL:  Die  Grundlagen  der  Géométrie.  Deutsche  Ans,',  v.  Herm.  Thieme. 
Gr.  in-8.  x-366  p.  avec  i_j  j  fig.  Leipzig,  B.-G.  Teubner.  Relié,  10  m. 

Himmeh  (E.).  —  Lehrbuch  dcr  elemenlaren  praktischen  Géométrie 
(Vermessungskunde).  I.  Bd.,  Feldmessen  11.  Nivellieren,  des  Lehrljucli> 
der  Vermessungskunde  besonders  f.  Bauingenieure.  Gr.  in-S.  XIX-766  p. 
avec  5oo  fig.  Leipzig.  B.-G.  Teubner.  22  m.;  relit1.  ■>  \  m. 

Mercer  J.).  —  Sturm-Liouville  séries  nf  normal  functions  in  the 
theory  of  intégral  équations.  London,  Dulau.   i  s. 

Mikikwicz  1  Boleslaw  1.  —  Die  Durchfûhrbarkeit  der  Gleichung 
a"  =  b"  =  c"  in  ganzen  Zahlen  od.  das sogenannte Fermat'sche Problem . 
Gr.  in-s.  28  p.  Krakau,  D.-E.  Friedlein.  2  in. 

MONTESSUS     I;.  de)  el    \hin  M  \r.      li     -1'  (  alcul  numérique      <>;„ ra- 

tions mathématiques  et  algébriques,  intégrations  .  275  p.  avec  fig.  Paris. 

II.  Doin  et  Gis.   J  fr. 

Lohse  (0  ).  —  Untersuchungen  ûb.  die  physische  Beschaffenheit  des 
Planeten  Jupiter  {Publikationen  des  astrophysikalischen  Observato- 
riu/ns  zu  Potsdam.  Hrsg.  vom  Direktor  li.  Schwarzschild.Nr.62. XXI.  Bd. 
ex.  in-8,  1S2  p.  avec  1  -  pi.  Potsdam.  Leipzig,  W.  Engelmann.   \i\  m. 

Hertzspri  m.    (E.).  I    ber    die     Verwendung    photographischer 

effektiver    Wellenlângen    zitr    Bestimmung    v.    Farbenâquivalenten. 

Publikationen  des  astrophysikalischen   Observatoriums  zu  Potsdam. 
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Hrsg,    vom    Direktor    K.    Schwarzschild.    Nr.   63.    XXII.    Bd.    1.    Stûck.) 
Lex.  in-8,  .jo  p.  avec  8  fig.  Potsdam.  Leipzig,  W.  Engellmann.  S  in. 

Twmchv  i  J.  i.  —  L rrmis  d'Arithmétique  théorique  et  pratique.  Nou- 
velle édition  (6e),  complètement  refondue.  In-8,  xvi-547  p.  avec  fig.  Paris 
libr.  A.  Colin.  ~  fr. 

Thomson  (  Sir  William  ).  —  Mathematical and physical papers.  Vol.  Y. 
In-8,  618  p.  Cambridge,  Univ.  Press.  18  s. 

Annnhs  r/,-  l' Observatoire  de  Paris,  publiées  sous  la  direction  de 
M.  I).  Baillaud,  directeur  de  l'Observatoire.  Observations  de  1892. 
vu— 498  p.  Pari?,  imp.  el  libr.  Gauthier-Villars.  \o  fr. 

Encyclopédie  des  Sciences  mathématiques  pures  et  appliquées, 
publiée  par  Jules  Moi.k.  T.  I,  vol.  2,  fasc.I.Î:  Propriétés  générales  des  corps 
et  des  variétés  algébriques,  d'après  Landsberg,  par  /.  Hadamard  el 
/.  Kurscliiik.  Théorie  îles  formes  et  des  invariants,  d'après  /.-II".  Meyer, 
par  J.  Drach.  In-s.  o/>  p.  Paris,  Gauthier-Villars.  3  fr.  70. 

—  T.   III,   vol.  1,   fasc.    I.  Principes  de  la  Géométrie,  par  F.  Enriques. 

Notes  -m   la  g étrie  archimédienne,  par.l.  Schoenflies.  Les  notions  de 

li^ne  el  de  surface,  d'après  H.  von  Mangoldt,  par L.  Zoretti.  160  p.  Paris, 
Gauthier-Villars.  7  fr. 

Jahrbûcher  der  k.  k.Zentral-Anstaltf.  Météorologie  u.  Geodynamik. 
Offizielle  Publikation.  Jahrg.  1908.  Neue  Folge.  -45.  Bd.  (3o-23),  xxxiv- 
138-7(3-41-17  p.  Wien,  Gerold  et  C.o.  ■>.  j  m. 

—  An  h .  :  Defant  (A.).  — Ergebnisse  der  Beobachtungen  des  nieder- 
ôsterreichischen    Gewitterstationsnetzes   in  dem  J.   1902-1903.  (3o-2'i  I, 

Î2  p.  Wien,  Gerold  et  Co.  6  m.  70. 

Kt  htmass's  Rechentafeln.  —  Ein  handl.  Zahlenwerk  m.  2  Miliionen 
Lôsgn.,  die  ailes  Multiplizieren  u.  Dividieren  ersparen  u.  selbsl  die 
grôssten  Rechngn.  dieser  Art  in  wenigen  Additions-  u.  Substraktions- 
zahlen  auflôsen.  Nebsl  Taf.  der  Quadrat-  u.  Kubikzahlen  von  1-1000. 
Gr.  in-8,  476  p.  Dresdcn,  G.  Kiihtmann.  Relié.  18  m. 

Le  Messurier  (T. -A.).  —  Key  to  Prof.  II'.- II'.  Johnson's Differential 
équations.  In-8.  Lomlon,  Chapman  el  H.  7  s.  (i  d. 

Nielsen    (Niels).    —    Théorie    <-/cs    fonctions    métasphériques,    c 's 

professé  à  l'Université  de  Copenhague.   In-4,  vn-212  p.   Paris,  Gauthier- 
Villars.  12  fr. 

SeRret  (  J.-A.).  — Lehrbuch  der  Differential-  u.  Inlegralrechnung. 
Nach  Axel  Harnacks  I  eberselzg.  i.  u.  5.  A  u  11.  N'eu  bearb.  v.  Geo.  Schefi'ers 
:!.  Bd.  Inlegralrechnung.  Gr.  in-8,  xiv-63g  p.  avec  108  fig.  Leipzig, 
B.-G.  Teubner.  Relié,  i3  m. 
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f  ierteljahrsschrift    der    astronom.    Gesellsch.    46.    Jahrg.    1.    Heft. 

Leipzig,  YV.  Engelmann.  1  m. 

Zeitschriftf.  mat lie ma tischen  u.  naturwissen  schaftlichen  l 'nlerric/tt. 
Generalregister  zu  Bd.  1-32.  Bear]],  v.  Tiidr.  HOFFMANN.  In-8,  vi-174  p. 
Leipzig,  B.-G.  Teubner.  6  m. 

Curie  (P.).  —  Radioaklivitàt.  2.  u.  3.  Lfg.  Leipzig,  Akadem.  Verl.- 
Gesellsch.  Chacune  3  m. 

Baker  (  A.-L.  ).  —  Quaternions  as  the  resuit  of  algebraic  opérations. 
In-8.  London,  Constable.  6  s. 

Encyclopédie  des  Sciences  mathématiques  pures  et  appliquées, 
publiée  sous  les  auspices  des  académies  des  Sciences  de  Gôttingue,  de 
Leipzig,  de  Munich  et  de  Vienne,  avec  la  collaboration  de  nombreux 
savants.  Edition  française.  Rédigée  et  publiée  d'après  l'édition  allemande 
sous  la  direction  de  Jules  Molk.  Tome  II  1  vol.  i  I.  Fonctions  de  variables 

complexes.  Rédigé  dans  l'édition  allemande  sous  la  directi le  //.  Burck- 

hardt  et  W.  Wirtinger.  Fasc.  I,  gr.  in-8.  [-96  p.  Paris.  Leipzig,  B.-G. 
Teubner.  3  m.  lio. 

—  Tome  III  (vol.  1).  Fondements  de  la  Géométrie.  Rédigé  dans  l'édition 
allemande  sous  la  direction  de  François  Meyer.  Fasc.  I.  gr.  in-8,1-160  p. 
Leipzig,  B.-G.  Teubner.  6  m. 

Grassmann  (Herm.).  —  Gesanimelte  mathematische  u.  physikalische 
Werke.  Auf  Veranlassg.  der  mathematisch-phys.  Klasse  der  kgl.  sachs. 
Gcsellschaft  der  Wissenschaften  u.  unter  Mitwirkg.  v.  Jac.  Liiroth,  Eduard 
Study,  Just.  Grassmann,  Herm.  Grassmann  d.  .1.,  Geo.  SchefTers  hrsg.  v. 
Frdr.  Engel.  Gr.  in-8.  Leipzig,  B.-G.  Teubner  :  III.  Bd.  2.  Tl.  Grass- 
mann's  Leben,  geschildert  v.  Frdr.  Engel.  Nebst  e.  Verzeichnisse  der 
v.  Grassmann verôffentlichten  Schriften  u.  e.  Uebersicht  des  handschriftl. 
Vacillasses,  xv-.Joo  p.  avec  3  fig.  iS  m. 

Kowalewski  (Gerh.).  —  Die  komplexen  Verànderlichen  u.  Une 
Funktionen.  Fortsetzung  der  Grundzûge  der  Differential-  u.  Integral- 
rechng.,  zugleich  e.  Einfiihrg.  in  die  Funktionentheorie.  In-8,  iv-.jjj  y. 
avec  124  fig-  Leipzig,  B.-G.  Teubner.   \>  ni.;  relié,   1  1  m. 

SpiiZER  (Simon).  —  Tabellen  f.  die  Zinses-Zinsen-  u.  Ilenten-Rech- 
nung  m.  Amvendung  derselben  auf  Berechnung  u.  Anleihen,  Kon- 
struktion  v.  Amortisationsplânen,  etc.   \    Aull    Gr.  in-8,  s-5i3  p.  Wien, 

C.  Gerolil's  Solin.   1  j  m.;  relié,   16  m.  4o. 

Wallexberg  (Geo.).  —  Théorie  der  linearen  Differenzengleichungen. 
Unter  Mitwirkg.  v.  Alf.  Guldberg.  {B.-G.  Teubner's,  Sammlung  u. 
Lehrbilchern  auf  dem   Gebiete   der   mathematischen    Wissenschaften 

m.  Einschluss  i/irer  A  invendu  ng  en.  35.  Bd.  1  Gr.  in-8,  XlV-288  p.  avec 
5  fig.  Leipzig,  B.-G.  Teubner.  10  m.:  relié,  11  m. 
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Miller  (Aloys).  —  l'as  Problem  des  absolu/en  Raumes  u.  seine 
Beziehung  zu/n  allgemeinen  Raumproblem.  i  Die  Wissenschaft, 
Sammlung  naturwissenschaftl.  u.  mathemat.  Monqgraphien.  '«{  fasc.  i 
F  ri  -  s .  \-i">J  p.  Braunschweig,  F.  Vïeweg  et  Sohn.  .\  m.;  relié,   i  m.  80. 

Young  (J.-W.)  and  Denton  (W.-W.).  —  Lectures  on  fundamental 
concepts  of  algebra  and  geometrr  :  \\itli  a  note  on  the  growth  "I 
algebraic  symbolism.  In-S.  Londoo,  Macmillan.  7  -. 

Arnoix  (Gabr.  ).  —  Essai  de  Géométrie  analytique  modulaire  n 
deux  dimensions.  In-S.  xli-i6op.  avec  fo  fig.  Paris,  Gauthier- Villars.  6 fr. 

Becker  1  G.  1.  I'ewmnami  and  Van  Orstrand.  —  Hyperholic  fonctions. 
New  éd.  In-S,  li-3ïi  p..  diagrs.  Washington,  D.  C  Smithsonian  Inst. 
4  dollars. 

Blim  (E.)  et  R01.LK1    DE   L'Isi.E.  —  Manuel  de  l'explorateur.  Pro 
de  levers  rapides  de  détails.  Détermination  astronomique  des  positions 
géographiques.  2''  édit.  In-ifi,  go  fig.  Paris,  Gauthier- Villars.  ">  fr. 

Encyclopédie  des  Sciences  mathématiques  pures  et  appliquées. 
Publiée  sous  les  auspices  des  Académies  des  Sciences  de  Gôttingue,  de 
Leipzig,  de  Munich  et  de  Vienne  avec  la  collaboration  de  nombreux 
savants.  Édition  française.  Rédigée  et  publiée  d'après  l'édition  allemande 
- •:>  1 1  -.  la  direction  de  Jules  I/o//..  Tome  III  l  vol.  '■>  .  Géométrie  algébrique 
plane.  Ri  :  _  lans  l'édition  allemande  sous  la  direction  de  François  M> 
Fasc.  I.  Gr.  in-8,  1-160  p.  avec  1  1  fig.  Pari-,  Gaulhier-Villars.  (i  m. 

Encyclopédie  des  Sciences  mathématiques.  Edition  française.  T.  I. 
vol.  ~2,  fa-c.  3.  In-S.  Pari-.  Gauthier- Villars.  3  fr.  ~~>. 

—  T.  II.  vol.  -2.  fasc.   I.  In-8.  Paris,  Gauthier-Villars.  \  fr.  20. 

—  T.  III.  vol.  I.  fasi  -   i     ln-8.  Paris,  Gaulhier-Villars.  7  fr. 

éuleri  Leonhardi  .  Opéra  oninia.  Sub  auspiciis  Societatis  scientiarum 
naturalium  helvetica;  edenda  curaverunt  Ferd.  Radio,  Ad/.  Krazer, 
Paul  Stàckel.  Séries  I.  Opéra  mathematica.  Vol.  I.  Vollstàndige  Anleilung 
zur  Algebra  m.  den  Zusâtzen  v.  Jos. -Louis  Lagrange.  Hrsg.  v.  Heinr.  Weber. 
Mit  e.  Bilde  v.  liulei  nach  dem  Stiche  \.  Mechel,  e.  Vorworl  zur  Eul  1 
n.  der  Lobrede  \.  Vicol.  Fus-.  In-S.  xcv-65i  p.  Leipzig,  B.-G.  Teubner. 
Cartonné,  28  m.  jo. 

Goii.-\  ,     I  Cours  '/'  {nalvse  mathématique .  v  édition,  entière- 

ment refondue.  T.  II  :  Théorie  des  fonctions  analytiques.  Équations  difl 
rentiell  ms  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre.  In-S.  I 

avec  fis.  Paris,  Gauthier- Villars.  20  fr. 
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POINCARÉ  (II.).  —  Leçons  sir  lf.s  hypothèses  cosmogoniques,  profes- 
sées à  In  Sorbonne  (Cours  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris).  Rédi- 
gées par  Henri  Seugne.  i  vol.  grand  in-8,  xxv-294  pages.  Paris,  A. 
Hermann  et  fds,  191 1 . 

Cet  Ouvrage  contient  la  fidèle  reproduction  du  Cours  professé  à 
la  Sorbonne  par  M.  Henri  Poincaré,  pendant  le  premier  semestre 
de  L'année  scolaire   igio-191  1 . 

Au  début  de  son  admirable  Préface,  M.  H.  Poincaré  s'exprime 
eu  ces  termes  :  «  Le  problème  de  l'origine  du  Monde  a  de  tout  temps 
préoccupé  tous  les  hommes  qui  réfléchissent  ;  il  est  impossible  de 
contempler  le  spectacle  de  l'Univers  sans  se  demander  comment 
il  s'est  formé.  ...  Notre  esprit  a  réclamé  impérieusement  la  solu- 
tion de  ce  problème,  bien  avant  qu'elle  fût  mûre,  et  alors  qu'il  ne 
possédait  que  de  vagues  lueurs,  lui  permettant  de  la  deviner  plutôt 
que  de  l'atteindre.  Et  c'est  pour  cela  que  les  hypothèses  cosmogo- 
niques sont  si  nombreuses,  si  variées,  qu'il  en  nait  chaque  jour  de 
nouvelles,  tout  aussi  incertaines,  mais  tout  aussi  plausibles  que 
les  théories  plus  anciennes,  au  milieu  desquelles  elles  viennent 
prendre  place  sans  parvenir  à  les  faire  oublier.  » 

M.  H.  Poincaré  ne  s'est  pas  attardé  à  nous  présenter  toutes  les 
hypothèses  qui  ont  été  faites;  il  a  préféré  exposer  celles  qui  ont  une 
base  scientifique  solide,  en  faire  une  analyse  approfondie,  signaler 
les  objections  que  soulèvent  les  idées  émises.  Bien  que  cet  Ouvrage 
contienne  des  calculs  élevés,  il  peut  être  facilement  lu  par  ceux  qui 
s'intéressent  au  progrès  de  la  Science,  car  l'Auteur  a  toujours  bien 
dégagé  en  langage  accessible  à  tous  les  résultats  de  ses  calculs. 

Faisons  l'analyse  succincte  des  points  principaux  de  chacun  des 
1  j  Chapitres  qui  composent  ce  Livre. 

Chapitre  I.  —  Kant  cherche  à   expliquer  les  particularités  du 
système  planétaire  en  supposant  que,  à  l'origine,   la  matière  qui 
compose  les  astres  était  répandue  dans  tout  l'espace,    que  ses  par- 
liull.  des  Sciences  malhé/n.,  2'  série,  t.  XXXV.  (Décembre  1911  )  20 
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ticules  s'attiraient  mutuellement  selon  la  loi  de  Newton  ;  qu'il  s'est 
trouvé,  à  l'endroit  où  le  Soleil  s'est,  formé,  une  légère  prépondé- 
rance de  densité  et  par  suite  d'attraction.  Autour  de  ce  centre,  les 
particules  ont  circulé  selon  les  lois  de  Kepler  et  ont  donné  nais- 
sance aux  planètes. 

tvant  a  donné  aux  comètes  une  origine  analogue  à  celle  des  pla- 
nètes  et  dit  que  les  comètes  ont,  comme  les  planètes,  un  mouve- 
ment direct  :  cependant  on  connaissait  alors  dix-neuf  comètes 
avant  un  mouvement  rétrograde. 

Ce  qui  surtout  fait  tort  à  l'hypothèse  de  k.ant,  c'est  que  les 
«  affirmations  »  de  ce  philosophe  «  sont  trop  souvent  en  contra- 
diction avec  les  principes  de  la  Mécanique  ». 

Chapitres II el  111  (p.  7-67).  —  Laplace  s'est  seulement  préoc- 
cupé de  la  formation  du  système  solaire.  Il  a  supposé  une  masse 
fluide  entourée  d'une  atmosphère  extrêmement  ténue,  cette  masse 
et  cette  amosphère  étant  au  début  animées  d'un  mouvement  uni- 
forme commun.  Danslasuite,  celte  atmosphère,  en  se  contractant, 
abandonnera  dans  le  plan  de  l'équaleur  une  série  d'anneaux  qui 
donneront  naissance  aux  planètes. 

En  supposant  que  les  durées  des  mouvements  angulaires  de  ro- 
tation et  de  révolution  de  la  Lune  étaient  à  l'origine  peu  diffé- 
rentes, Laplace  a  expliqué  comment  ces  durées  sont  devenues 
égales  el  par  suile  ce  lait  que  la  Lune  tourne  toujours  vers  nous 
un  même  hémisphère.  Il  a  aussi  donné  la  raison  de  la  libration 
observée  par  Galilée. 

Laplace  considère  les  comètes  comme  étant  «de  petiles  nébu- 
leuses errantes  de  systèmes  en  systèmes  solaires  »,  ce  qui  explique 
pourquoi  leurs  mouvements  sont  aussi  bien  rétrogrades  que 
directs. 

M.  H.  Poincaré  soumet  au  calcul  l'hypothèse  de  Laplace,  en 
rappelant  les  travaux  de  Roche.  11  démontre  la  cause  de  la  forma- 
tion des  anneaux  primitifs  et  la  nécessité  d'admettre  pour  la  nébu- 
leuse de  Laplace  une  très  forte  condensation  centrale.  Il  explique 
les  alternances  de  refroidissement  central  et  de  refroidissement 
superficiel  de  la  nébuleuse,  d'où  il  résulte  que  les  anneaux  ont  pu 
se  produire  d'une  manière  discontinue.  Il  prouve  que  la  rotation 
sensiblement  uniforme  ne  pouvail  se  maintenir  que  si  le  processus 
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de  refroidissement  et  de  production  d'anneaux  a  été  excessivement 
lent. 

Au  sujet  de  la  recherche  des  conditions  de  stabilité  d'unanueau, 
dans  le  cas  de  la  planète  Saturne,  M.  H.  Poincaré  indique  les  tra- 
vaux de  Laplace  et  de  Hirn,  expose  amplement  les  calculs  que 
fait  Maxwell  en  supposant  que  l'anneau  secompose  d'un  très  grand 
nombre  de  satellites  répartis  sur  une  circonférence.  Il  signale  L'in- 
convénient de  celle  hypothèse  trop  simple  et  fait  remarquer  qu'on 
l'éviterait  eu  supposant  que  les  satellites  occupent  un  certain  vo- 
lume dans  l'espace. 

Puis,  soumettant  au  calcul  le  cas  d'un  anneau  fluide, M.  H. Poin- 
caré trouve  une  limite  supérieure  et  une  limite  inférieure  de  la  densité 
d'un  anneau  fluide,  d'où  il  conclut  que  l'hypothèse  de  la  lluidité 
des  anneaux  de  Saturne  doit  être  rejetée.  Il  démontre  ensuite  qu'à 
un  certain  moment  les  anneaux  abandonnés  par  la  nébuleuse  de 
Laplace  seront  instables  el  se  rompront  en  plusieurs  parties;  il 
explique  comment  ces  parties  pourront  se  réunir  pour  former  une 
planète  et,  en  se  fondant  sur  l'action  des  marées,  pourquoi  cette 
planète  aura  en  général  un  mouvement  de  rotation  direct. 

Par  l'Analyse  mathématique,  M.  H.  Poincaré'  étudie  la  formation 
des  satellites,  en  examinant  les  conditions  d'équilibre  d'abord 
d'une  masse  fluide  homogène  en  rotation  autour  d'un  axe,  puis 
d'une  masse  à  forte  condensation. 

Dans  ses  Leçons,  AI.  H.  Poincaré  a  examiné  les  objections  qui 
ont  été  faites  à  l'hypothèse  de  Laplace  et,  dans  sa  Préface,  il  pré- 
sente ainsi  son  opinion  sur  la  valeur  de  celle  hypothèse  :  «  La 
plus  vieille  hypothèse  est  celle  de  Laplace  ;  mais  sa  vieillesse  est 
vigoureuse,  et,  pour  son  âge,  elle  n'a  pas  trop  de  rides.  Malgré  les 
objections  qu'on  lui  a  opposées,  malgré  les  découvertes  que  les 
astronomes  ont  laites  et  qui  auraient  bien  étonné  Laplace,  elle  est 
toujours  debout,  et  c'est  encore  elle  qui  rend  le  mieux  comple  de 
bien  des  faits  ;  c'est  elle  qui  répond  le  mieux  à  la  question  que 
s'était  posée  son  auteur.  Pourquoi  l'ordre  règne-t-il  dans  le  sys- 
tème solaire,  si  cet  ordre  n'est  pas  dû  au  hasard".'  De  temps  en 
temps  une  brèche  s'ouvrait  dans  le  vieil  édifice,  mais  elle  était  ré- 
parée et  l'édilice  ne  tombait  pas  ». 

Chapitre  1\  .  —  Fave  suppose  que,  dès  l'origine,  l'espace  était 
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rempli  par  un  chaos  général  excessivement  rare,  formé  de  tous  les 
éléments  de  la  Chimie.  Ces  éléments,  soumis  à  leurs  attraction- 
mutuelles,  ont  été  animés  de  mouvements  divers,  d'où  il  est  ré- 
sulté des  myriades  de  lambeaux  chaotiques  qui  ont  donné  nais- 
sance, par  voie  de  condensation  progressive,  aux  divers  Mondes 
de  l'Univers.  11  admet  que  le  lambeau  qui  est  devenu  le  système 
solaire  était  à  l'origine  une  sorte  de  nébuleuse  sphérique  et  homo- 
gène dont  une  partie  des  matériaux  possédait  un  lent  mouvement 
tourbillonnaire.  Il  pense  qu'à  l'intérieur  de  celle  nébuleuse  se 
forment  des  anneaux  concentriques  animés  d'un  mouvement 
commun.  Certaines  particules  s'arrangent,  sous  l'influence  de  la 
gravité,  en  anneau  plat  qui  tourne  circulairement  :  d  autres  dé- 
crivent des  ellipses  concentriques  à  l'anneau  et  situées  dans  son 
plan. 

M.  H.  Poincaré  -ignale  celte  différence  essentielle  entre  les  hy- 
pothèses de  Laplace  et  de  Faye  :  l'un  admet  que  les  , eaux    se 

forment  à  l'extérieur  de  la  nébuleuse,  l'autre  à  l'intérieur;  l'un 
rend  parfaitement  compte  de  la  faiblesse  des  excentricités  et  des 
inclinaisons  mutuelles  des  anneaux,  l'autre  ne  donne  de  ce  phéno- 
mène qu'une  explication  beaucoup  moins  nette.  De  plus,  il  fait 
remarquer  que  la  loi  simple  d'attraction  que  Faye  admet  dans  la 
période  intermédiaire  est  peu  vraisemblable. 

Faye  n'a  pas  donné  une  explication  suffisante  pour  ce  point 
capital  de  sa  théorie  :  au  moment  où  chaque  planète  se  forme,  son 
orbite  est  circulaire.  Admettant  l'explication  deFaye,M.  II.  Poin- 
caré démontre  que,  si  l'orbite  a  été  initialement  circulaire,  elle 
est  restée  circulaire,  mais  que  c'esl  à  d'énormes  distances  de  la 
nébuleuse  primitive  que  se  seraient  formées  les  planètes. 

Chapitre  V.  —  M.  du  Ligondès  se  fait  l'idée  suivante  du  chaos 
primitif:  «  A  l'origine.  l'Univers  se  réduisait  à  un  chaos  général 
extrêmement  rare,  formé  d'élément-  divers,  mus  en  tous  sens  et 
soumis  à  leurs  attractions  mutuelles. ..  Ce  chaos  s'esl  partagé  en 
lambeaux  qui  ont  donné  naissance,  par  voie  de  condensation  pro- 
gressive,  à  tous  les  mondes  de  l'Univers.  » 

Ason  début,  l'hypothèse  de  M.  du  Ligondès  ressemble  àcellede 
Faye  :  mais  les  tourbillons  et  gyrations  intestines  dont  l'ave  dotait 
sa  nébuleuse  primitive  sont  supprimés. 
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M.  du  Ligondès  écrit  qu'il  revient  «  aux  idées  de  Kant,  avec  le 
mouvement  en  plus,  non  pas  le  mouvement  régulier  de  la  rota- 
lion  ou  des  tourbillons,  mais  le  mouvement  sans  ordre  apparent», 
el  qu'il  ne  fait  >>  aucune  hypothèse  sur  la  nature  de  ces  mouve- 
ments, les  abandonnant  entièrement  à  ce  qu'on  est  convenu  d'ap- 
peler le  hasard  ». 

M.  H.  Poincaré montre  qu'il  n'v  a  aucune  contradiction  à  faire 
sortir  le  système  solaire  d'un  des  lambeaux  nébuleux  chaotiques 
de  M.  du  Ligondès.  Il  expose  comment  cet  auteur  rend  compte  du 
double  fait  d'une  condensation  centrale  et  d'une  tendance  à  l'apla- 
tissement :  le  noyau  central  donnera  le  Soleil,  les  matériaux  exté- 
rieurs formeront  autour  de  cet  astre  une  sorte  de  disque  lenticu- 
laire d'où  naîtront  finalement  les  planètes. 

M.  H.  Poincaré,  comparant  l'hypothèse  de  M.  du  Ligondès  à  la 
théorie  cinétique  des  gaz,  s'engage  dans  une  longue  discussion  ma- 
thématique très  intéressante. 

Chapitres  VI  et  XIII.  —  M.  See  suppose  que  les  planètes  n'ont 
pas  été  formées  par  des  fragments  de  la  nébuleuse  solaire  et  que 
la  Lune  ne  provient  pas  d'un  fragment  de  la  nébuleuse  terrestre  : 
les  planètes  sont  des  corps  d'origine  cosmique  (extérieurs  à  la  né- 
buleuse solaire),  qui,  venant  à  passer  dans  le  voisinage  du  Soled, 
ont  été  captés  par  lui  ;  la  Lune  a  été  captée  par  la  Terre  ;  la  cap- 
ture a  eu  lieu  par  l'effet  de  la  résistance  de  milieu  créée  par  une 
vaste  atmosphère  qui,  au  début,  entourait  le  Soleil. 

M.  H.  Poincaré  étudie  l'effet  d'une  résistance  de  milieu.  Il  trouve 
que,  si  cette  dernière  était  nulle,  l'orbite  de  la  planète  serait  une 
ellipse;  comme,  par  hypothèse, cette  résistance  est  très  faible,  l'or- 
bite varie  lentement.  11  étudie  les  changements  de  cette  orbite  par 
la  méthode  de  la  variation  des  constantes  et  trouve  que  l'effet  d'une 
résistance  de  milieu  est  de  diminuera  la  fois  le  grand  axe  et  l'ex- 
centricité. Admettant,  avec  M.  See,  qu'autour  du  Soleil  s'étendait 
primitivement  une  vaste  atmosphère  résistante,  on  conçoit  qu'un 
astre  d'origine  cosmique,  en  passant  dans  la  sphère  d'action  du 
Soleil,  ail  pu  modifier  la  trajectoire  de  cet  astre. 

M.  See  pense  que,  de  même,  les  satellites  ont  été  captés  par  les 
planètes. 

Sa  théorie  rend  bien  compte  de  la  faiblesse  des  excentricités  des 
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orbites  des  planètes  et  des  satellites.  Celte  question  que  les  mouve- 
ments de  presque  Ions  ces  astres  sont  directs  et  que  leurs  orbites 
ont  de  faibles  inclinaisons  mutuelles  reste  sans  réponse  satisfaisante. 
M.  See  s'est  encore  occupé  de  la  formation  des  nébuleuses  et  en 
particulier  de  l'origine  des  nébuleuses  spirales.  Il  pense  qu'à  l'ori- 
gine le  système  solaire  était  une  nébuleuse  spirale  dune  grande 
extension. 

Chapitre  Vil  (p.  i3i-iSoj).  —  Sir  George  Darwin  attribue  un 
rôle  essentiel  à  l'influence  des  marées  pour  expliquer  l'histoire, 
dans  les  temps  passés  et  dans  les  temps  futurs,  des  astres  du  sys- 
tème solaire.  En  considérant  l'effet  des  marées  produites  sur  une 
planète  par  un  astre  troublant,  on  fait  prévoir,  par  un  simple  rai- 
sonnement, que  les  deux  principaux  effets  du  frottement  des  ma- 
rées sont  la  diminution  delà  rotation  de  la  Terre  et  l'augmentation 
de  la  distance  de  la  Lune. 

Supposons,  avec  Sir  George  Darwin,  que,  dans  ses  états  anté- 
rieurs, la  Terre  était  fluide  et  visqueuse.  (  lelle-ci  .1  dès  lors  subi  des 
marées  dans  toute  sa  masse.  L<  s  frottements  du^  à  ces  marées  in- 
ternes étaient  incomparablement  plus  énergiques  que  ceux  que 
l'on  peut  attribuer  actuellement  aux  marées  océaniques. 

M.  H.  Poincaré  étudie  les  variations  que  subissent,  du  fait  de 
ces  marées,  la  distance  de  la  Lime  et  la  rotation  de  la  Terre,  en 
admettant,  avec  Sir  George  Darwin,  que  la  Lune  a  pris  naissance 
tout  près  de  la  Terre  et  que  son  orbite  s'est  peu  à  peu  agrandie. 
D'abord,  pour  simplifier,  AL  H.  Poincaré  l'ait  ses  calculs  en  sup- 
posant nulles  l'excentricité  de  l'orbite  lunaire  el  l'inclinaison  de 
cette  orbite  sur  le  plan  de  i'équateur  terrestre.  Puis  il  s'affranchit 
de  ces  hypothèses.  Il  rappelle  d'abord  quelques  points  de  la  théo- 
rie statique  des  marées.  On  trouve  que  si,  dans  le  calcul  de  l'action 
des  marées  produites  par  la  Lu  ni'  sur  la  Terre,  on  peut  négliger 
l'inertie,  on  doit  en  revanche  tenir  compte  de  la  viscosité.  M.  H. 
Poincaré  étudie  les  effets  de  cette  viscosité.  Il  obtient  les  équations 
qui  donnent,  par  suite  de  l'effet  des  marées,  les  variations  du 
grand  axe,  de  l'excentricité  et  de  l'inclinaison  de  l'orbite  lunaire. 
Avec  Sir  George  Darwin,  il  trouve  que  le  flottement  des  marées 
a  pu  faire  naître  une  excentricité  de  l'orbite  lunaire  et  une  incli- 
naison de  son  plan  qui  n'existaient  pas  initialement. 
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Autrefois,  la  Terre  a  dû  soulever  des  marées  sur  son  satellite. 
Tenant  compte  de  ce  fait,  on  trouve  que  l'action  retardatrice  de  la 
Terre  sur  la  Lune  a  élé  plus  forte  que  celle  de  la  Lune  sur  la 
Terre.  Ou  conçoit  donc  que  la  Terre  ait  pu  forcer  sou  satellite  à 
nous  tourner  toujours  la  même  face. 

Le  refroidissement  séculaire  de  la  Terre  la  contracte  et  diminue 
son  moment  d'inertie  ;  par  suite,  en  vertu  de  la  loi  des  aires,  la  vi- 
tesse de  rotation  de  la  Terre  doit  s'accroître.  Il  y  a  donc  lieu  de 
tenir  compte,  à  côté  de  l'influence  retardatrice  des  marées,  de 
l'influence  accélératrice  de  ce  refroidissement.  Le  calcul  montre 
que.  pour  la  Terre,  l'effet  du  frottement  de  la  marée  interne  1  em- 
porte sur  l'effet  du  refroidissement  séculaire  de  la  Terre,  et  que 
la  vitesse  angulaire  de  rotation  de  la  Terre  est  actuellement  en 
voie   de  décroissance. 

Ce  long  Chapitre  sur  la  théorie  de  Sir  George  Darwin,  dont 
nous  ne  pouvons  indiquer  que  les  traits  les  plus  saillants,  se  ter- 
mine par  un  résumé  d'une  partie  des  recherches  faites,  sur  la  ques- 
lion  qui  a  tant  préoccupé  le  savanl  anglais,  par  M.  H.  Poincaré 
dans  son  célèbre  .Mémoire  sur  l'équilibre  d'une  masse  fluide  ani- 
mée d'un  mouvement  de  rotation.  Il  nous  paraîl  tout  à  fait  conve- 
nable de  rappeler  ici  les  belles  paroles  prononcées  par  Sir  George 
Darwin  au  sujet  île  ce  travail  :  «  Le  Mémoire  de  M.  Poincaré  m'est 
apparu  comme  une  révélation,  parce  que,  juste  à  l'époque  où  il  lut 
publié,  je  venais  d'essayer  d'attaquer  la  question  par  le  côté  opposé, 
et  de  suivre  les  étapes  de  l'union  en  un  seul  de  deux  corps  sépa- 
rés; mais,  bêlas!  je  dois  admettre  que  mon  travail  ne  contenait 
pas  de  principes  généraux  de  grande  portée,  ni  aucune  lumière 
sur  la  stabilité  des  systèmes  que  j'essayais  d'imaginer,  ni  rien  de 
tout  ce  qui  rend  le  Mémoire  de  M.  Poincaré  un  travail  qui  mar- 
quera toujours  une  époque  importante,  non  seulement  dans  1  his- 
toire de  l'Astronomie  évolutionnaire,  mais  aussi  dans  celle  du 
domaine  plus  vasle  de  la  Dynamique  générale.  <  {Savants  du 
Jour  :  H emu  Poincaré,  p.  3 0,-4 o.) 

De  sa  discussion  mathématique  M.  IL  Poincaré  tire  cette  con- 
clusion :  pour  le  système  Terre-Lune,  il  a  pu  arriver  que  la  Lune 
se  soit  détachée  de  la  Terre,  qu'elle  ail  décril  autour  de  celle-ci 
une  courbe  de  très  petit  rayon  et  que,  par  suite  du  frottement  des 
marées,  ce  rayon  ait  élé   en  croissant.    Il   arrive  donc  à  justifier 
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cette  hypothèse  de  Sir  George  Darwin  que  la  Lune  est  née  Je   la 
Terre. 

Chapitre^  III  (p.  191-V.2-).  —  Après  avoir  envisagé  le  problème 
cosmogonique  au  point  de  vue  mécanique,  M.  H.  Poincaré  se 
préoccupe  du  point  de  vue  thermodynamique  et  recherche  l'ori- 
gine de  la  chaleur  solaire. 

Le  Soleil  ne  contient  |>as  une  provision  indéfinie  de  chaleur  ei 
en  perd  chaque  année,  d'une  part,  une  quantité  considérable  dans 
l'espace  céleste,  d'autre  pari  une  très  faible  quantité  sur  les  pla- 
nètes. Or,  le  rayonnement  de  la  chaleur  solaire  s'est  effectué  sans 
grands  changements  pendant  le^  temps  historiques  el  une  grande 
partie  des  temps  géologiques;  donc  la  chaleur  solaire  se  renou- 
velle el  s'entretient.  Pat  suite  se  pose  le  problème  de  la  recherche 
de  l'origine  de  la  chaleur  solaire. 

M.  II.  Poincaré  montre  que  l'on  doit  rejeter  l'hypothèse  que  la 
chaleur  solaire  peul  être  entretenue  chimiquement  comme  dans 
nos  foyers,  el  il  examine,  avec  Lord  Kelvin,  les  hypothèses  méca- 
niques. D'abord,  il  montre  qu'il  y  a  lieu  de  rejeter  aussi  l'hypo- 
thèse météorique  proposée  par  Robert  Mayer,  à  moins  de  la 
modifier  profondément  comme  l'a  fait  Helinholtz  dont  les  idées  ont 
été  adoptées  et  développées  par  Lord  kelvin. 

M.  H.  Poincaré  étudie  la  chaleur  spécifique  du  Soleil  et  montre 
par  le  calcul  comment,  sous  de  fortes  pressions,  la  chaleur  spéci- 
fique peut  atteindre  une  valeur  considérable.  Il  est  possible  que  le 
Soleil  ail  pu  emmagasiner  une  provision  de  chaleur  considérable. 
Si  l'on  admet  que  celle  provision  est  due  à  l'énergie  de  gravita- 
tion, elle  se  trouve  toujours  limitée  par  le  calcul  de  Helmholtz.  Le 
problème  n'est  donc  pas  résolu. 

M.  II.  Poincaré  expose  les  calculs  de  Lord  kelvin  sur  le  refroi- 
dissement de  la  l'erré.  Ces  calculs  sont  laits  en  supposant,  avec 
Poisson,  que  la  Terre  aurait  autrefois  parcouru  des  espaces 
chauds,  où  elle  aurait  pris  dans  toute  sa  masse  une  certaine  tem- 
pérature uniforme,  et  que,  étant  ensuite  arrivée  dans  des  espaces 
plus  froids,  elle  aurait  commencé  à  se  refroidir.  C'est  ce  refroi- 
dissement qui  est  étudié.  On  trouve,  par  le  calcul,  que  la  Terre 
aurait  commencé  à  se  refroidir  il  y  a  100  millions  d'années.  Il  s'en- 
suit que  les  chiffres  de  Helmholtz  cl  de  Lord  kelvin,  qui  ne  don- 
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nent  pas  au   Soleil  un   âge  supérieur  à    5o  millions   d'années,  ne 
doivent  pas  être  acceptés  sans  réser\  es. 

M.  H.  Poincaré  termine  le  Chapitre  VIII  par  l'étude  approfon- 
die de  ce  problème,  qu'il  ;i  été  amené  à  poser  précédemment: 
«  Une  masse  chaude  qui  rayonne  tend  à  se  contracter,  la  contrac- 
tion tend  à  l'échauffer  ;  la  masse  va-t-elle  finalement  s'échauffer  ou 
se  refroidir  en  perdant  de  la  chaleur?  »  iJe  ses  calculs,  il  lire  cette 
conclusion  :  «  Une  masse  gazeuse  |  monoatomique  ou  diatomique), 
entièrement  libre,  s'échauffera  en  se  contractant,  à  mesure  qu'elle 
perdra  de  la  chaleur  par  rayonnement  :  ses  molécules  en  perdant 
de  l'énergie  verront  leur  force  vive  de  translation  augmenter.  » 

Chapitres  IX  et  X.  —  La  spectroscopie,  en  faisant  naître  la 
chimie  stellaire,  a  révélé  des  étoiles  de  types  spectraux  très  diffé- 
rents. On  a  donc  été  amené  tà  étudier  l'évolution  de  ces  astres.  Ici, 
les  théories  mécaniques  ou  thermodynamiques  font  place  à  des 
théories  chimiques. 

La  théorie  de  Sir  Norman  Lockyer  sur  la  genèse  des  grandes 
étoiles  repose  sur  l'élude  simultanée  de  la  composition  chimique 
de  ces  astres  et  des  différences  de  température  qu'ils  présentent 
entre  eux. 

Sir  Norman  Lockyer  a  aussi  étudié  la  distribution  des  étoiles 
des  différents  types  dans  le  Ciel. 

M.  Schuster  apporte  plusieurs  modifications  à  la  théorie  de 
Sir  Norman  Lockyer  sur  l'évolution  des  étoiles.  Il  pense  que  les 
étoiles  gazeuses  sont,  non  seulement  plus  chaudes,  mais  aussi  plus 
jeunes  que  les  autres. 

Chapitre  XI.  —  Dans  la  théorie  «  géniale  »  de  M.  Arrhenius, 
la  pression  de  radiation  joue  un  rôle  important.  C'est  pourquoi 
M.  H.  l'unie, ii  r,  avant  d'exposer  cette  théorie,  juge  nécessaire 
de  définir  cette  pression. 

Sur  une  particule  voisine  du  Soleil,  la  gravitation  exerce  une 
attraction  proportionnelle  à  la  masse  de  la  particule,  et  la  pression 
de  radiation  exerce  une  répulsion  proportionnelle  à  la  surface  de 
la  particule.  Par  suite,  si  la  densité  de  la  particule  est  faible  et  si 
ses  dimensions  sont  petites,  la  pression  de  radiation  peut  l'empor- 
ter sur  l'attraction.  IJi^  pari  unies  remplissant  ces  conditions  sont 
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chassée-  lorsqu'elles  arrivenl  près  du  Soleil.  Ce  fait  explique 
pourquoi  les  queues  des  comètes  sont  toujours  dirigées  à  L'opposé 
du  Soleil,  et  permet  de  comparer  la  couronne  du  Soleil  aux  queues 
des  comètes.  Mais,  quelque  petite  que  soil  la  ténuité  de  la  matière 
corouale,  le  Soleil,  par  suite  de  celle  répulsion,  perd  constamment 
de  la  matière. 

Essayant  <:!«■  se  faire  une  idée  de  la  quantité  île  matière  météo- 
rique qui  tombe  réellement  sur  le  Soleil,  M.  Arrlienius  a  trouvé 
que  celle  quantité  est  beaucoup  trop  faible  pour  être  capable  d'en- 
tretenir la  radiation  de  cet  astre.  D'autre  paît.  M.  11.  l'oincaré, 
examinant  le  mécanisme  résultant  d'une  pluie  météorique,  montre 
qu'il  est  impossible  qu'il  \  ail  un  entretien  de  l'énergie  solaire. 

Abandonnant  l'hypothèse  météorique,  M.  Arrhenius  établit  une 
hypothèse  électrique  qui  lui  permi  i  d'expliquer  l'entretien  de  la 
chaleur  solaire  el  l'apparition  des  aurores  boréales. 

.M.  Arrhenius  cherche  à  montrer  que  le  Soleil,  encore  fluide, 
arrive  à  se  couvrir  d'une  couche  mince  qui  empêche  la  matière 
fluide  intérieure  de  se  refroidir.  Lorsque  deux  >oleils  de  ce  genre 
se  choquent,  il  se  produit  une  chaleur  et  \\\ie  lumière  énormes, 
qui  -ont  l'origine  d'une  nova.  Il  arrive  à  établir  une  évolution 
dont  le  cm  le  renferme  :  une  étoile  nouvelle,  une  nébuleuse  spirale, 
un  amas  d'étoiles,  un  soleil  chaud,  un  soleil  refroidi,  un  soleil 
éteint.  Il  est  doue  amené  a  admettre  que  le  Monde  a  toujours 
suivi  celte  évolution,  qu  il  est  infini  et  qu'il  ne  doit  pas  «  vieil- 
lir ». 

M.  H.  l'oincaré  a  discuté  l'hypothèse  d'Àrrhenius  en  invoquant 
le  principe  de  Carnot  :  de  plus,  il  a  montré  qu'il  n'est  pas  légitime 
de  comparer,  comme  le  t'ait  Arrhenius,  les  gaz  de>  nébuleuses,  à 
une  atmosphère  gazeuse  ordinaire  ;  et  il  termine  ainsi  :  «  De  celle 
discussion  je  ne  veux  pas  tirer  de  conclusion  définitive  :  il  semble 
que,  par  ce  processus,  la  mort  calorifique  de  l'Univers  sera 
énormément  retardée,  mais  on  peut  croire  qu'elle  ne  sera  que 
retardée  ». 

Chapitre  XII.  —  M.  II.  Poincaré  expose,  sur  la  Voie  Lactée 
et  la  théorie  des  gaz,  des  considérations  donl  la  première  idée  re- 
monte à  Lord  Kelvin.  Ces  considérations  amènent  M.  H.  Poincaré 
à  comparer  la  Voie  Lactée  à  une  masse  gazeuse  et  à  essayer  de  lui 
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appliquer  les  principes  de  la  théorie  cinétique  des  gaz.  Il  assi- 
mile successivement  la  Voie  Lactée  à  une  sphère,  à  un  disque 
aplati,  à  une  nébuleuse  spirale,  à  une  niasse  gazeuse,  et  il  arrive 
à  cette  conclusion  :  la  Voie  Lactée  n'a  pas  encore  atteint  l'étal 
d'équilibre  statique  qui  permettrait  de  l'assimiler  à  un  gaz. 

Chapitre  XIV.  —  M.  E.  Belot  pense  que  le  système  solaire  est 
l'épanouissement,  dans  une  nébuleuse  amorphe,  d'une  nébuleuse 
animée  d'un  mouvement  tourbillonnaire.  Nous  nous  dispensons  de 
résumer  ici  l'hypothèse  de  M.  E.  Belot,  pensant  qu'il  nous  suffît  de 
renvoyer  le  Lecteur  à  l'Analyse  que  nous  avons  publiée  dans  le 
Bulletin  des  Sciences  mathématiques  (t.  \\\l\  .  janv.  1911). 
Mais  nous  croyons  devoir  reproduire  la  conclusion  qui  termine 
l'exposé  que  M.  H.  Poincaré  a  fait  du  travail  de  M.  E.  Belot  : 
«  Quelles  que  soient  1rs  critiques  que  nous  ayons  cru  devoir  for- 
muler sur  divers  points  de  cette  théorie,  cette  tentative  mérite  l'at- 
tention. Si  l'on  peut  reprocher  à  M.  Belot  d'avoir  été  un  peu  plus 
ambitieux  qu'il  ne  convient  de  l'être  dans  l'état  actuel  de  la 
Science  et  d'avoir  voulu  prématurément  trop  embrasser,  et  si  ses 
idées  ne  semblent  pas  pouvoir  cire  acceptées  sous  leur  forme  ac- 
tuelle, il  semble  qu'il  peut  être  utile  de  les  faire  connaître,  parce 
qu'on  pourra  un  jour  y  trouver  à  glaner  d'intéressantes  vérités.  » 

En.   L. 


MONTESSUS  (R.  de)  et  ADHËMAR  (R.  ni.  —  Calcul  numérique. 
Première  Partie  :  Opérations  arithmétiques  et  algébriques;  Seconde 
Partie  :  Intégration.  (  Encyclopédie  scientifique  du  D'  Toulouse.  Biblio- 
thèque «le  Mathématiques  appliquées  dirigée  par  M.  d'Ocagne.)  1  vol., 
petit  in-8,  247  pages.  Paris,  Octave  Doin  et  fils,  191  1. 

M.  B.  de  Montessus  a  rédigé  la  Première  Partie  de  cet  Ou- 
vrage. Lui-même  nous  informe  qu'il  n'a  fait  que  reproduire  ce  qui 
se  trouve  dans  les  Traités  classiques  sur  les  opérations  abrégées, 
les  approximations  numériques  et  le  calcul  des  différences. 
Quant  au  calcul  des  racines  des  équations  numériques  algé- 
briques  ou  transcendantes,  M.  de  Montessus,  à  défaut  d'Ouvrages 
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étudiant  le  côte  pratique  de  ces  questions,  a  dû  se  contenter  de 
résumer  les  principales  méthodes  modernes  el  les  travaux  les  plus 
récents.  Il  n'a  pas  négligé  de  traiter  des  exemples  numériques 
d'équations  algébriques  de  tous  les  degrés.  Par  l'emploi  du  théo- 
rème de  Sturm,  il  a  calculé  les  racines  d'équations  transcendantes 
qui  se  présentent  en  Mathématiques  et  en  Physique. 

La  Seconde  Partie  de  cet  Ouvrage  est  due  à  M.  Robert  d'Ad- 
hémar.  Les  méthodes  de  quadrature  pour  obtenir  une  valeur 
approchée  d'une  intégrale,  que  Simpson,  Newton  et  Cotes, 
M.  Mansion,  Gauss  ont  exposées,  sont  illustrées  par  des  exemples 
numériques.  Par  la  théorie  îles  fonctions  implicites,  M.  d'Adhémar 
calcule  des  racines  d'équations  algébriques  ou  transcendantes.  Il 
applique  la  méthode  des  différences  deCauchyà  une  équation  dif- 
férentielle que  l'on  sait  intégrer,  afin  qu'il  soit  possible  de  vérifier 
l'efficacité  de  cette  méthode.  Il  expose  la  généralisation  faite,  de  la 
règle  de  Simpson,  par  M.  C.  Runge,  pour  intégrer  avec  approxi- 
mation les  équations  différentielles  el  l'étude  de  M.  R.  Gans  pour 
obtenir  l'intégrale  approchée  d'une  certaine  équation  aux  dérivées 
par  h  elles. 

Chacune  de  ces  Parties,  qui  renferment  des  questions  inédites, 
est  suivie  de  l'indication  bibliographique  des  Ouvrages  que  les  Au- 
teurs ont  consultés  :  cette  indication  est  précieuse  pour  les  mathé- 
maticiens qui  auraient  besoin  de  faire  des  calculs  analogues  à  ceux 
que  les  deux  Auteurs  ont  eu  l'excellente  idée  de  réunir  dans  un 
Ouvrage  el  d'exposer  a\ec  une  clarté  et  une  précision  dignes 
d'éloges. 

Lu.  L. 
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Tome  CXXXIV;  1908. 

Jolies  (Slanislctus).  —  Espaces  polaires  primaires  et  secondaires 
d'une  congruence  recliligne  linéaire.  (i-i4). 

Une  congruence  rectiligne  linéaire  est  formée  des  droites  qui  coupent  deux 
droites  fixes,  appelées  directrices;  la  congruence  est  elliptique  si  les  direc- 
trices sont  imaginaires  conjuguées  ;  hyperboliques  si  elles  sont  réelles.  Les 
transformations  par  polaires  réciproques  qui  conservent  chacune  des  deux 
directrices  sont  les  espaces  polaires  (  polare  Ràume  )  primaires  de  la  congruence  : 
les  transformations  qui  échangent  entre  elles  les  deux  directrices  sont  les 
espaces  polaires  secondaires  de  la  congruence.  L'auteur  étudie  synthéti- 
quement  les  relations  qu'ont  avec  la  congruence  et  entre  eux  ces  espaces 
polaires. 

Signalons  en  particulier  la  correspondance  qui  existe  entre  tout  faisceau 
d'espaces  polaires  primaires  de  la  congruence  et  un  autre  faisceau  d'espaces 
polaires  primaires  de  la  même  congruence,  la  quadrique  fondamentale  (sur- 
face d'incidence)  de  chaque  espace  polaire  du  premier  faisceau  étant  -a 
propre  conjuguée  par  rapport  à  chaque  espace  polaire  du  second  faisceau.  Il 
y  a  aussi  des  correspondances  intéressantes  entre  les  quadriques  fondamen- 
tales des  espaces  polaires  primaires  et  des  espaces  polaires  secondaires. 


6  SKC.ON  DE   PARTIE. 

Bauer  (Michaël).  —  Recherches  élémentaires  sur  l'irréductibilité. 

(l  5-22). 

Dcini  un  travail  paru  récemment,  l'auteur  avait  donné  une  interprétation 
simple  îles  nombres  de  Puiseux  au  point  de  vue  de  la  théorie  des  idéaux;  il 
en  avait  déduit  un  théorème  sur  l'irréductibilité.  Dans  la  présente  Note,  il  dé- 
montre ce  théorème  par  des  moyens  élémentaires. 

Si  r\,  rv  . .  . ,  rn  sont  des  nombres  rationnels  non  négatifs,  le  problème 
de  Puiseux  consiste  a  déterminer  une  valeur  T  telle  que  la  suite 

n\\         ,-,-H(n-i)T '■1+(»-'OT,         ...,         /■„, 

contienne  au  moins  deux  nombres  inférieurs  ou  égaux  à  tous  les  autres.  L'au- 
teur donne  une  solution  purement  arithmétique  de  ce  problème,  qui  le  conduit 
à  un  certain  nombre  s  de  valeurs 


de  T,  chacune   d'elles   étant   inférieure   aux    suivantes,   la    somme    des  /.   étant 
égale  à  ;/. 

Si   l'on  a  alors  une  équation  à  coefficients  entiers 

z"  +  c,z—  '-t-, .  .-t-  <•„  =  o, 

et  si  l'on   désigne  par  r,   l'ordre    du  coefficient  c,   par   rapport   a odule  pre- 
mier /).  les  /i  nombres  rt  conduisent   à  des  nombres  de  Puiseux.  Si  maintenant 

on  considère  deux  polyi es  à  coefficients  entiers  et  leur   produit,  les  nombres 

de  Puiseux  relatifs  au  produit  sont  fournis   par  l'ensemble  de  tous  les  nombres 
de  Puiseux  relatifs  à  chacun  des  facteurs. 
L'auteur  arrive  ainsi  au  théorème  suivant  : 

Si 


sont  les  nombres  de  Puiseux  relatifs  <i  l'équation  donnée,  et  si  de  plus  les 
fractions  -H  sont  irréductibles,  les  degrés  des  facteurs  irréductibles  du 
premier  membre  de  l'équation  donnée  sont  de  la  forme 


on  a  de  plus 

où  les  combinaisons 


(  K?  )  (  /,  L...  if  ) 


ne  contiennent  que    des  nombres   de    la  suite   i,  j,  ...,  s;    chaque    nombre 
de  cette  suite  entrant  une  fois  et   une  seule  dans  les  combinaisons  (  K^). 

Noether  (Emmy).  —  Sur  la  formation  du  système  de  formes  de 
la  forme  biquadratique  ternaire.  (28-90). 

Le  système  de   formes  de   la  forme  biquadratique  ternaire  a  déjà   fait   l'objet 
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des  travaux  de  Gordan,  Maisano  et  Pascal  M.  Gordan  a  établi  le  système 
complet  des  formes  de  la  forme  particulière  /  =  x\  x^  -t-  x\  x,  -+-  x\  xl  en  se 
basant  sur  des  principes  analogues  à  ceux  qui  lui  ont  servi  pour  la  forme 
binaire. 

M.  Maisano  a  établi,  pour  la  forme  biquadralique  générale,  toutes  les  formes 
jusqu'au  cinquième  ordre  inclusivement  (c'est-à-dire  qui  -ont.  par  rapport 
aux  coefficients,  de  degré  inférieur  ou  égal  â  5).  ainsi  que  quelques  invariants, 
covariants  et  contravarianls  d'ordre  supérieur;  il  s'est  servi  pour  cela  de  la 
méthode  employée  par  M.  Gordan  pour  la  forme  cubique  ternaire.  M.  Pascal, 
enfin,  s'est  occupé  surtout,  en  partant  des  résultats  de  Maisano,  de  la  décom- 
position de  la  forme  biquadralique  en  facteurs. 

Le  but  du  présent  Mémoire  est  la  détermination  du  système  de  formes  pour 
la  forme  biquadratique  ternaire  générale;  mais  les  principes  fondamentaux 
sont  seuls  donnés  et  conduisent  à  l'établissement  d'un  «  système  complet  relatif». 

Ce  Mémoire  se  rattache  étroitement  an  travail  de  Gordan.  L'introduction  de 
la  série  des  formes  (§  1)  permet  de  formuler  d'une  manière  rigoureuse  et  de 
compléter  (§  3)  les  théorèmes  de  réduction  :  l'établissement  d'une  formule  de 
récurrence  pour  certains  développements  en  série  (§  2)  donne  le  moyen  de 
pousser  jusqu'au  bout  le  calcul  des  réductions. 

Le  principe  de  la  formation  du  système  de  formes  pour  les  formes  ternaire» 
est  le  même  que  pour  les  formes  binaires.  En  parlant  d'un  premier  système 
complet  relatif,  on  arrive  à  des  systèmes  dont  le  module  s'élève  constamment, 
jusqu'à  ce  que  le  système  d'un  module  devienne  fini  et  connu,  ou  bien  jusqu'à 
ce  qu'un  module  se  réduise  à  des  formes  contenant  les  invariants  en  facteur. 
Le  procédé  conduit  nécessairement,  d'après  le  théorème  d'Hilberl,  à  un 
nombre  fini  d'opérations. 

Dans  le  cas  présent,  le  module  (abc)  du  premier  système  complet  rela- 
tif (\  i)  est  ramené  aux  modules  \  =  (abc)-a-x  (3Î  et  v  =  (abu)k  (§5);  c'est 
ensuite  qu'on  trouve  le  système  complet  relatif  (modv)  (§6).  Ces  résultats 
se  trouvent  déjà  «lans  le  Mémoire  de  Gordan  :  mais  la  méthode  de  l'auteur  peut 
se  généraliser  plus  facilement  pour  les  formes  de  degré  supérieur. 

L'auteur  choisit  alors  comme  série  des   modules  (§  7)  : 

v,  v(v)  =  (  vv,  x  )'  =  Sx,  v{s)  =  (ss'uY 

Pour  la  formation  du  système  complet  relatif  niod  s,  l'auteur  adjoint 
comme  modules  deux  formes  quadratiques  ul  et  /';,  (§  9  et  10),  et  arrive  ainsi 
au  système  complet  relatif  mod  (s,  p,  t);  il  montre  ensuite  (§17)  que  le  module 
(ij'b)'  est  réductible  aux  modules  p  et  t.  Le  système  complet  relatif 
mod  (p,  t)  se  compose  de  33i  formes  qui  sont  indiquées  dans  un  tableau, 
rangées  suivant  leur  degré  par  rapport  aux  variables  x  et  u. 

Furlw&ngler  (P/i.).  —  Sur  les  nombres  de  classes  fies  corps  abé- 
liens.  (91-94). 

L'auteur  démontre  le  théorème  suivant,  qui  est  une  généralisation  d'un 
théorème  de  Kummer  : 

Si  A  et  K  sont  deux  sous-corps  du  corps  des  racines  miêm"  de  /'unité,  où  m 
est  une  puissance  d'un  nombre  premier,  cl  si  /,  est  contenu  dans  K,  le 
nombre  des  classes  de  k  est  un  diviseur  du  nombre  des  classes  de  Ix. 


8  SIÏCONDE    PARTI  H. 

Perron  i  Oskar).  —  Sur  la  théorie  des  séries  de  Dirichlel..  (g5-i  |3). 

Les  séries  de  Dirichlet  sont  los  séries  de  la  forme 
f(x)  =  V  f/-/, 

rc  =  l 

où  ;  est  une  variable  complexe,  les  i  oefficients  c„  sont  complexes  et  les  expo- 
sants a,,   sont  réels,  croissants  cl   augmentent  indéfiniment  avec  n. 

L'auteur  se  propose  de  déi il  rer  rigoureusement  sur  ces  séries  des  théorèmes 

qui  se  trouvent  déjà  dans  le  .Mémoire  fondamental  de  M.  Cahen  {Annales 
de  l'École  Normale,  3"  série,  t.  XI,  t8g4),  mais  avec  des  démonstrations 
insuffisantes  et  mélangés  à  des  théorèmes  inexacts. 

1.  Toute  série  de  Dirichlel  esi  convergente  dans  un  demi-plan,  situé  à 
droite  d'une  parallèle  à  I  axe  imaginaire,  et  est  uniformément  convergente 
dans  tout  domaine  fini,  situe  tout  entier  à  l'intérieur  du  domaine  de  con- 
vergence   et   ne  touchant   pas  sa   limite. 

2.  Un     des   théorèmes    les   plus   importants   sur   les    séries  de  Dirichlet   est 

qu'une    fond ne    peul    pas   être   représentée    par   deux  séries  de   Dirichlet 

différentes.  Plusieurs  ailleurs  de  la  Vallct-Poussin,  Bachmann,  Kronecker,  ont 
donné,  à  cei  égard,  des  dé stralions  qui  prêtent  à  la  critique.  En  parti- 
culier, Kronecker  émince  mi  théorème  plus  général  dont  l'auteur  montre 
l'inexactitude  sur  un  exemple  particulier. 

3.  M.  Perron  démontre  le  théorème  suivant  : 

Si  une  fonction  fi  s  i  peut  être  développée  en  série  de  Dirichlet  <i  droite 
de  l'axe  des  y,  celte  fonction  n'a  qu'un  nombre  fini  de  zéros  (/uns  tout  le 
domaine  infini  situé  à  la  fois  à  droite  de  la  courbe  i  :  <"  M  '  et  à  droite 
de  .r  --  i  ;  cela  quelque  grande  que  soit  la  constante  M. 

Elle  ne  prend  aussi  qu'un  nombre  /imite  de  fois  /ont*    valeur  donnée  i. 

Le  théorème  précédenl  fournit  une  c lition  nécessaire  pour  qu'une  fonc- 
tion /(  z)  soil  développable  en  série  de  Dirichlet. 

Si   la   série  de   Dirichlel   est  absolu menl   convergente,   on    fient   faire  corres- 

P Ire  à  chaque  nombre  n  une  parallèle  a   l'axe  des  i  .  i  droite  de  laquelle  la 

fonction  ne  prend  jamais  la  valeur  a. 

4.  M.  Cahen  a  indiqué  une  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une 
fonction  f{ z)  soit  développable  en  série  de  Dirichlel.  L'auteur  va  démontrer 
que  cette  condition  c*t  elle,  I  nemeut  nécessaire,  mais  non  suffisante.  Il  démonl  rc 
d'abord  le  théorème  suivanl  : 

Si 

f(z)  =  Y  c„e-V 


est  une  série  de  Dirichlet  dont  /es  exposants  /.„  sont  tous  positifs,  si  de  plus 
a  désigne  un  nombre  réel  situé  u  l'intérieur  du  domaine  île  convergence,  on  a 


h.r 


esl       ". 
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5.  De  ce  lemme  l'auteur  déduit  immédiatement  la  condition  nécessaire  de 
M.  Cahen : 

Pour  qu'une  fonction  f(z)  holomorphe  à  droite  de  x  =  S  >  o  puisse  être 
développée  en  une  série  de  Dirichlet  convergente  dans  te  même  domaine,  il 
faut  que  l'intégrale 


S 


converge  pour  a  >  5,  soit  indépendante  de  «(>  ô)  et,  si  iv  est  un  nombre 
réel  quelconque,  possède  les  propriétés  suivantes  : 

i"  Elle  est  constante  pour  >v.  ,  <  iv  <  >v  ; 
2°  Elle  est  nulle  pour  w<.\,\ 

3°  Elle  possède  pour  iv—  \  la  râleur  moyenne  arithmétique  des  valeurs 
qu'elle  a  dans  les  deux  intervalles  adjacent*  à  \r. 

L'auteur  donne  ensuite  l'exemple  d'une  fonction  satisfaisant  aux  conditions 
du  théorème  précédent,  mais  mettant  en  défaut  la  réciproque  di-  ce  théorème  : 
c'est  la  fonction 

F(z)  =  V  e*=..-,  ( e-*™-.'  —  e-\*' ) 

n  =  l 

où  les  exposants  /.„  sont  définis  par  les  formules  de  récurrence 

>.,  =  i  ;  X,,.  =  \ ,  H v—  ;  ^i„j.i  =  i  +  ï>,„- 

n-  + 

Cette  fonction  est  holomorphe  à  droite  de  l'axe  des  y,  mais  n'est  pas  dévclop- 
pable  en  série  de  Dirichlet  dans  le  même  domaine:  elle  est  développable  en 
série  de  Dirichlet  à  droite  de  x  =  i. 

L'auteur  signale  quelques  autres  propositions  inexactes  de  M.  Cahen. 

6.  Si 

f(Z)  =  y  c„e-"»^-=  y  £^ 


est  une  série  de  Dirichlet  convergente  à  droite  de  x  =  a,  M.  Cahen  a  démontré 
rigoureusement  que  la  série 

F(î)  =  V  c„e-V 

n  -=1 

converge  sûrement  à  droite  de  l'axe  des  y.  l\  en   déduit,  mais   par   un   procédé 
insuffisamment  justifié,  la  formule 


'•(-)/(-)  =  f"p(x)x-<dx. 

.ureusement  cette  dernière  form 
duit  en  particulier  à  la  formule 


L'auteur  démontre  rigoureusement  cette  dernière   formule,  et   il  en   donne  une 
généralisation  qui  conduit  en  particulier  à  la  formule 
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celte  dernière   formule  était  connue   dans  la   théorie  de  lu  fonction  ".  mais   le^ 
démonstrations  qu'on  en  avjit  données  jusqu'à  présent  prêtaient  à  la  critique. 

7.   L'auteur  démontre  ensuite  rigoureusement  une  autre  formule  de  M.  Cahen 

F(x)  =  —    /  V(z)/(z)x-'dz        (b       a) 

1  KlJb-i« 

qui  est  en  quelque  sorte  l'inverse  de  la  précédente. 

Le  Mémoire  se  termine  par  quelques  remarques  critiques  sur  deux  Notes  de 
M.  Hadamard  relatives  aux  séries  de  Dirichlet. 

Thomé  (L.-H  .).   —  Sur  la  théorie  des  équations  différentielles 

linéaires.  (  i45-i  55). 

Cet  article  complète  les  théories  précédemment  développées  dans  le  même 
Journal.  Il  suppose  que  dans  les  coefficients  de  l'équation  différentielle  linéaire 
entre  rationnellement,  en  même  temps  que  les  variables  indépendantes,  une 
fonction  algébrique  entière  de  Kronecker.  Il  établit  le  type  le  plus  général  d'une 
expression  différentielle  linéaire  régulière  (i).  Il  indique  ensuite  la  décomposi- 
tion d'une  expression  différentielle  linéaire  homogène  dont  les  coefficients  sont 
de  la  nature  indiquée  en  un  système  dont  la  première  partie  est  une  expression 
différentielle  régulière  du  type  le  plus  général  (s).  Il  généralise  ainsi  les  recher- 
ches exposées  dans  le  Mémoire  du  T e  CXX1I1   de  ce  Journal.  Enfin  l'auteur 

ajoute  quelques  remarques  sur  l'intégration  d'une  équation  différentielle  linéaire 
et  d'un  système  d'équations  différentielles  linéaires  simultanées  [(3)  et  i  j)]. 

Frank  (Philipp).  —  Sur  les  trajectoires  de  la  Mécanique.  ()56- 
i65). 

L'auteur  appelle  trajectoires  isenergétiques  les  trajectoires  d'un  point  maté- 
riel soumis  à  des  forces  admettant  une  fonction  des  forces  et  pour  lesquelles  la 
constante  des  forces  vives  a  une  même  valeur.  Dans  le  ca-  du  plan,  une  famille 
de  trajectoires  isenergétiques  dépend  de  deux  paramètres.  L'auteur  recherche 
inversement  dans  quel  cas  une  famille  de  courbes  planes  dépendant  de  deux 
paramètres  peut  être  regardée  comme  une  famille  de  trajectoires  isenergétiques, 
ou,  ce  qui  revient  au  même.  Corinne   les  exlrémales  d'une  intégrale   de  la  forme 


F- 


\  i  .e.   i  i  \\       \     dx 


Si  la  famille  de  courbes  données  est  définie  par  l'équation 
y*  =  -£(x.  _r,  y'  ), 

la  condition    nécessaire   et   suffisante   pour  qu'il    en    soit  ainsi   est    que  l'expres- 
sion 

3  œ  y'  \ 


(     ■ 
'   rtv' 


soit  la  différentielle  exacte  d'une  fonction  de  x  et  de  r    La   fonction   des   forces 
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est  alors  donnée  par  la  formule 

-\(x,y)  =  Ce      JWh=* 

L'auteur  se  pose  ensuite  le  même  problème  pour  une  famille  de  courbes  à  un 
paramètre,  délinie  par  une  équation 

y'=  p{x,y). 

Dans  ce  cas  si  y  =  t,  (x,  c)  ou  i\  ( x,  y  )  =  c  est  l'équation  des  trajectoires  ortho- 
gonales des  courbes  de  la  famille,  il  y  a  toujours  une  fonction  des  forces 
—  X  (x,  y)  —  e_-'r  *jt'  pour  laquelle  les  courbes  données  sont  des  trajectoires 
isénei  gétiques.  On  a 


/dp  dp 

ox         or 


tj(:r.y>  =    /     — ; sr-dx, 

Y         J        J       PO 

où  l'on  suppose  qu'on  a.  sous  le  signe  /,  remplacé  y  par  t,  (a;,  c),  puis  qu'on  a. 
une  fois  l'intégration  effectuée,  rem]  •     l 

Jung     Heinrich-W.-E.)     —  Faisceaux  de  courbes  dans  un  plan. 

!     |67       l86). 

La  théorie  des  faisceaux  de  courbes  dans  un  plan  a  été  souvent  traitée,  mais 
toujours  dans  l'hypothèse  que  les  singularités  des  courbes  du  faisceau  aux  points 
de  base  de  ce  faisceau  sont  de  nature  particulièrement  simple.  L'auteur  traite 
le  problème  d'une  manière  purement  analytique  et  dans  le  cas  le  plus  général  ; 
il  le  ramène  à  un  problème  de  la  théorie  des  fonctions  algébriques  d'une  va- 
riable. 

1.  L'auteur  rappelle  d'abord,  d'après  Hensel,  les  notions  fondamentales  de  la 
théorie  des  corps  algébriques,  celles  de  diviseur  premier,  diviseur,  diviseur  de 
ramification,  diviseur  des  points  doubles,  classe  de  diviseurs. 

2.  Il  fait  ensuite  correspondre  à  toute  fonction  Ai  [x.y)  rationnelle  entière 
indécomposable  un  diviseur  premier  tl  délini  de  la  manière  suivante  :  une  fonc- 
tion rationnelle  R  est  divisible  par  11"  si  H,  décomposé  en  ses  facteurs  indécom- 
posables, contient  A  à  la  puissance  a.  L'ordre  du  diviseur  premier  U  est  dit 
().,  u.)  si  A  est  de  degré  À  par  rapport  à  x  et  p.  par  rapport  à  y.  Les  facteurs 
premiers  tels  que  U  sont  dits  de  première  espèce  (Stufe). 

3.  A  chaque  point  (a,b)  et  à  chaque  diviseur  premier  U  l'auteur  fait  corres- 
pondre une  fonction  entière  A  (u,  c);  si  la  courbe  A  (  x.y  |  —  o  passe  par  le  point 
(a,  6),  on  3  A  (o,  o  )  =  o. 

i.  Comme  application  l'auteur  détermine  le  nombre  des  points  d'intersection 
■  le  deux  diviseurs  premiers  de  première  espèce:  ce  nombre  est  au.'  —  a/.. 


y—  b  =  a,(x  —  a  )  *  -+-  a.  {x  —  a  )  *  -h . . . 
le   développement  d'une   fonction    algébrique    au    voisinage    du    point    (a,  b). 
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L'auteur  fait  correspondre,  à  ce  développement  et  à  tous  ceux  qui  s'en  dédui- 
sent  lorsqu'on  fait  tournera;  autour  de  a.  ce  qu'il  appelle  un  diviseur  premier)] 
de  seconde  espèce  défini  de  la  manière  suivante  :  une  fonction  rationnelle  de 
x,  y  est  divisible  par  pA  si,  en  y  remplaçant  y  —  b  par  le  développement  con- 
sidéré,   elle    se    transforme    en    une    série     de     puissances    commençant     par 

À 
(x  —  a  )"■ . 

6.  Le  produit  d'un  nombre  quelconque  de  diviseurs  premiers  de  première  et 
de  seconde  espèce  s'appelle  un  diviseur.  L'ordre  de  ce  diviseur  est  la  somme 
des  ordres  de  ses  diviseurs  premiers  de  premièreespèce.  L'auteurdéfinit  le  diviseur 
de  ramification  et  le  diviseur  des  points  doubles  d'un  <\'\\  iseur  entier  de  seconde 
espèce.  Deux  diviseurs  sont  dits  de  la  même  classe  si  leui  quotient  est  une 
fonction  rationnelle  de  jt,  i  :  Imi-  les  diviseurs  d'une  même  classe  ont  le  même 
ordre,  qui  est  ['ordre  de  la  classe  ;  le  nombre  des  diviseurs  linéairement  indé- 
pendant de  la  classe  est  la  dimension  de  cette  classe;  le  genre  de  la  classe  est 
le  genre  d'un  diviseur  arbitraire  de  la  classe.  Si  P  est  un  diviseur  de  la  classe, 
il  peut  se  mettre  sous  la  forme  0  —  ,  où  0  est  un  diviseur  de  première  espèce, 
p  et  p'  des  diviseurs  entiers  de  seconde  espère.  Les  diviseurs  entiers  de  la  classe 

sont  de  la  forme  <8  —  où  «5  est  un  diviseur  entier  divisible  par  p.  La  rei  !>   ri  be 
p  . 

de  ces  diviseurs  entiers  revient  à  la  détermination  du  faisceau  des  emn-bes  qui 
sont  de  degré  (À,  ;i)  au  plus  et  qui  se  comportent  en  des  points  donnes  d'une 
manière  donnée  à  l'avance. 

7.  Pour  résoudre  ce  problème  on  peut  toujours  remplacer  le  diviseur  p  par 
un  autre  qui  soit  divisible  par  son  diviseur  des  points  doubles,  i  esl  a-dire 
qui  soit  canonique.  Si  S  est  l'ordre  d'un  diviseur  canonique  et  ■</  l'ordre  de 
son  diviseur  des  points  doubles,  la  dill  d  ne  dépend  que  de  p.  L'au- 
teur réserve  la  lettre  8  pour  désigner  l'ordre  du  diviseur  canonique  d'ordre 
minimum.  Le  degré  U  de  la  classe  est  alors  par  définition  le   nombre  2ip —  S. 

8.  L'auteur  considère  les  classes  dont  la  dimension  ;■  esl  plus  grande  que 
zéro.  En  désignant  par  p  le  genre  de  la  classe,  par  r'  la  dimension  de  la  classe 
à  laquelle  appartient  un  diviseur  formé  d'une  manière  simple  au  moyen  de  p, 
on  a  les  formules 

p  =  (*-!)(  p. -i)-rf, 

r  =  r'-h  (X  + 1)  (  p  H- 1)  —  (  8  —  d), 

D  =  r  — /■'  +  p  —  ■>. 

Les  classes  pour  lesquelles  r'  est  nul  s,, m  dues  régulières;  pour  des  valeurs 
suffisamment  grandes  de  }>  et  de  u,  la  classe  est  certainement  régulière. 

9.  L'auteur  définit  le  produit  de  deux  classes  et  montre  comment  la  dimen- 
sion, le  genre  et  le  degré  de  la  classe  produit  peuvent  se  déduire  des  quantités 
analogues  relatives  aux  deux  classes  facteurs. 

Saalschûtz  t  Louis).  —  Sur  la  théorie  tics  déterminants.  (187-197). 

Tout  déterminant  d'ordre  pair  peut  être  regardé  comme  la  racine  carrée  d'un 
déterminant  symétrique  gauche;  on  a  ainsi,  -,u  moyen  des  pfaffiens,  une  nou- 
velle loi  de  formation   des  déterminants  d'ordre  pair. 
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Tout  circulant  d'ordre  pair  peut  se  mettre  sous  la  forme  d'un  autre  circulant 
dont  l'ordre  est  moitié  moindre;  l'auteur  donne  une  nouvelle  démonstration  de 
ce  théorème,  dû  à  Glaisher.  L'ordre  du  second  circulant  peut  encore  être  réduit 
d'une  unité.  L'auteur  rattache  à  la  théorie  précédente  le  développement  d'un 
déterminant  particulier  connu  sous  le  nom  de  déterminant  de  Hankel. 

Voronoï  [Georges).  —  Nouvelles  applications  des  paramètres 
continus  à  la  théorie  des  formes  quadratiques.  —  Deuxième 
Mémoire  :  Recherches  sur  les  paralléloèdres  primitifs.  (198-287). 

Dans  l'Introduction  à  ce  .Mémoire,  dont  la  première  Partie  seule  (Partition 
uniforme  de  l'espace  analytique  à  n  dimensions  à  l'aide  des  translations 
d'un  même  polyèdre  convexe)  est  publiée  dans  ce  Tome  du  Journal,  l'auteur 
rattache  ses  recherches  aux  travaux  antérieurs  sur  la  réduction  des  formes 
quadratiques  positives  et  spécialement  aux  recherches  de  Lejeune-Dirichlet 
et  Hermite,  sur  les  propriétés  des  systèmes  de  nombres  entiers  qui  représentent 
le  minimum  de  la  forme 


12<v 


dans  l'ensemble  des  valeurs  entières  des   x,  la    forme  quadratique    'SZai,xixi 
étant  positive  et  oc,,  ».„   ...,   in  des  paramétres  arbitraires  quelconques. 
Lejeune-Dirichlet  et  Hermite  ont  démontré  le  théorème  suivant  : 
Les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  l'inégalité 

ax"-  -1-26  xy  -+-  cy-  -+-  2ax  -\-  2$y  =  o 

subsiste  pour  toutes  les  valeurs  entières  des  X  et  y,  se  ramènent  en  général 
à  six  inégalités 

al\+  ibltmi ±cm\  —  2(al;+  pi»,.)>o        (i  =  1,  1,  3), 

où  les  systèmes  de  nombres  entiers  (/,,  mc)  ne  dépendent  que  des  coefficients 
a,  b,  c. 

Si  l'on  regarde  2,  fs  comme  les  coordonnées  d'un  point  dans  un  plan  ces 
six  inégalités  définissent  un  hexagone  formé  de  trois  couples  d'arêtes  paral- 
lèles. Cet  hexagone  jouit  de  deux  propriétés  importantes  : 

t.  Il  existe  un  groupe  de  translations  de  l'hexagone  à  l'aide  desquelles  tout  le 
plan  est  couvert  par  les  hexagones  congruents. 

II.  Chaque  forme  quadratique  positive  binaire  peut  être  transformée  en  une 
forme  équivalente  (a,  b,  c)  satisfaisant  aux  conditions 

a  —  6  ï:  o,         è^o,         c  —  6Ï0, 

L'hexagone  correspondant  à  la  forme  (a,  b,  c)  dans  le  cas 
a  —  6  >  0,         è  >  o,        c  —  6  >  o 

est  caractérisé  par  les  systèmes  (1,  0),  (0,  1),  (1,  —  1). 

Eu  partant  de  ces  résultats,  on  peut  exposer  du  nouveau  point  de  vue  suivant 
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If  problème  de  réduction  des  formes  quadratiques  positives.  Ce  problème 
consiste  en  une  partition  uniforme  de  l'ensemble  des  formes  quadratiques 
positives  à  l'aide  des  domaines  de  formes,  déterminés  à  l'aide  d'inégalités  li- 
néaires et  jouissant  de  la  propriété  que  chaque  substitution  à  coefficients 
entiers  et  à  déterminant  ±i  ne  change  pas  l'ensemble  (D)  de  ces  domaines. 
Ko  partageant  l'ensemble  (  D  )  en  classes  de  domaines  équivalents  et  en  choi- 
sissant les  représentants  de  toutes  les  classes  D,D,,  ...,  D,:1_L,  on  appellera 
réduites    les    formes  quadratiques  qui  appartiennent  à   ces  domaines. 

Dans  le  Mémoire  actuel,  l'auteur  se  borne  à  l'étude  des  domaines  de  formes 
quadratiques  qu'on  obtient  en  généralisant  les  résultats  exposés  tout  à  l'heure 
des  recherches  de  Lejeune-Dirichlet  et  d'Hermite.  L'hexagone  peut  alors  être 
remplacé,  pour  les  formes  quadratiques  positives  à  n  variables  --",,  X, Xj, 
par  un  polyèdre  convexe  de  l'espace  à  n  dimensions,  celui  dont  les  points  (ot,) 
satisfont  aux  inégalités 

y  V  arXiX-  +  2^    «,•*,•£  O. 

inégalités  qui  doivent  être  vérifiées  pour  toutes  les  valeurs  entières  des  varia- 
bles x.  Ce  polyèdre  R  peut  être  déterminé  par  un  nombre  fini  d'inégalités 
linéaires,  et  ce  nombre  ne  dépasse  pas  3(2"  —  1).  les  faces  de  ces  polyèdres 
sont  deux  à  deux  parallèles,  d'où  le  nom  de  paralléloèdres  que  l'auteur  leur 
attribue. 

Les  paralléloèdres  possèdent  une  des  propriétés  des  hexagones  île  Lejeune- 
Dirichlel  :  il  existe  un  groupe  de  translations  d'un  paralléloèdre  R  à  l'aide 
desquelles  on  remplit  uniformément  l'espace  analytique  à  n  dimensions  par 
les  paralléloèdres  congruents. 

On  appelle  paralléloèdre  primitif  un  paralléloèdre  dont  les  sommets  sont 
tous  simples,  c'est-à-dire  n'appartiennent  qu'à  n  —  1  paralléloèdres  congruents. 
L'auteur  ne  s'occupe  que  des  paralléloèdres  primitifs. 

Le  reste  de  l'introduction  est  consacré  aux  résultats  qui  se  trouveront  déve- 
loppés  dans  la  deuxième  Partie,  non  encore  publiée,  du  Mémoire. 

Section  t.  Propriété  générales  des  paralléloèdres.  —  Un  polyèdre 
convexe  de  l'espace  à  »  dimensions  est  défini  par  un  ensemble  de  points  borné 
et  a  /1  dimensions,  vérifiant  un  système  d'inégalités  linéaires.  A  chaque  som- 
met d'un  polyèdre  convexe  R  on  peut  faire  correspondre  par  corrélation  un 
domaine  \  à  n  dimensions  (qui  est  le  supplémentaire  de  l'angle  polyèdre 
correspondant  de  R);  ces  domaines  A  remplissent  uniformément  tout  l'espace. 

Si  l'on  applique  à  un  polyèdre  R  les  translations  (X,,  À,,  ...,  ).„)  °" 


Z  'A. 


les  /,  désignant    des    entiers   arbitraires,  (a,,  i,  i/v.  ) a  ,,  j  m    translations 

données,  on  obtient  un  ensemble  (  R  ) de  polyèdres  congruents.  Cet  ensemble  (R) 
partage  uniformément  l'espace  s'il  satisfait  aux  conditions  suivantes  : 

Tout  point  de  l'espace  appartient  au  muni-  à  un  polyèdre  de  l'ensemble  (  R  ). 

In  point  intérieur  .1  une  face  P(v)  d'un  polyèdre  de  l'ensemble  (R)  n'ap- 
partient qu'aux  polyèdres  de  l'ensemble  (  R  )  qui  sont  contigus  par  la  face  P(  v  ). 

Un  polyèdre  R  qui  possède  un  groupe  de  translations  satisfaisant  aux  condi- 
tions précédentes  s'appelle  un  paralléloèdre. 
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Parmi  les  vecteurs  qui  définissent  les  translations  du  groupe,  on  peut  tou- 
jours en  clioisir  n  dont  le  déterminant  soit  différent  de  zéro  et  égal  a  l'inté- 
grale  /  dxxdx.i  ...  dxn  étendue  au  polyèdre  R. 

Les  faces  à  « —  i  dimensions  d'un  paralléloèdre  sont  deux  à  deux  parallèles; 
chaque  face  à  v  dimensions  d'un  paralléloèdre  appartient  au  moins  à  n  -+-  i  — v 
paralléloèdres  congruents:  elle  est  simple  si  elle  appartient  exactement  à 
»+i  — v  paralléloèdres. 

Ln  paralléloèdre  primitif  est  un  paralléloèdre  dont  toutes  les  faces  sont 
simples  :  il  suffit  pour  cela  que  les  sommets  soient  simples. 

Section  II.  Propriétés  fondamentales  des  paralléloèdres  primitifs.  —  11 
existe  n  -■-  i  arêtes  des  paralléloèdres  de  l'ensemble  (  H  )  enntigui-s  par  un  même 
sommet  de  ces  paralléloèdres. 

On  peut  donner,  aux  équations  qui  définissent  les  sommets  d'un  paralléloèdre 
primitif,  une  forme  canonique,  ainsi  qu'aux  inégalités  qui  définissent  le  parallé- 
loèdre. L'auteur,  pour  démontrer  ce  théorème,  se  sert  d'une  analyse  assez 
longue. 

L'existence   d'une   forme    canonique   lui    permet    d'introduire    une    fonction 

V  (  jr, ,  x.,. /'„.  /.,.    ...,\J  définie  pour  tout  point  de  l'espace  et  pour  loin 

vecteur  (/.,)  qui  définit  une  translation  du  paralléloèdre  H  en  un  paralléloèdre 
principal  R„.  Cette  fonction  est  définie  pour  chaque  paralléloèdre  de  proche  en 
proche  :  elle  e-l  dans  chaque  paralléloèdre  une  fonction  linéaire  des  x  (dont 
les  coefficients  dépendent  des  X);  l'auteur  démontre  ce  théorème  fondamental 
que  celte  fonction  est  bien  définie  en  tout  point  de  l'espace. 

Si  deux  vecteurs  (),,  )  et  (À/°M  caractérisent  deux  paralléloèdres  K  et  K  "  de 
l'ensemble  (R),  on  a,  pour  tout  point  xL  intérieur  à  K     ,  l'inégalité 

\  (x„  x2,  . . .,  xn,  X,,   . . .,  "/.„)  >  V(xx,  x. r„.  "/. ," \*   ). 

Ce  théorème  permet  de  caractériser  chaque  paralléloèdre  R  "  ,  défini  par  le 
vecteur  (V/1),  comme  l'ensemble  des  points  vérifiant  l'inégalité 

V(.r,.  x_ c,„  X„  ....  XJ  >  V(.r,.  x. r„,  a," X<»)  i, 

et  cela  quel  que  soit  le  vecteur  ( >,,)  du  groupe. 

Si  le  groupe  G  des  translations  de  l'ensemble  (R)  possède  une  base  formée 
de  n  vecteur-  (-  ,j (",„)>  ,out  vecteur  (Xr)  du  groupe  G  est  de  la  forme 

Si  alors  on  pose 

V(^„  xv  ...,  xn,  *u,  . . . ,  -lTl)  =.pn+  y   p,kx,        (k  =  1,  . . .,  n), 

s  =  t 

a,  —  ,     h  P,u 
on  a  la  formule 

V(x,,x. E„,  >.,.  X„   ...,  "/,„) 


=2]  m  Pn  -  \  y,  p*  *.«  ^  p.i  *>  )  ■+-  ;  x 

*=1     \  .«=1  J=i  /  .t=l 
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La  somme  Sof\  est  une  forme  quadratique  des  variables  entières  /,,  /,.  ...,  /„; 
cette  forme  quadratique  est  positive. 

Si  l'on  effectue  sur  le  paralléloèdre  primitif  R  une  substitution  linéaire,  la 
forme  quadratique  -a,\  est  transformée  en  une  forme  quadratique  équiva- 
lente. On  obtient  ainsi  un  ensemble  de  paralléloèdres  primitifs  qui  est  parfai- 
tement déterminé  par  une  classe  de  formes  quadratiques  positives  équivalentes, 
à  condition  qu'un  ne  considère  pas  comme  différentes  deux  formes  quadratiques 
à  coefficients  proportionnels. 

Section  III.  Détermination  des  paralléloèdres  à  l'aide  des  formes  quadra- 
tiques positives.  —  Toute  forme  quadratique  positive  £a;, xfXj  délinit  un 
polyèdre  convexe  R  comme  l'ensemble  des  points  (a,)  vérifiant  les  inégalités 


I2N 


V  a. 


quelles  que  soient   les   valeurs    entières  de   xn  x3,   ....  xn.  Ces  inégalités,  en 
nombre  infini,  peuvent  être  remplacées  par  un  nombre  fini  d'inégalités 


II 


Va   /  /  +  2  V  a,./.>o; 


/,,  / ,/„  désignent  un  système  d'entiers  fournissant,  pour  la  forme  qua- 
dratique Sa,  i(  .t^,  un  minimum  par  rapport  à  tous  les  systèmes  d'entiers 
congrus  au  système  (/,)  suivant  le  module  2  ;  de  plus,  les  systèmes  (/,)  et  (—  /;) 
sont  les  seuls,  parmi  tous  ces  systèmes,  qui  fournissent  ce  minimum.  Le  nombre 
des  inégalités  indépendantes  ainsi  obtenu  ne  dépasse  pas  i(  2"  —  1). 
Si  l'on  effectue  les  translations  de  R  le  long  des  vecteurs 

\  =  -  V  an  lr 

où  les  l:  sont  des  entiers  arbitraires,  on  obtient  un  ensemble  (R)  de  polyèdres 
congruents  qui  remplissent  uniformément  tout  l'espace. 

L'auteur  indique  un  algorithme  pour  la  recherche  du  minimum  de  la 
forme  ES  a,  xt  x  H-  2  Sa,  x,  dans  l'ensemble  des  valeurs  entières  de  x. 

Enfin,  il  étudie  les  propriétés  des  systèmes  de  nombres  entiers  qui  caracté- 
risent les  faces  à  n  —  1  dimensions  du  paralléloèdre  correspondant  a  la  forme 
quadratique  donnée.  Ces  systèmes  donnent  toutes  les  représentations  du  mini- 
mum arithmétique  de  la  forme.  De  plus,  tous  les  déterminants  qu'on  peut 
former  avec  n  de  ers  systèmes  ne  dépassent  pas  en  valeur  numérique  la 
limite  n\. 

Sturm  {Rudolf).  —  Remarque  sur  le  Mémoire  de  Crémona  relatif 
aux  surfaces  de  troisième  ordre.  (288-298). 

Dans  le  troisième  Chapitre  du  Mémoire  de  Cremona  paru  dans  le  même 
Journal  (t.  LXVIII,  p.  i-i33),  le  géomètre  italien  démontre  certaines  proposi- 
tions relatives  à  un  complexe  symétrique.  Bien  que  Cremona  ne  fasse  pas 
d'hypothèse  particulière  sur  ces  complexes  symétriques,  les  propositions  ne 
sont  vraies  que  si  ces  complexes  sont  formés  par  les  deuxièmes  polaires  d'une 


;r*  lfW4ie 
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surface  fondamentale.  L'auteur  donne  des  théorèmes  de  Cremona  une  démon- 
stration rigoureuse. 

Réthy  (Moritz).  —  Sur  l'instabilité  d'un  point  matériel  dans  un 
milieu  résistant.  (299-807  I. 

L'auteur  généralise  de  la  façon  suivante  un  théorème  de  M.  Fejér  : 
Soit  un  point  matériel  mobile  dans  un  milieu  résistant  et  soumis  à  une  force 
dont  le  potentiel  U  présente,  en  un  point  G,  un  minimum  isolé,  le  premier 
terme  non  nul  U2„  du  développement  de  U  en  série  de  Taylor  étant  une  forme 
définie  positive.  La  résistance  du  milieu  est  supposée  découiposable  en  une 
composante  /(r)  directement  opposée  à  la  vitesse,  et  une  composante  X—  di- 
rigée suivant  la  normale  principale  à  la  trajectoire.  Le  point  G  est  alors  une 
position  d'équilibre  instable  du  point  matériel  si  ),,  pour  des  valeurs  suffisam- 
ment petites  de  1',  reste  inférieur  à  un  certain  nombre  fixe;  si,  de  plus  _/"(  t> ), 
s'annulant  pour  v  =0,  jouit  de  la  propriété  que  ' — —  ou  bien  croit  indéfini- 
ment quand  v  tend  vers  zéro,  ou  bien  reste  inférieur  à  un  certain  nombre  fini 
pour  v  suffisammenl   petit. 

L'auteur    démontre    encore    un    autre  théorème    analogue   et    un    peu    plus 
général. 

Rémoundos    (Georges).    —    Sur  quclijuc-s   transformations   des 
équations  différentielles  du  premier  ordre.  (.508-.J12). 

L'auteur  considère  l'équation  différentielle 

dy  _   P(x,y) 
dx        Q  (  x,  y  ) 

<jù  I*  et  O  désignent  des  fonctions  uniformes  par  rapport  à  x  et  polynômes  par 
rapport  à  y.  Si  )',,  y.,  _>',  sont  trois  solutions  particulières  de  cette  équation, 
la  transformation 

y  -  -  y :  y,  —  y*  _ 
y  -  y>  y,  —  y*  ~ 

fait  disparaître  tous  les  zéros  mobiles  et  tous  les  infinis  mobiles  de  la  solution 
générale.  De  plus,  les  zéros  et  infinis  1  lives)  qui  restent  sont  en  nombre  fini. 
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Zoretti  {Ludovic).  —  Sur  les  fonctions  analytiques  uniformes  qui 
possèdent  un  ensemble  parfait  discontinu  de  points  singuliers. 

(,-5i). 

(')  Voir  Bulletin,  t.  XXXI,  p.  5. 

Bull,  des  Sciences mathém.,  2   série,  t.  XXXV.  (  Février  1911.)  I!.  1 


i8  SECONDE   l'A  IV  II  i:  - 

Le  Chapitre  I  est  consacré  à  la  théorie  île-  ensembles  parfaits  plans.  Un 
ensemble  parfait  est  un  ensemble  idi  ntigue  à  snn  dérivé.  L'auteur  donne  d'abord 
une  construction  générale  de  ces  ensembles.  On  peut  les  obtenir  en  excluant 
d'un  cercle  C  les  points  qui  sont  situés  à  l'intérieur  d'un  des  cercles  d'une 
minuté  dénombrable  de  cercles. 

Il  y  a  lieu  surtout  d'établir  la  distinction  entre  les  ensembles  parfaits  con 
tinus  et  discontinus. 

On  appelle  continu  un  ensemble  tel  qu'étant  donnés  deux  points  de  l'ensemble 
et  un  nombre  :,  on  peut  trouver  une  succession  de  points  de  l'ensemble,  i  ion 
tenant  ces  deux  points,  tels  que  la  disl ;e  de  deux  points  consécutifs  soit  infé- 
rieure à  s,  et  cela  quel  que  soit  t.  Si,  pour  deux  points  au  moins  de  l'ensemble, 
cette  propriété  n'a  pas  lieu,  l'ensemble  est  dit  discontinu.  Un  ensemble  parfait 
est  partout  discontinu  quand  la  propriété  précédente  n'a  lieu  pour  aucun 
couple  de  deux  points. 
Relativement  à  ces  ensembles  l'auteur  établit  les  deux  théorèmes  suivants: 
La  somme  d'une  infinité  dénombrable  d'ensembles  discontinus  ne  peut 
contenir  une  portion  continue. 

Étant  donné  un  ensemble  partout  discontinu,  on  peut  trouver  une  ligne 
h  nont  tous  les  points  de  /'ensendi/c. 

Le  Chapitre  II  est  consacré  à  l'étude  des  fonctions  analytiques. 

L'ensemble  des  points  singuliers  d'une  fonction  uniforme  peut  affecter  l'une 
des  trois  formes  suivante-  : 

i"  11  est  dénombrable  :  il  contient  alors  des  points  isolés 

■2"  Il  contient  un  ensemble  parfait,  mais  aucun  ensemble  continu  : 

'•"  Il  contient  des  ensembles  continus,  lignes  ou  aires. 

Si  l'on  considère  un  point  singulier  donné,  on  peut  l'entourer  d'un  cercle  dont 
on  fait  tendre  le  rayon  vers  zéro.  Les  points  singuliers  situés  à  l'intérieur  de  ce 
cercle  rentreront  dans  l'une  de-  trois  calégories  précédentes.  Suivant  les  cas  on 
dira  alors  que  le  point  considéré  appartient  à  un  ensemble  dénombrable.  dis- 
continu ou  continu.  Cela  posé,  l'auteur  établit  le  théorème  suivant  qui  fait  le 
principal  objet  de  son  .Mémoire  : 

Etant  donnée  une  fonction  uniforme  qui  dans  une  aire  1  admet  un  point 
singulier  faisant  partie  d'un  ensemble  discontinu  île  singularités,  la  fonc- 
tion est  certainement  discontinue  en  quelque  point  de  cette  aire. 

Autrement  dit  ce  point  est  un  point  transcendant  essentiel  ou  un  point  limite 
de  points  essentiels. 

Dans  le  Chapitre  III  l'auteur  applique  ce  théorème  fondamental  aux  équations 
différentielles.  En  particulier,  il  résout  le  problème  suivant  posé  par  M.  Pain- 
levé  : 

Étant  donnée  une  équation  du  premier  ordre  algébrique  en  y',  y  et  x, 
étudier  le  cas  où  toute  intégrale  j  I  x  i  est  une  fonction  à  n  branches  au 
plus. 

Saltykow  I  V.).  —  Etude  sur  les  transformations  infinitésimales, 
i  53-76). 

L'auteur  étudie  les  rapports  qui  existent  entre  les  transformations  infinitési- 
males, les  facteurs  intégrants  et  les  53  stèmes  canoniques  de  Liou>  ille  coi  respon- 
d.uii  aux  équations  différentielles  ordinaires  ou  totales. 
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Si  l'on  prend  d'abord  l'équation 

1  1  1  ily  =  X  dx, 

\  étant  une  fonction  île  x  et  y,  un  facteur  intégrant  y  est  égal  à  — -  •   1    étant 
solution  de  l'équation  aux  dérivées  partielles 

dx  a  1  ' 

d'autre  part,  p  satisfait  à  l'équation 

£+X£ +  £/,=  «,. 

"'  <>y       ày 

En  posant 

ll=\/.. 

cette  équation  aux  dérivées  partielles  esl  équivalente  au  système  canonique  de 
Liouville 

il  v  —  — dx.  dp  — -dx* 

dp  Oy 

Son  alors 

uf  —  r,  — 
dy 

une  transformation  infinitésimale  de  l'équation  (1).  On  en  déduit  que 

yp  -  i> 

•■-t   une  intégrale  du  système  canonique  de  Liouville. 
Si  l'on  prend  une  équation  aux  différentielles  totales 

I,  =  m 

(  •  1  ote=  V  \.  dt  . 

Il  =  l 

le  facteur  intégrant  p  satisfait  auv  équations 

àth  iix       <ix 

cl  ~i  l'on  pose 

celle  équation  est  équivalente  au  systê anonique 

V  dlit    ,  ,  v  <M,     , 

dx  =  >    — -  dt, ,         dp  =  —  y    — ■  dt. . 
—    dp        ''  '  — -    dx 

Toute  transformation  infinitésimale 
di c  l'intégrale 
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du  système  de  Liouville  généralisée.  On  en  déduit  que  toute  équation  aux 
différentielles  totales,  admettant  une  transformation  infinitésimale,  s'in- 
tègre par  une  quadrature. 

Si  l'on  prend  un  système  de  n  équations  différentielles  ordinaires 

(3)  dxi=\</t. 

où  Y  est  une  fonction  de  /,  x„  x.s,  ....  xn,  un  système  de  n  facteur^  inté- 
grants de  Jacobi />,,  p2,  ...,  pn  satisfait  au\  équations 


(4,  fi+yv^+y^ 

lit       _    '  âxk      —  d^ 


/>■  = 


(■"•) 

et  si  I  mi  pose 

les  équations  (3),  ('i),  (."))  se  ramènent  au  système  canonique  de  Liouville 
(G)  dx^^-dt,  dpt  =  -^-dt. 

cy.  «te 


=  V,^=Ye 


esl  une  transformation  infinitésimale  des  équations  (3),  Vf  est  une  intégrale  du 
sj  stème  de  Liou\  ille. 

L'auteur  élend  ces  résultats  aux  systèmes  d'équations  aux  différentielles 
totales. 

L'auteur  examine  ensuite  le  cas  où  les  équations  (3)  admettent  un  groupe 
de  transformations  infinitésimales  en  involution  et  il  indique  le  parti  qu'on  peut 
en  tirer  pour  arriver  à  l'intégration  de  ces  équations. 

Duhem  {P.).  —   Sur  l'équilibre  de  température  d'un  corps  in- 
variable  el  la  stabilité  de  cel  équilibre,  i  7 7-94  ) - 

M.  Duhem  suppose  que  chacun  îles  éléments  qui  composent  le  corps  est  inva- 
riable de  forme  et  de  position  el  que  son  état  esl  .entièrement  déterminé  par  sa 
température  T.  Si  S  est  un  élément  superficiel  du  corps,  a.  h,  c  les  cosinus 
directeurs  d'une  demi-normale  à  cet  élément,  la  quantité  de  chaleur  qui  tra- 
verse cet  élément,  dans  un  temps  dl,  dans  le  sens  de  celte  demi-normale,  est 
donnée  par  la  formule 

d<)  =  -  (  a/\  +  bfi    -  cf.  1  ds  dl, 
où  /,./,,/.  sont  définis  par  les  égalités 


f        K       ' 

1  (IX 

,    "1            .    "T 

-  c h  c,  — , 

r.'l                          -    ÔS 

-    ■  :;' 

K   '"     '    C   dT 

"     s  ày  ~"~     '  ds  ' 

f.        C t-C, K,  —  • 

■  •  )  r  '01-  il  : 
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En  général,  les  six  quantités  K,,  K„  Kr  C,,  C2,  C,  sont  des  fonctions  de   c,   i 
z,  T.  L'auteur  examine  le  cas  où  ces  expressions  ne  dépendent  pas  de  T. 

Si  alors  on  suppose  que  tous  les  points  de  la  surface  qui  limite  le  corps  soient 

maintenus  à  une  même  température  T u  encore  que  certaines  parties  de  la 

surface  'oient  imperméables  à  la  chaleur  et  les  autres  maintenues  à  la  tempé- 
rature li\e  T0,  il  est  clair  que  l'équilibre  thermique  sera  établi  si  l'on  donne  à 
tous  les  points  du  corps  la  température  fixe  T,.  Cet  équilibre  thermique  est-il 
stable  ? 

L'auteur  précise  d'abord  le  sens  de  cette  expression.  Soient 

9  =  T  —  T„, 
6„  la  valeur  initiale  de  0.  On  considère  les  deux  intégrales 


fi\dv,       3  =  fpdv, 


étendues  à  tous  les  éléments  du  système.  Cela  posé,  l'équilibre  thermique  sera 
dite  stable,  si  A  étant  un  nombre  positif  arbitrairement  choisi,  il  est  possible 
de  trouver  un  autre  nombre  positif  A,  tel  que  la  condition 

3.  <  \ 
enlraine  la  condition 


M.  Duhem  arrive  alors  au  résultat  suivant  : 

Si  la  sur/ace  qui  borne  un  système  invariable  est  ou  bien  maintenue  à  une 
température  uniforme  et  constante,  ou  bien  imperméable  à  la  chaleur,  ou 
bien  encore  si  elle  se  partage  en  régions  soumises  les  unes  à  la  première 
condition  et  les  autres  à  la  seconde,  pour  que  l'équilibre  thermique  soit 
stable  sur  ce  système,  il  faut  et  il  suffit  que  la  forme  quadratique 

l'(.\,  Y,  Z)  =  KlX'+  K,YS+  K3Z2+2CjXY+2C,YZ  +  -2C1ZX 
soit  une  forme  définie  positive. 

Ermctkoff  (IV.).   —  Calcul  des  variations  d'après  Weierstrass. 
(97"l37)- 

Les  recherches  de  Weierstrass  sur  le  calcul  des  variations  l'ont  conduit  à  un 
résultat  très  important;  il  a  montré  que  l'accroissement  total  d'une  intégrale 
peut  être  exprimé  par  une  intégrale  prise  le  long  d'un  chemin  infiniment 
voisin.  Le  maximum  et  le  minimum  dépendant  alors  du  signe  d'une  certaine 
fonction  que  l'auteur  appelle  fonction  de  Weierstrass.  Toutefois,  ce  résultat 
suppose  la  continuité  de  certaines  fonctions  sur  ce  chemin  infiniment  voisin.  II 
y  a  donc  lieu  d'étudier  ces  cas  douteux. 

L'auteur  appelle  chemin  de  Lagrange  un  chemin  qui  satisfait  aux  équations 
différentielles  de  Lagrange.  Si  l'on  veut  trouver  le  minimum  de  l'intégrale 


(2) 


/ /(.&<?,  y  )rf-r. 


2  SECONDE  PARTIE, 

le  chemin  de  La  g  range  c-t  défini  par  l'équation  différentielle 

(a)  ±(ÈL)=Ûf. 

1  '  dx  '  .1.1  '      «iy 

Si  l'on  cherche  le  minimum  de  l'intégrale 

ff[   :  .   1  ,    -,  y.  S'  )  ./.;'. 
le  chemin  de  Lagrangc  est  défini  par  les  équations 

dx\dy'l    '  dy'         dx\dz')       àz' 
Si 

y  =  P(x,y,a) 

est  une  intégrale  première  de  l'équation  (2),  la  variable  de  l'intégrale  (i)  est 
l'intégrale 

/   |/'  ''■.'..>    )-f(x,y,p)-{y'-p)^Adx, 

prise  sur  un  chemin  infiniment   voisin  du  chemin  de  Lagrangc. 

La  fonction  p( x,y,  a  ),  qui  est  une  intégrale  intermédiaire  de  l'équation     i), 

peut  avoir  des  i its  critiques;  <ui  appelle  point  critique  un  point  où  plusieurs 

valeurs  d'une  fonction  multiforme  deviennent  égales.  L'ensemble  de-  points 
critiques  forment  une  ligne. 

.Si  la  ligne  critique  traverse  le  chemin  de  Lagrangc,  le  maximum  et  le  mini- 
mum dépendent  du  règne  de  la  fonction  de  Lagrange. 

Si  la  li^ne  critique  ne  traverse  pas  le  chemin  de  Lagrange,  le  maximum  et  le 
minimum  restent  douteux,  même  si  la  fonction  de  Weierslrass  conserve  un 
signe  constant. 

L'intégrale  intermédiaire  peut  avoir  nu  point  à  indétermination,  c'est-à-dire 
un  point  où  la  valeur  de  la  fonction  dépend  du  chemin  qui  conduit  à  ce  point. 

Si  le  chemin  de  Lagrange  contient  un  | t  d'indétermination,  le  maximun  et 

le  minimum  de  l'intégrale  (i)  restent  douteux. 

Parmi  les  courbes  intégrales  de  l'équation  (2)  on  considère  toutes  celles  qui 
passent  par  nu  p t  donné     ■',   .>      :   l'équation  de  ces  courbes  est  de  la  forme 

1         -    X,  11  I, 
d'où 

1        T  '  ''•  «  )• 

et  en  éliminant  a  entre  ces  ilen\  équations  on  a 

y'=p{x,y). 

En  se  servant  de  cette  intégrale  l'auteur  élucide  le  cas  douteux  des  points 
critiques.  Tout  point  critique  de  la  fonction  p  est  dit  conjugué  au  point 
initial  (xc,  y,,). 

Au  delà  d'un  point  conjugué  il  n'existe  ni  maximum  ni  minimum . 
Deux    pinots   sont   dits  opposés  si   les  courbes  de  Lagrange  passant   par  ces 
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doux  point*  dépendent  d'une  constante  arbitraire.  En  un  point  opposé  au  point 
initiai  :  x  .  i-„  .   la  fonction  p ( x,  y  )  est  indéterminée. 

La  valeur  de  l'intégrale  (i)  prise  le  long  d'un  chemin  de  Lagrange  entre 
deux  ]ioi?its  opposes  est  la  mérite  pour  tous  ces  chemins. 

Si  un  chemin  de  Lagrange  contient  deux  points  opposés,  l'intégrale  prise 
le  long  d'un  tel  chemin  n'es/  ni  maxima  ni  minima. 

Ces  résultats  s'étendent  au  cas  le  plus  général  du  calcul  des  variations. 

Weierstrass  a  appelé  l'ut  lentioti  sur  ce  fait  que  les  maxima  ou  minima  peu- 
vent être  forts  ou  faibles.  Si  le  chemin  de  Lagrange  et  le  chemin  infiniment 
\'.i-in  sont  iris  qu'aux  points  correspondants  l'angle  des  tangentes  est  infini- 
ment petit,  le  maximum  ou  le  minimum  est  dit  faible;  si  ces  tangentes  forment 
des  angles  fini-,  le  maximum  ou  le  minimum  sont  dit  forts.  Il  va  sans  dire  que. 
s'il  exisie  un  maximum  fort,  il  existe  également  un  maximum  faible,  omis  la 
réciproque  n'est  pas  exacte. 

Les  cas  où  il  n'\  a  ni  maximum,  ni  minimum,  même  si  la  fonction  de 
Weierstrass  conserve  un  signe  constant  correspondant  aux  cas  où  le  chemin 
<lc  Lagrange  est  traversé  par  un  chemin  de  Lagrange  infiniment  voisin.  On  a 
donc  le  théorème  suivant: 

Si  un  chemin  de  I  ag  range  n'est  pas  travers,  par  ,les  chemins  de  Lagrange 
infiniment  voisins  passant  par  le  point  initial,  le  maximum  et  le  minimum 
relatifs  à  ce  chemin  dépendent  du  signe  de  la  fonction  de  Weierstrass. 
Dans  le  ras  contraire,  il  n'y  aura  ni. maximum,  ni  minimum,  même  dans  le 
ras  où  la  fonction  de  Weierstrass  conserve  un  signe  constant. 

Lebesgue\  II.  I.  —  Sur  1rs  fonctions  représenlables  analytiquement. 
(139-2  t6). 

Depuis  Dirichlet  et  Kiemann,  on  dit  que  y  est  une  fonction  de  /■  .  x  / 

lorsqu'il  y  a  correspondance  entre  un   nombre  y  et  des  nombres  x„  x ..   ,..,  > 
sans  se  préoccuper  du  procédé  qui  sert  à  établir  1  etle  correspondance.  Il  y  a 
lieu  de  rechercher  si   toute  fonction  peut    être  définie  par  des  correspondances 
analytiques. 

Il  n'est  pas  •vident,  a  priori,  qu'il  existe  des  fonctions  non  représentables 
analytiquement.  Ainsi  la  fonction  X(x),  qui  est  égale  à  un  pour  x  rationnel  et 
à  zéro  | r  x  irrationnel,  admet  la  représentation  analytique  suivante  : 

\(-r)  =    lim  T  lim  eos(m' >-.r)  "I. 


ni    I     lin 


Lorsq ;ertaines  conditions  très  simples  relatives  à  la  variation  de  la  fonc- 
tion sont  remplies,  on  peut  affirmer  que  la  fonction  est  représentable  analyti- 
quement. Ainsi  l'on  sait  que  : 

Toute  fonction  continue  n'ayant  qu'un  nombre  fini  de  maxima  et  de  minima 
est  représentable  par  la  série  de  Fourier; 

Toute  fonction  continue  est  représenlable  par  une  *érie  uniformément  con- 
vergente de  |m!i  nomes. 

Pour  étudier  le  problème  tic  la  recherche  des  fonctions  non  représentablcs 
analytiquement,  l'auteur  prend  comme  point  de  départ  la  classification  de 
M.  Bairc. 
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M.  Baire  considère  les  expressions  dans  lesquels  les  signes  +  et  X  ne  sonl 
appliqués  qu'à  des  constantes  et  aux  variables.  Ces  expressions  représentent 
donc  des  fonctions  qui  se  déduisent  des  polynômes  par  des  passages  répétés  à 
la  limite. 

M.  Baire  appelle  fonctions  de  classe  zéro  les  fonctions  partout  définies  qui 
sont  continues  par  rapport  a  l'ensemble  des  variables.  Les  fonctions  partout 
définies,  discontinues,  qui  sont  limites  de  fonctions  continues,  constituent  la 
classe  un. 

Les  fonctions  partout  définies,  qui  ne  sonl  pas  de  classe  un,  et  qui  sonl 
limites  de  fonctions  de  rlasses  o  et  i,  forment  la  classe  a,  et  ainsi  de  suite. 

Il  peut  exister  des  fonctions  qui  ne  rentrent  dans  aucune  classe  à  symbole 
entier  :  si  une  telle  fonction  est  la  limite  de  fonctions  a  symbole  entier,  on  dit 
qu'elle  appartient  à  la  classe  w,  etc.  On  voil  les  relations  qui  existent  entre 
cette  classification  el  les  nombres  transfînis  de  M.  Cantor. 

M,  Lebesgue  établit  l'existence  de  fonctions  de  toute  classe  et  l'existence  de 
fonctions  échappant  â  tout  mode  de  représentation  analytique. 


Jordan  (Camille).  —  Mémoire  sur  les  formes  qui 
suivant  un  module  première,  invariantes  par  une  su 
linéaire  di :e.  I  217-284)- 

Deux   entiers  congrus   suivant    le  dule  p  seront    considérés  ci 

pour  abréger  le  langage.  Deux  substitutions  linéaires  deux  foi 

regardées  comme  identiques  si  tous  leurs  coefficients  sont  égaux. 

Deux  formes  sont  dites  équivale/tics  (ou  de  même  type)  si  l'on 
de  l'une  à  l'autre  par  une  substitution   linéaire  opérée  sur  les  varia 

Si  l'on  donne  une  substitution   linéaire 

fi       1 ,  2,  . . . ,  n \ 
S       '  .r  .  Za,..x,  ! 

'  '  V  A     ■  1 .  ■■ n } 

elle-  admet  une  congruenec  caractéristique 


rai 
bslil 


iques 

ni  uni 


immc 

égaux 

-mes) 

se  ru  ut 

peut 

passeï 

blés. 

A  = 


(mod/>), 


qui  permet  de  ramener  la  substitution  à  une  forme  canonique. 

D'autre  part  les  formes  quadratiques  à  n  variables  dont  le  déterminant  n'est 
pas  congru  à  zéro  module/)  appartiennent    à   deux  «lasses,  correspondant  aux 

deux  valeurs 


du  caractère  quadratique  (  — 
1  /' 


L'auteur  donne  la  solution  des  questions  suivantes: 

i"  Une   substitution  .>   ( d />  )    étant    donnée,   quelles   sont    les    conditions 

nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'il  existe  des  formes  quadratiques  >i>  vi I/o 

de  discriminant  différent  de  zéro  (mod/>)  que  i  laisse  invariantes. 

y  Quelle  est  l'expression  générale  de  ces  formes  invariantes. 

;;  \  quels  types  simples  peut-on  les  réduire  par  les  changements  de  varia- 
bles qui  n'allèrent  pas  l'expression  de  s, 

i'  Quel  est  le  nombre  de  ces  types? 
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5°  Quel  est  le  nombre  des  formes  invariantes  distinctes  réductibles  à  chacun 
d'eux . 
6"  Quel  est  pour  chacun  d'eux  le  signe  du  caractère  quadratique  (  —  )  ou  l  —  )• 
En  particulier,  M.  Jordan  établit  les  théorèmes  suivants  : 

Tm  onÈME  I.  —  Les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  l'existence-  de 
formes  invariantes  <l>  sont  les  suivantes  : 

i"  A  chaque  racine  p  de  la  congruence  caractéristique  de  s  autre  que  -  i 
(  mod  /<  )  est  associée  une  racine  p   '  de  I"  même  congruence,  réciproque  de  p. 

2°  Les  deux  classes  c  et  c'  correspondant  à  ces  deux  racines  contiennent  le 
même  nombre  de  variables,  dont  la  répartition  en  séries  est  identique  dans 
les  deux  classes. 

■  '>•'  Si  la  congruence  caractéristique  admet  une  racine  égale  à  zh  î  (  mod  p  > 
la  classe  correspondante  c  sera  dite  singulière.  Groupons  ces  séries  en  sous- 
classes,  en  réunissant  ensemble  celles  où  le  nombre  des  variables  est  le 
même. 

Si  p  est  impair,  chaque  sous  classe  dont  les  séries  contiennent  nn  nombre 
pair  de  variables  sera  formée  d'un  nombre  pair  de  séries. 

Si  p  2,  chaque  sous-classe  dont  les  séries  contiennent  un  nombre  impair 
de  variables  sera  formée  d'un  nombre  pair  tle  séries. 

Théorème  II.  —  Les  formes  invariantes  *  appartiennent  toutes  au  même 
type,  si  la  congruence  caractéristique  de  s  ira  />as  de  racine  égale  à  ±  i 
(mod/;). 

Si  elle  admet  de  semblables  racines,  p  étant  impair,  le  nombre  des  types 
distincts  sera  2k,  I,  désignant  le  nombre  des  sous-classes  contenues  dans  les 
classes  singulières  et  dont  les  séries  sont  formées  d'un  nombre  impair  de 
variables. 

Si,  p  étant  égal  à  ->,  la  congruence  caractéristique  admet  la  racine  i. 
soient,  dans  chaque  classe  singulière.  I.  le  nombre  totale  des  sous-classes, 
k'  celui  des  sous-classes  formées  d'un  nombre  pair  de  séries,  contenant  cha- 
cune un  nombre  pair  de  variables,  le  nombre  des  types  distincts  sera  a*-1'.  31'. 

Boussinesq  (./.).  —  Calcul  du  pouvoir  refroidissant  des  courants 
fluides.  (285-332). 

L'auteur  étudie  le  refroidissement  d'un  solide  fixe,  au  sein  d'une  masse  fluide 
indéfinie,  animée,  dans  son  ensemble,  d'une  vitesse  uniforme  et  donnée  v. 

Si  la  vitesse  v  n'est  pas  très  petite,  les  filets  fluides  localement  déviés  par  le 
corps,  et  c|ui  sillonnent  sa  surface,  se  chauffent  à  son  contacl  et  transmettent  de  la 
chaleur  a  leurs  voisins,  sans  modification  appréciable  ni  '/es  trajectoires,  ni 
des  vitesses  d'écoulement,  par  les  variations  modérées  de  la  température 
L'Hydrodynamique  ordinaire  permet  de  déterminer  (/  part  le  mouvement 
visible  et  il  reste  a  intégrer  l'équation  de  Fourier  qui  donne  la  distribution  de 
la  température. 

Le  résultat  pratique  de  celte  analyse  esl  le  calcul  de  la  quantité  totale  de 
chaleur  enlevée  au  corps  par  le  courant  (luide  dans  l'unité  de  temps;  cette 
quantité  est  le  pouvoir  refroidissant  du  courant  sur  le  corps. 

Celte  théorie  suppose  atteint  un  étal  permanent,  même  calorique,  du  courant 
fluide;  s<>it  alors  6P  l'evces  de  température  de  inu>  les  points  de  la  surface  par 
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rapport  a  l'ensemble  île  la  masse  fluide.  Lepouvoir  refroidissant  peut  se  mettre 
sous  la  fi  mu 

Kse„, 

S  étant  l.i  surface  totale  du  corps,  K  est  appelé  la  conductibilité  extérieure 
fictive  iln  corps.  Cette  caractéristique  K  du  pouvoir  refroidissant  ne  dépend  pas 
de  l'excès  -le  température  <J„:  elle  varie  proportionnellement  aux  racines  carrées 

de   la   c Luctibilité  intérieure  du   courant,  de  sa   capacité  calorifique,   de   sa 

vitesse  Y  et  enfin  en  raison  inverse  de  la  rat  no'  carrée  du  parcours  moyen  des 
filets  tl  11  î îles  sur  le  corps. 

I  e  '  lefficicnl  de  cette  multiple  proportionnalité  dépend  de  la  forme  du  corps 
cl  de  son  orientation  dans  le  courant. 

L'auteur  examine  les  cas  suivants: 

Cylindre  dont  l'axe  est  normal  au  courant  : 

'  orps  de  révolution  dont  l'axe  est  parallèle  au  courant;  applications  à  la 
sphère,  a  l'ellipsoïde,  au  plateau  circulaire,  a  uni-  aiguille. 

L'aulcui  étudie  aussi  le  cas  d'un  corps  convexe  quelconque  et  le  cas  de  l'el- 
lipsoïde a   ixes  inégaux 

Pépin  i  Le  I1.  i  —  Relations  qui  existent  entre  les  formes  quadra- 
tiques de  ilcn\  déterminants  l>  ri  \)r-  <  Disquisition.es.  nos  213 
et  214).  i  333-3  ji>  i. 

Soient /(a,  b,  c)  une  forme  de  déterminant  D,  (a,  fi,-,',  6    une  substitution  qui 

la  transforme  dans  la  foi I      \.  B,  C    :  on  dit,  d'après  Gauss,  que  la  forme/ 

renferme  la  forme  !•',  proprement  si 


esl  positif,  improprement  dans  le  cas  contraire;   le  déterminant  de  la  forme  F 
est   De?. 

Soil  i    positif,  décomposons  <!<■  toutes  les  manières  possibles  e  en   un  prodail 
de  deux  Lu  leurs,  dont  l'un  peut  être  égal  à  l'unité 


\  chacune  des  décompositions  e  —  mn  faisons  correspondre  les  m  formes  qui 
se  déduisent  de  f  par  les  substitutions  [m,  k,o,  n)  où  K  prend  le-  valeurs,  o,  i, 


Désignons  par  il  L'ensemble  des  formes  ainsi  obtenues;  toutes  ces  formes  de 
déterminant  De'  -mit  renfermées  dan-  /'.  mais  elles  n'appartiennent  pas  tou- 
jours a  des  i  lasses  différentes. 

Cela  posé  l'auteur  établit  1rs  résultats  suivants: 

Si  lu  forme  I  est  renfermée  dans  lu  forme  /".  elle  est  proprement  équi- 
valente u  quelque  forme  du  croupe  il. 

Réciproquement  : 

Si  lu  fur  me  I  est  équivalente  <i  îles  formes  «l>,  <l>  .  *",  . . .  du  groupe  12.  lu 
forme  J  renferme  la  forme  F  et  l'onpeut  trouver  toutes  les  substitutions  qui 
transfoi  ment  t  m  F. 
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Jouguet.  —  Sur  la  propagation  des  réactions  chimiques  dans  les 
gaz.  (34;-425). 

On  sail  que  les  ondes  se  divisent  en  deux  grandes  catégories,  ondes  de  choc 
et  ondes  ordinaires,  suivant  qu'il  se  présente,  sur  leur  front,  une  discontinuité 
dans  la  vitesse  ou  dans  les  accélérations  des  divers  ordres.  On  a  cherché  a 
expliquer  l'onde  explosive  par  les  ondes  de  choc.  Cette  interprétation  repose 
sur  l'extension,  aux  fluides  qui  sont  le  siège  de  réactions  chimiques,  des  lois 
trouvées  pour  ceux  où  il  ne  s'en  produit  pas. 

Pour  constituer  une  véritable  théorie,  il  était  nécessaire  d'introduire  dans  la 
question  des  principes  nouveaux.  C'est  ce  qu'a  fait  M.  Duliem  :  il  a  montré 
comment  la  réaction  chimique  pouvait  modifier  la  vitesse  de  propagation  en 
introduisant,  pour  ainsi  dire,  selon  l'expression  de  M.  Vieille,  une  élasticité 
spéciale.  M.  Duliem  s'est  borné  à  développer  le  cas  des  ondes  ordinaires.  L'auteur 
complète  les  recherches  de  M.  Duhem  par  une  étude  des  ondes  de  choc  dans  les 
milieux  qui  sont  le  siège  de  réactions  chimiques. 


AIT!  della  b.  Accademia  dei  Lincei.  Série  5".  Rendiconti. 

Classe  di  Scienze  fisiche,  mathematiche  e  naturali  |  '  . 

T.  11.  r'1  semestre,  1893. 

Pascal  (E.)  [M,  6/  a].  —  Sur  les  groupements  triples  de 
coniques  coordonnées  à  la  quartique  plane.  Noie  III.  ( 8-i4 ) • 

Dans  la  Note  précédente,  insérée  au  Tome  I  (189.!),  1°  semestre,  de  ces 
Rendiconti,  page  4'7>  l'auteur  a  étudié  les  six  groupements  triples  des 
3i5  coniques,  contenant  au  moins  un  couple  de  première  espèce.  Ici  il  étudie 
ceux  dont  tous  les  couples  sont  de  deuxième  espèce.  Il  y  en  a  trois  genres 

Tonelli  (A.)  [Q  3  a\.  —  Sur  la  connexion  des  surfaces.  (  i.Vao). 

Démonstration  du  théorème  suivant  : 

Une  section  transversale  conduite  par  deux  points  d'une  courbe  fermée,  con- 
stituant à  elle  seule  ou  avec  d'autres  courbes  le  contour  d'une  portion  de  sur- 
face, accroît  d'une  unité  le  nombre  des  parties  du  contour. 

L'exclusion  des  surfaces  unilatérales  et  de  celles  qui  ont  des  feuillets  ne  suffit 
pas  pour  établir  rigoureusement  ce  théorème.  L'auteur  \  substitue  l'hypothèse 
que  les  deux  marges  des  sections,  suivant  des  courbes  fermées,  constituent 
deux  courbes  différentes. 

Pascal  (E.)  [Q  4  «]■  —  Sur  une  extension  de  la  conliguration 
des  10  droites  de  la  surface  du  cinquième  ordre  à  quintique 
douille.  (  65-T2). 


(')  Voir  Bulletin,  1.  \\,  p.  66. 
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Dans    ses    IN'otes    sur    les    ii">   coniques    coordonnées   à   la    courbe    plane  du 

quatrièm 'dre,    publiées    dans    ces    Rendiconti  i  t.  I.    1892),   el    dans  celle 

insérée  dans  ce  même  Tome  II.  à  la  page  S,  et  aussi  dans  d'autres  travaux, 
l'auteur  a  développé  des  conséquences  de  son  Mémoire  publié  dans  les  Annali 
ili  Matematica,  Tome  \\  :  Rappresentazione  geometrica  délie  caratte- 
ristiche  ili  génère  3  e  4,  pour  ce  qui  se  rapporte  a  celles  de  genre  '■.  comme 
1  'esl  le  cas  pour  les  tangentes  doubles  d'une  quartique  plane,  et  pour  les 
27  droites  d'une  surface  du  troisième  ordre.  Ici  il  arrive  a  considérer  les 
caractéristiques  <le  genre  \,  ce  qui  conduit  à  des  configurations  qui  sont  des 
extensions  des  précédentes.  Les  10  droites  de  la  surface  du  cinquième  ordre  a 
quintique  double  donnent,  connue  extension,  une  configuration  de  36  plans  dans 
l'espace  à  quatre  dimensions,  el  le  groupe  .les  substitutions  entre  ces  36  plan- 
est  isomorphe  avec  celui  des  27  droites. 

Ricci  1  G.)  |  O  5  e\.  —  Sur  les  systèmes  de  coordonnées  qui  ré- 
duisent l'expression  du  carré  de  l'élément  linéaire  d'une  surface 
à  |a  f0rme  ds«-  =  (U  +  V)  (du-  +  </<•-).  (73-8i). 

Sur  une  surface  à  courbure  constante  il  y  a  un  nombre  »'  de  tels  systèmes 
(isothermes  de  Liouville). 

Sur  les  surfaces  à  courbure  variable  li  qui  ne  soient  pas  applicables  sur  des 
surfaces  de  rotation,  les  lignes  G  =  const.  ne  font  pas  partie   d'un    tel   système. 

Conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  l'existence  de  ces  systèmes  el  leur 
détermination. 

Reina  (F.)  |  U  |.  —  Union  de  l'Observatoire  géodésîque  de 
S.  Pietro  in  Vincoli  avec  les  observatoires  astronomiques  du 
Collège  romain  el  du  Capitule.  (81-89). 

Sellai  f.)[R5al.  —  A.  propos  de  la  discussion  sur  la  forme  la 
plus  convenable  à  donner  au  corps  attirant,  dans  la  mesure  de  la 
densité  moyenne  de  la  Terre,  el  sur  le  corps  d'attraction  maxima 
par  rapport  à  un  point.  (90-96). 

Pascal  \  E.  I  |  M3  6  g  |.  —  Observations  sur  les  groupes  de 
substitutions  entre  les  caractéristiques  impaires  de  genre  3  el  de 
genre  j .  1  1  20-  1  22  ). 

Si  l'on  connaît  deux  rai  nie-  de  l'équation  qui  donne  les  120  plans  nitangents 
d'une  sextique  gauche,  la  connaissance  des  autres  dépend  d'une  équation 
du  ■.'-  degré,  n'ayant  pas  de  résolvante  d'un  degré  inférieur.  Ce  fait  constitue 
une  extension  de  celui  qui  se  présente  pour  les  caractéristiques  de  genre  3,  par 
exemple  dans  le  cas  des  27  droites  d'une  surface  du  troisième  ordre. 

Tedonei  0.  I  [S  2  e].  —  Sur  le  mouvement  d'un  lluide  renfermé 
dans  une  enveloppe  ellipsoïdique  solide.  (i23-i3o). 
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l'ellipsoïde  intérieur.  Les  points  qui  à  l'instant  initial  se   trouvent  sur   l'ellip 

soïde 


se  trouvent  au  temps  t  sur  l'autre 

x~        •'  '"'        £l  —  A-5 


les  i;,  fi  ,  y  étant  les  coefficients  d'une  substitution  orthogonale.  Etant  u.  v,  a> 
les  composantes  de  la  vitesse  et  en  posant 

dr,        dr,         rff3  _ 

':'  rfi  +  '"-  dl   "*""  dt   ~  ''' 

du. 
-777  + =  *" 

<*P, 

">w  + =  '• 


les  composantes  de  la  rotation  instantanée  du  fluide  son! 

r    b--hC" 


h, 

c- 

■+■ 

a- 

ca 

à 

— 

b" 

ah 
L'application  du  principe  de  Hamilton  conduit  au\  é(|uations 
Ag  =  (C-»),r, 


B^  =  (A-C)rp, 

cg=(B-   t)pq 

A  =  6- -;-<-. 
B  c  a  . 
<:  =  </•       6  - 
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c'est-à-dire  aux  équations  du  mouvement  inverse  autour  île  l'origine  des  coor- 
don necs.  d'un  corps  solide  avant  pour  axes  principaux  d'inertie  les  axes  fixes  r, 
y,  z  el  A,  I!,  C  pour  moments  d'inertie.  On  a  les  deux  intégrales 

\/>-  -t-  Bg-        <'./■-   =  const., 
\-/r  -h  B:  q:  -L  C-  /■'-  =  const. . 

dont  le  premier  provient  du  principe  des  forces  vives  et  le  second  du  princip 
de  Helmholtz  sur  la  conservation  des  rotations.  La  solution  est  complétée  pa 
la    détermination  de  x,  y,   z,   ou,   ce  qui    revient   au    même,   des  a,  fi,  •;  a 


moyen  des  équations 


y  au 


(11 
dt 


:  ry.  —  p  y . 


,7/  =PÏ-«a> 


dont  l'intégration  se  réduit  aux  quadratur 
La  pression  à  l'intérieur  du  fluide  est 


Pierpaoli  {N.)  [R  5  al.  —  Sur  le  maximum  d'attraction  d'une 
pyramide  régulière.  (i3o-j36). 

L'auteur  trouve  l'attraction  île  la  pyramide  sur  un  point  quelconque  de  sa 
hauteur  II,  en  décomposant  la  pyramide  donnée  en  2 n  pyramides  triangulaires. 
Étant  V  le  volume  de  la  pyramide  et  K  le  rayon  du  cercle  circonscrit  a  la 
base,  et  \  l'attraction  totale  par  le  sommet,  la  condition  de  maximum  pour 
cette  attraction  est 

<)\  â\_       <)\  <yV  _ 
m  7m  —  <m  Tïïï  ~  °" 

Pascal  {li.)  [M 3  6  g~\.  —  Sur  la  configuration  des  120  plans 
tri  tangents  de  la  sextique  gauche  du  genre  (.  Note  f.  (204-2  10). 
Noie  II.  !  239-2  î  i  ). 

haus  La  représentation  des  caractéristiques  de  genre  \  au  moyen  des  systèmes 
de  Noether  il  y  a  (Pascal.  Annali  di  Matematica,  t.  XX,  Jj  15)  quatre  types 
différents  de  systèmes  quadruples  zéro,  c'est-à-dire  de  groupes  de  quatre 
caractéristiques  dont  la  somme  est  le  zéro  absolu;  en  tout  il  y  a  .32  100  de  ces 
systèmes  quadruples.  Trois  des  plans  d'un  tel  système  forment  une  surface  de 
contact  ù  la  sextique,  et  la  caractéristique  du  système  de  cette  surface  est  la 
même  que  celle  qui  correspond  au  quatrième  plan;  par  cela,  suivant  un 
théorème  de  Ncelher  [Ueber  die  invariante  Darstcllung.  etc.  {Math.  Ann., 
t.  Wll.  §  6    j.  les  12  points  de  contact  des  quatre  plans  tritangents  du  système 
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zéro  sont  sur  une  quadrique.  Ainsi  les  36o  points  do  contact  des  120  plans 
tritangents  sont  sur  3î i3o  quadriques.  On  du  que  deux  de  ce-  quadriques 
se  rencontrent  lorsqu'elles  ont  en  commun  îles  points  de  la  courbe,  aulremenl 
on  dit  qu'elles  sont  extérieures  l'une  à  l'autre:  pour  chacune  des  quadriques 
on  en  a  >8oo.5  extérieures.  L'auteur  étudie  les  systèmes  de  quadriques  exté- 
rieures l'une  à  l'autre.  Il  démontre  des  propriétés  du  sous-groupe  S    de  1 1- 

dromie  qui  laisse  lixe  une  quadrique,  et  du  sous-groupe  S"  qui  laisse  ii\.-,  une 
quadriquc    et    un    plan    des  trois    systèmes    d'imprimitivilé     Dans    la    Noie   II 

l'auteur  étudie   les   propriétés   gé triques  des   systèmes  de  deux   quadriques 

extérieures  l'une  à  l'autre.  Il  y  en  a  huit  espèces. 

Del  Re  {A.)  [M04V  réf.  N3/].   —  Sur  la  .surface  du  quatrième 

ordre  à  conique  double.  (21  1-21S). 

La  surface  est  considérée  comme  fondamentale  d'un  connexe  point -plan  (1,2  ) 
spécialisé  et  comme  surface  polaire  conjointe  par  rapport  à  un  connexe  plan- 
ilroite  (2,2)  et  à  une  quadrique.  Celte  surface  peut  se  construire  comme  lieu 
des  intersections  des  éléments  correspondants  dans  une  projectivilé  entre 
un  système  de  rayons  du  deuxième  ordre  et  de  la  première  classe  et  une  étoile 
de  plans. 

Del  Re  (A.)  [N2  i  g  a],   —  Sur  un    système   de  droites   (3,  [). 

(245-252). 

Ce  système  a  été  étudié  par  l'auteur,  avec  d'autres  systèmes,  courbes  et 
surfaces,  dans  les  flendiconti  del  Circolo  matematico  di  Palermo  1  Su  certi 
iung/ii,  etc.  )  [t.  I,  1887,  p.  172). 

Etant  S,  S'  deux  étoiles  réciproques  à  une  troisième  S",  a,  a'  deux  droites 
correspondantes  de  S.  S  ,  et  1"  le  plan  correspondant  de  S',  le  lieu  des  droites 
joignant  les  points  ai.  a' a."  est  le  système  Ix  en  question.  Ici  l'auteur  trouve 
les  formules  pour  la  représentation  d'un  tel  système  sur  le  plan,  et  étudie 
le  système  linéaire  de  courbes  représentant  les  surfaces  réglées  de  Ix  contenues 
dans  les  complexes  linéaires  de  l'espace.  Les  courbes  du  système  -<>nt  du 
quatrième  ordre,  et  deux  quelconques  ont  sept  points  communs  en  dehors  des 
points  fondamentaux.  Puis  il  déduit  les  formules  pour  la  représentation  plane 
de  certaines  surfaces  liomaloïdes  du  septième  ordre  u\ec  9,  du  sixième  avec  1  >. 
et  du  cinquième  avec  11  droites  respectivement,  qui  peuvent  être  regardées 
comme  des  projections  de   Ix  sur  l'espace  ordinaire. 

Enfin  il  traite  le  cas  où  K  se  réduit  à  une  congruence  du  troisième  degré. 

Frattini  (G.)  [J  \  b  i.\.  —   Sur  un  double  isomorpliisme  dans  la 

théorie  générale  des  substitutions.  (ii5  l-ajt)). 

Étant  S  une  substitution  d'un  groupe  -.  faisons  correspondre  à  S  la  substi- 
tution (ï,  TS  )  qui  remplace  toute  substitution  T  de  -  par  TS  ;  on  a  ain-i  un 
groupe 

ir=  (T.  TS  1- 

en    isoi phisme   oloédrique  avec   II  (c'est   ce   que   l'auteur  a   appelé   groupe 

potentiel  de   H)    \l  gruppi   transitai,  etc.   (Mémoires   de    Cincei,    I     série. 
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t.  XIV.  i883)  el  Inlorno  ad  alcune proposisioni,  etc.  i  Ibid.,  t.  M  Ml.  i884)J. 
Semblablement  on  < >li tient  un  autre  groupe 

n"=  (T,  S-'T), 

qui  est  aussi  oloédriquement  isomorphe  à  II  (groupe  antipotentiel  tic  II»  Le 
groupe  A  composé  avec  H',  H"  est  de  la  forme 

A  =  (T,  S-'TS,). 

S.  S,  étant  deux  substitutions  quelconques  de  II,  qui  restent  les  mêmes  dans 
toutes  celles  de  A,  tandis  que  T  parcourt  tout  II.  Les  sous-groupes  exception- 
nels de  II  correspondent  univoquement  aux  sous-groupes  de  A  renfermant  le 
groupe  des  substitutions  qui  en  A  ne  déplacent  pas  l'élément  i.  En  faisant 
varier  S  et  S,  en  II,  le  groupe  A  se  conserve  isomorphe  à  II  aussi  bien  par  rap- 
port à  S  que  par  rapport  a  S„  car  de 

a       i  t.  s    >ts;  I,        A        i  T.  S       l>,  j. 
on  obtient 

a  a-  -  [t,  (S's  i  mi  s;  s1;)]; 

c'est  ce  que  l'auteur  appelle  double  isomorphisme.  Celte  propriété  est  in- 
utile, comme  l'auteur  le  montre,  pour  donner  une  forme  analytique  fonction- 
nelle à  l'étude  d.^  groupes  de  substitutions,  el  en  particulier  à  la  recherche  des 
sous-groupes  exceptionnels. 

Tonelli  {A  |  [14  /»}■  —  Sur  la  résolution  de  la  congruence  x-=c 
(mod  /},).  (239-260  |. 

Le  nombre p  clam  premier  el  de  la  forme  2*a  +  i,les  solutions  sont  données 
par 

x  g\  '    "'   '"    '"'   :  c    -  1  mod/j"  |, 

g  étant   un   non-résidu  (le  p  el    les   :   ne  pouvant  avoir  d'autres  valeurs  que  u 
00  1.  Dans    le   cas  de   s       :•   le   fait  de  l'existence  d'un  nombre  (le  nombre 
jouissant  de  la  propriété  que.  augmente  de  1,   il  donne   un   résidu,  et  diminue 
de   1  un  non-résidu,  a  permis  à  l'auteur  .le  faire  disparaître  les  :  de  la  formule 
précédente. 

Pour  toul  cela  voir  la  Note  du  même  auteur  dans  le  Tome  I,  l'se.  t™  se- 
mestre. Ici  l'auteur,  après  avoir  prouvé  que.  pour  s  quelconque,  il  existi 
toujours  un  n bre  ayant  la  propriété  indiquée,  montre  comment  on  peut  l'em- 
ployer pour  trouver  les  solutions. 

Lauricella  {G.  1  [T  2  a].  —  Sur  L'équilibre  des  corps  élastiques 

isotropes.  (    M|S-.'H  ,Ih, 

Relativement  .1  l'équilibre  d'un  corps  élastique  isotrope  M.  Volterra  a  dé 
montre  un  théorème  analogue  a  celui  de  Poisson  concernant  la  fonction  poten- 
tielle .les  corps  .1  trois  dimensions.  L'auteur  donne  de  ce  théorème  une 
démonstration  qui  suppose  un  nombre  moindre  de  conditions  pour  la  fonction 
représentant  la  densité. 
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Volterra  {V.)  [T  2  al.  —  Sur  les  vibrations  des  corps  élastiques. 

(38^.;.,;  1. 

Volterra  t  F.  1  [T  2  a\.  —  Sur  l'intégration  des  équations  diffé- 
renlielles  du  mouvement  d'un  corps  élastique  isotrope.  (549~ 


Supposons  que  les  composantes  u,  v,  w  des  déplacements  soient  indépendantes 
de  z,  et  que  les  forces  appliquées  aux  points  de  la  masse  soient  nulles.  Alors,  a 
et  b  étant  les  vitesses  de  propagation  des  vibrations,  on  a 

i):  u  ((Pu        à"  a  ,.  à     "a 

<')  -rrr  =a-[ 


,<-„  ,i   (du       dv\ 

d:  v  ,    u- 11        n~  11  ,1      nu        dv 

{J<  W=a\w>+ôP)+(b'-a)dP\te      Ty  ' 

v  dx1  ■  (te2  i)y-  ) 

Pour  l'équation  (3)  l'auteur  a  donné  (ces  Bendiconti,  t.  I,  ï°  semestre)  une 
formule  comprenant  celle  de  Poisson-Parceval,  d*où  il  résulte  que  par  rapport 
à  cette  équation  il  y  a  certaines  surfaces  coniques  qui  se  comportent  comme  les 
lignes  caractéristiques  relatives  aux  équations  différentielles  ..  deux  variables. 
Dans  la  première  de  ces  deux  .Notes  il  étend  ~a  méthode  aux  deux  équations 
simultanées  (1)  et  (2).  Il  trouve  des  formules  donnant  les  valeurs  de  u  et  de  v 
au  sommet  commun  de  deux  cônes  caractéristiques,  au  moyen  des  valeurs  de  u, 
de  v  et  de  leurs  dérivées  sur  une  surface  placée  entre  1rs  deux  cônes,  et  qui  avec 
chacun  d'eux  renferme  une  région  adjacente  au  sommet. 

Dans  l'autre  Note  il  trouve  des  formules  analogues  pour  le  cas  où  la  surface, 
sur  laquelle  on  donne  les  valeurs  des  déplacements  et  de  leurs  dérivées,  est 
extérieure  aux  cùnes. 

Di  Legge  (A.)  [U].   —  Observations  de  l'éclipsé  de  Soleil  du    ifi 
avril  1893,  laites  à  l'Observatoire  astronomique  royal  du  Capitole. 
}o6). 

Del  lie  (A.)  [N2  1  réf.   P 41-  —  Sur  les  systèmes  crémoniens  de 
droites.  (4oa-4fio). 

Des  systèmes  tels  que  ceux-ci  sont  les  congruences  crémoniennes.  étudier, 
par  Hirsl  :  On  cremonian  congruences  (Proceecl.  of  the  London  Math.  .Soc, 
t.  NIV,  |883).  On  en  obtient  d'autres  au  moyen  de  trois  formes  de  deuxième 
espèce,  dont  deux  sont  en  correspondance  birationnellc  réciproque  avec  la 
troisième,  analoguement  au  cas  considéré  plus  haut  puni-  les  formes  projec- 
tives  dans  la  Note  du  même  auteur  :  Sur  un  système  de  droites  (3,4) 
(ce  Tome,  p.  j45).  L'auteur  appelle  des  systèmes  de  deuxième  espèce  les 
systèmes  considérés  dans  la  Note  présente.  Il  donne  les  formules  de  la  corres- 
pondance et  celles  relatives  au  monoïde  engendré  par  deux  étoiles  en  récipro- 
cité crémonienne.  Un  système  crémonien  de  droites,  de  deuxième  espèce, 
Bull,  des  Sciences  matliém.,  ■>"  série,  t.  XXXV.  (Avril  1911.)  R.  3 
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résulte  aussi  en  joignant  les  points  correspondants  de  deux  de  ces  monoïdes. 
On  déduil  de  là  les  formules  de  représentation  des  droites  du  système.  Suit  la 
même  recherche  pour  le^  systèmes  de  première  espèce;  puis  les  formules  de  la 
représentation  plane  de  deux  classes  de  surfaces  homaloïdes.  qui  sont  des 
projections  sur  l'espace  ordinaire  des  deux  systèmes  de  droites,  et  l'application 
au  cas  particulier  que  deux  des  étoiles  soient  entre  elles  en  réciprocité 
linéaire  et  en  correspondance  quadratique  avec  la  troisième.  Alors  les  surf.ices 
de  l'une  des  deux  classes  sont  de  l'ordre  u.  10  ou  g,  celles  de  l'autre  sont  du 
sixième  ordre  à  six  droites  douilles  et  courbe  double  du  neuvième  ordre,  ou 
bien  du  cinquième  ordre  à  dix  droites  doubles  et  courbe  double  du  cinquième 
ordre,  ou  bien  du  quatrième  ordre  a  conique  double. 

Amodeo  (F.)  [Al,  a  c],  —  Courbes  adjointes  minima.  (460-467   • 

L'auteur  se  propose  de  prouver  l'utilité  de  considérer  les  courbes  adjointes 
d'ordre  <  m  —  3  pour  une  courbe  C'/,1  de  l'ordre  m  et  du  genre  p.  La  série 
canonique  relative  aux  courbes  adjointes  C'-3-*  est  de  dimension 

et  d'ordre 

N  =  2  /)  —  1  —  m  a, 

p  étant  le  nombre  des  conditions  linéairement  dépendantes    des  autres  entre 

les    >    — auxquelles  doivent  satisfaire  les  C"'_3_". Toutes  les  courbes  pour 

lesquelles  on  a 

a  (  a  +  3  )      _      .  (  a  -|- 1  )  (  a  +  4  ) 

m  a <  p  -  ni  (  a  -s-  1  )  —  - — — 

ont  les  courbes  adjointes  d'ordre  /«  —  3  —  2  pour  adjointes  minima.  Pourcelles- 

où 

(q-t-i)(<z  +  4) 
p  =  m  (  a  + 1) 

et 

a(a-r-i) 


o  =  t. 


la  relation  de  Cl  i  (Tord  N  5  2  R  prend  la  forme  déterminée 
N  =  (a  +  2)R. 

Ces  courbes  ont  pour  représentation  canonique  des  courbes  simples  de  même 
genre,  d'ordre  (<x-t-2)R.  et  normales  de  l'espace  Sr.  Par  cela  ces  courbes 
peuvent  m-  «  1 . 1  : —  1 1 1 .  [•  en  tumillrs,  dont  un  caractère  important  est  le  plus  petit 
ordre  des  courbes  adjointes. 

Enriquez  (F.)  [P  4  a\.    —    Sur   les  groupes  continus   de   trans- 
formations crétnoniennes  dans  le  plan.  1  j(>S-  j-.l   . 

Ces  groupes  peuvent  se  transformer  birationnellement  en  l'un  de  ces  types  : 
1°  Groupe  zs  des  homographies  (et  ses  sous-groupes); 
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->"  Groupe  »6  des  transformations  quadratiques  qui  changent  en  lui-même 
le  système  linéaire  de  coniques  à  deux  points-hase  distincts,  et  par  cela  les 
deux  faisceaux  de  rayons  ayant  ces  deux  points  pour  centres  (et  ses  sous- 
groupes)  ; 

3°  Groupe  oo"+s  des  transformations  île  Jonquières  (d'ordre  h),  qui  changeai 
en  lui-même  le  système  linéaire  oo"+l  des  courbes  d'ordre  n  ayant  un  point 
(«  —  i)-pl°  et  les  n —  i   tangentes  lixes  (et  ses  sous-groupes). 

Donc  la  Géométrie  plane,  ayant  comme  groupe  principal  un  groupe  continu 
de  transformations  crémoniennes,  coïncide  avec  la  Géométrie  projective  sur 
le  plan,  ou  sur  une  quadrique  réglée,  ou  sur  un  cûne  rationnel  normal  de 
l'espace  de  n  -+-  i  dimensions,  ou  bien  avec  un  cas  particulier  de  l'une  de  ces 
trois  géométries. 

Enriquez  (E.)  [P  4  o\.   —   Sur    un   groupe    continu    de    trans- 
formations de  Jonquières  dans  le  plan.  (532-538). 

Des  trois  groupes  typiques  considérés  dans  la  Note  précédente,  les  deux  pre- 
miers ont  été  étudiés.  L'auteur  donne  la  composition  du  troisième,  qui  cor- 
respond au  groupe  K  des  transformations  projectives  qui  changent  en  lui-même 
le  cône  rationnel  normal  de  l'espace  S;r  ,  (en  supposant  que  ce  cône  soit  repré- 
senté sur  le  plan).  Il  contient  trois  groupes  exceptionnels  : 

i  Celui  ''■''  des  homographies  spéciales  (avec  un  point  uni  infiniment 
rapproché  du  sommet  <>,).; 

2°  Celui  oo"+2  «les  homologies  de  centre  O; 

3°  Celui  co"+l  des  homologies  spéciales  de  centre  O  et  hypcrplans  passant 
par  O,  permutables  deux  à  deux. 

L'auteur  transporte  ces  résultats  sur  le  plan,  relativement  au  groupe  de 
transformations  de  Jonquières  qui  changent  en  lui-même  le  système  représen- 
tatif du  cône,  et  ensuite  donne  l'interprétation  de  la  géométrie  du  plan  ayant 
ce  groupe  comme  groupe  principal. 

Amodco  (E.)  [  l*  4  "]•  —  Séries  résiduel  les  dans  la  série  canonique 
des  courbes  adjointes  d'ordre  ///  —  3  —  a.  (528-532  ). 

Dans  celte  Note  l'auteur  montre  la  forme  que  prennent  relativement  à  ces 
courbes  adjointes  les  théorèmes  de  réduction  de  Nœther,  le  théorème  de  réci- 
procité de  Iirill  et  Nœther  et  celui  de  Riemann-Koch. 

Tout  groupe  G„  d'une  série  g',]  e plète,  conjointement  à  un  point  quel- 
conque P  de  C™  qui  n'appartient  pas  à  toutes  les  Cm  '  "  passant  par  G„,  déter- 
terminc  une  série  linéaire  complète  ayanl   pour  point  fixe  1'. 

Lorsque  n — r  I!  la  série  g'à  existant  sur  C'/,'  esl  déterminée  par  un  système 
de  courbes  adjointes  d'ordre  m  —  3  —  a. 

Le  théorème  de  Riemann-Roch  prend  la  for l'égalité  lorsque  p  est  maxi- 
mum (et  en  particulier  pour  les  courbes  adjointes  d'ordre  m  —  3). 

Boggio-Lera  [E. )  [T  41-  —  Sur  une  équation  analogue  à  celle 
des  aériformes,  valable  pour  les  métaux.  (550,-563). 

M  étant  la  masse,  V  le  volume,  K  la  chaleur  spécifique  absolue,  T  la  tempé- 
rature absolue,  E  l'équivalent  dynamique  de  la  calorie,  .N  le  nombre  de   mole- 
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cules  dans  l'unité  de  volume,  'j/  la  force  moyenne  exercée  sur  une  molécule  par 
les  autres,  l'auteur  déduit  d'un  théorème  de  Clausius  que 


H  =  N  '  e>. 


2e  semestre,  Tome  II;  i8g3. 


S.  R. 


Enriquez  (F.).   —    [M2u/]   Une    question   sur   la  linéarité  des 
systèmes  de  courbes  appartenant  à  une  surface  algébrique.  (3-^). 

Boggio-Lera  (E.).  —  [S4"]  Sur  le  travail  intérieur  dans  la  dila- 
tation des  corps  solides  el  sur  Le  rapport  de  Poisson.  (43-48). 

Pagliani  (S.).  — ■  [T56]  Sur  le  pouvoir  inducteur  spécifique  des 
corps  el  sur  les  constantes  de  réfraction  de  la  lumière.  (  48-53  I. 

Blanchi  (L.).  — ■  [B2c]  Sur  les  divisions  régulières  de  l'espace 
non-euclidien  en  polyèdres  réguliers.  (65-^a). 

Il  n'y  a  que  deux  de  ces  divisions  :  celle  en  octaèdres  et  celle  en  dodécaèdres 
à  dièdres  droits.  Dans  la  première  les  sommets  du  polyèdre  sont  à  distance 
infinie  et  les  angles  sont  nuls  ;  dans  l'autre  les  angles  sont  droits. 

Le  groupe  reproduisant  la  première  de  ces  divisions  coïncide  avec  le   groupe 

/at  £S\ 
des  substitutions  (  )  à  coefficients  entiers  complexes  de  Gauss  et  à  déter- 

minant 

at3  _  -y.  =  ,<  (,■  =  o,l,2,3). 

Le  groupe  reproduisant  l'autre  division  est  engendré  par  les  trois  substitu- 
tions élémentaires 


où 

Del  Re  (A.).  —  [M26^7.]  Sur  la  surface  du  cinquième  ordre  avec 
cinq   points  triples  el  une  cubique  double.  (99-107).   Note  II. 

(.08-146). 

Surface  représentée  par 

C„  — JCi^  "       C„-/.,tj  C,3—x,^  C„—  /.,-:' 
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les  C,(  étant  des  formes  cubiques  par  rapport   à  deux  paramètres  X.  ;x,  données 
par 

r   -  rHi 
où 

£2  =  CnCT,c,tr:i 
et 

c„-  \f,  +  «■<?.-; 

t  un  autre  paramètre  et  ^  les  coordonnées  d'un   point  li\e. 

La  surface  est  la  polaire  conjointe  du  pôle  ii  par  rapport  au  faisceau  de  qua- 
drïques 

c, .  =  \/r:  "+■  !J-  '•?.:  —  ° 
et  à  la  quadrique 


ÏT 


Le  point  ;,-  est  triple  pour  la  surface 

La  cubique  double  est  la  transformée   de   la   droite   double   du  cône   cubique 
tangent  en  ;,,  par  la  transformation  crémonienne 


Les  autres  quatre  points  triples  sont  les  sommets  du   tétraèdre   fondamental. 

Droites  de  la  surface  :  génération  et  propriétés. 

Cette  surface  peut  être  obtenue  de  cinq  manières  différentes  au  moyen  d'un 
faisceau  de  quadriques  à  base  décomposée  et  d'un  faisceau  de  cônes  quadriques, 
en  correspondance  (  i,  2). 

Autres  générations  et  équation  de  la  surface  dans  la  note  II.  Connexes  point- 
plan  (1,  j  )  dont  la  surface  peut  être  regardée  comme  fondamentale.  Voir  une 
autre  Note  dans  le  Tome  III,  189,4,  2"  semestre,  page  11. 

Ricci  (G.).  —  [O.j/]  Aproposd'un  Mémoire  de  M.  K.œnigs  sur  les 
lignes  géodésiques.  (1,46-1  j8). 

Voir  la  réponse  de  M.  Kcenigs  à  la  page  3  16. 

Brioschi  (/**•)■  —  [F 5  6]  Sur  les  équations  modulaires.  (185-192). 

Développement  et  complètement  «le  quelques  points  des  Fragments  relatifs: 
à  la  transformation  contenus  dans  le  Tome  troisième  du  Traité  de  Halphen. 

Castelnuovo  (G.).  —  [M28<z]  Sur  la  rationalité  des  involutions- 
planes.  (203-209). 

Soit  V  une  surface  dont  les  points  ont  des  coordonnées  fonctions  rationnelles 
de  deux  paramètres  a,  fi.  En  considérant  ces  derniers  comme  coordonnées  des 
points  d'un  plan,  on  a  une  correspondance  entre  les  points  de  F  et  les  groupes 
de  n  points  du  plan,  groupes  constituant  une  involution  plane  d'ordre  n.  Même 
lorsque  n  >  i,  l'auteur  démontre  que  la   surface   F   est  rationnelle,   ou.   ce  qui 
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revient  a»  même,  toute  involulion  plane  esl  rationnelle.  Il  prouve  d'abord  que 
tout  système  linéaire  normal  sur  l'a  la  série  caractéristique  complète  ;  puis  il 
démontre  qu'il  j  a  sur  F  un  système  linéaire  |l'|  ayant  la  dimension  supérieure 

au  seine,  \pres  eela,  trois  autres  théorèmes  relatifs  au  système  |1'  |  adjoint 
de  |  I'  |.  lui  servent  a  établir  une  méthode  de  réduction  pour  conclure  la  rationa- 
lité de  la  surface. 

Sandrucci  (A.).  —  [S5«]  Sur  les  expériences  récentes  de 
G. -A.  Hirn  et  sur  les  lois  de  l'écoulement  des  gaz.  (209-216). 

Millosevich  {E.).  — ■  [U]  Éléments  elliptiques  et  perturbations 
delà  petite  planète  |  3o6)  Unitas.  i  2.I6-240). 

Millosevich  1  E.  1.  —  [U]  Sur  la  nouvelle  comète  Brooks.  (2J0). 

Morera  (G.).  —  Un  théorème  fondamental  de  Mécanique. 
(245-''.  (6). 

Étant  \,  Y.  /.  les  composantes  de  la  force  a£is*ant  sur  un  puint  ( '  .r.  r.  s)  d'un 
système,  et  8a;,  or.  S;  celles  du  déplacement  dans  le  temps  '-f  ;  Y,  Y,  Z'  les 
composantes  d'une  autre  force  agissant  sur  le  même  point  et  ï.r  .  m  .  3a'  celles 
du  déplacement  dans  le  même  temps  Zl,  on  a 

Il  \'.y      Yîv'-t-  ZS-')  =  li  \'ix  +  V  ôi  +  /.  ôz  \, 

Sandrucci  (A.).  — |S4"|  Sur  une  formule  de  Thermodynamique 
et  sur  le  travail  thermique  intérieur  dans  les  corps  solides  et 
liquides.  (252-25g  ». 

Enriques  1  F.  |.  — ■  [  M ,  ifrei.  M28]  Sur  les  systèmes  linéaires  de 
surfaces  algébriques  donl  les  intersections  variables  sonl  des 
courbes  hyperelliptiques.  1  aSi-287). 

Lue  surface  i  sections  planes  hyperelliptiques  de  genre  p  ~>  1  est: 
i°  1  ne  surface  réglée  nyperelliptique  de  genre  p; 

3°  Ou  bien  une  surface  rationnelle  renfermant  un  faisceau  de  coniques. 
Une  variété  de  trois   dimensions  dont   les  sections  avec   les  S^_5  de    Sr  sont 
hyperelliptiques  de  genre  y        1   esl  : 

i"  Un  système  simplement  infini  de  plans,  de  genre  p  : 

2°  Ou  bien  une  variété  rationnelle  renfermant  un  faisceau  de  quadriques. 

Reina  (  J  .  1.  —  [  U  io«]  Sur  la  détermination  des  rivons  de  cour- 
bure d'une  surface  par  tics  mesures  locales.  (287-290). 

Millosevich  (E.).  —  [V]  Sur  la  planète  (3o6)  Unitas  en  troi- 
sième opposition.  I  336  ). 
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Kœnigs  (G.).  —  [05/]  Réponse  à  la  Noie  de  M.  le  professeur 
Gregorio  Ricci,  du  3  septembre  i8g3.  (336-33^). 

La    Note   de  M.    Ricci  est  à   la  page    îft.    Voir  une  autre  communication  de 
M.  Ricci  à  ia  page  338. 

Ricci  (G.).    —    [05/]    Quelques    observations    à    propos   de  la 
réponse  précédente  de  M.  Kœnigs.  (338-33ç)). 

Voir  à  la  page  336. 

icr  semestre,  Tome  III;    1894. 

Blanchi  (L.  ).  —  [B-2c]  Sur  les  formes  quaternaires  quadratiques 
et  sur  les  groupes  polyédriques.  (3-12  i. 

Les  substitutions  linéaires  réelles  à   déterminant  +1,  transformant   en  elle- 
même  la  forme 

f  =  px\  -+-  qx]  -+-  rx\  —  sx\  (p,  </.   r.  s,  premiers), 

ont  été  déterminées  par  l'auteur  dans  un  Mémoire  des  Annali  di  Matematica 
(i8g3).  Les  nouvelles  variables  x\,  x'.,,  x'3,  x\  sont  exprimées  par  les  anciennes 
avec  des  coefficients  qui  dépendent  de  quatre  quantités  complexes  a,  b,  c,  d 
et  de  leurs  conjuguées  a0,  b„,  c„,  d0,  étant 

(  a  +  b  )  (  aa  —  é„  )  -j-  (  c-  -t-  d  )  (  c0  —  da  )  =  1 . 

A  la  substitution  quaternaire  on  l'ait  correspondre  celle  sur  la  variable  com- 
plexe z 

{a-t-b)s  +  (c  +  d) 


(0 


(—  r«  ■+-  d„  )  z  -h  (  «„  -+-  b„  )  ' 


analoguement  aux  substitutions  linéaires  à  déterminant  —  1    de   la   forme  qua- 
ternaire correspondent  les  substitution»  linéaires  de  deuxième  espèce 

_,  _       (a  +  b)zn+(c-hd) 


(—  c„-hda)3„+  1  a„  -b„) 


La  recberebe  du  groupe  de  substitutions  reproduisant  la  forme  y  se  réduit  à 
celle  du  sous-groupe  G  dont  les  substitutions  sont  congruentes  à  l'identité 
(moda)  et  qui  ont  le  dernier  coefficient  positif.  A  G  correspond  un  groupe 
polyédrique  I'  de  substitutions  (1),  (2),  dont  la  détermination  dépend  de  celle 
du  sous-groupe  exceptionnel  I"  forme  par  la  combinaison  des  réflexions  de  T. 
Par  cette  voie  l'auteur  établit  huit  types  de  substitutions,  formant  ensemble  un 
groupe,  qui  coïncide  avec  r,  ou  dont  T  peut  se  déduire. 

Pincherle  (S.).   —   [H  taè]   Sur  les  équations  aux  différences. 

(I2-I7). 
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Une  forme  linéaire  aux  différences  est  une  expression 

'•'   (/)    =  /„  +  r^  «,,„/„-r-,  -Î--  ••+«.-,.„/„-,  -   «„.„/„ 

où  /•  est  appelé  {'ordre  de  la  forme.  Leproduil  FG(/)  de  deux  formes  F(/), 
G(/:  e-t  la  forme  qu'on  obtient  en  mettant  G  en  F  au  lieu  def;  ce  produit  est 
associatif  mais  il  n  esl  pas  commutatif.  On  peut  toujours  trouver  une  forme  11 
telle  qu'on  ait 

F—  HG  =  R. 

R  étant  d'ordre  inférieur  à  F  et  G:  lorsque  R  =  0  on  dit  que  F  esl  divisible 
par  G.  Cela  posé,  la  condition  pour  que  F"  soit  divisible  par  une  forme  du  pre- 
mier ordre  est  que  l'intégrale  de  celle-ci  soit  une  intégrale  de  F.  On  eu  déduit 
la  décomposition  d'une  forme  en  un  produit  de  formes  du  premier  ordre.  La 
recherche  de  ces  facteurs  linéaires  conduit  à  des  relations  qui  constituent  une 
généralisation  des  propriétés  des  fractions  continues.  En  supposant  que  les  coef- 
ficients delà  toi, ni1  soient  île-  polynômes  rationnels  entre  y  ou  x.  on  dit  irré- 
ductible une  forme  n'ayant  pas  de  diviseurs  rationnels  en  a;.  Moyen  de  trouver 
les  conditions  pour  qu'une  forme  à  coefficients  linéaires  en  x  ait  des  intégrales 
indépendantes  de  X.   Voir  aussi  la   Note  .1  la   page  00. 

Millosevich  1  E.  .  —  |  I  |  Sur  les  découvertes  des  petites  planètes 
entre  Mars  et  Jupiter.     18-2  i 

Castelnuovo  (G.).  —  [M2i'/]  Sur  les  surfaces  algébriques 
admettant  un  système  doublement  infini  de  sections  planes 
réductibles.  1  22-2  >   . 

Les  surfaces  (irréductibles)  ayant  la  propriété  mentionnée  dans  le  titre  sont 
des  surfaces  réglées,  ou  bien  la  surface  de  Sleiner. 

Démonstration  de  ce  théorème,  énoncé  par  Kronecker  dans  une  séance  des 
Lincei  (1886 

Castelnuovo  <  G.  I.  —  |  M28c]  Sur  les  surfaces  algébriques  dont 
les  sections  planes  sont  des  courbes  elliptiques.     39-61   . 

Toute  surface  à  section-  elliptique-  est  ri  gli  1 rationnelle. 

Pincherle.  S.  .  -  [H12Ô]  Sur  les  équations  aux  différences. 
(99-io5). 

Applications  de  la  décomposition  d'une  forme  aux  différences  en  facteurs 
(symboliques)  linéaires  {voir  la  Note  à  la  pagi  u  .  Ces  applications  se  rattachent 
à  la  théorie  des  fractions  continues  et  à  leurs  relations  avec  les  séries. 

J Serti  ni     E .    .  —  [D56]  Sur  les  surfaces  de  Riemann.  (1 06-1 10). 

L'auteur  indique  une  voie  plus  simple  pour  déterminer  une  surface  ricman- 
nienne  considérée  par  Liiroth  (Math.  Ami.,  t.  IV.  p.  181)  et  Clebsch  t.  VI, 
p.  216),  et  employée  par  Picard  (  Traité  d'Analyse,  t.  Il,  p.  367). 
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Bianchi  (L.).  —  [05/a]  Applications  géométriques  de  la  mé- 
lliode  des  approximations  successives  de  Picard.  (i43-i5o). 

Deux  courbes  C,  C  étant  données,  de  torsion  -t-  (  et  —  i  respectivement,  et 
passant  par  un  point  où  elles  ont  même  plan  oscillateur  et  tangentes  distinctes, 
il  y  a  une  surface  pseudo-sphérique  de  rayon  =  i  qui  les  contient  comme 
courbes  asympto tiques.  Cette  surface  est  unique  si  Ton  pose  la  condition  que  les 
courbes  et  la  surface  soient  analytiques.  Ce  théorème  est  équivalent  à  cet  autre  : 

L'équation  aux  dérivées  partielles 

,)'-  ;■ 

- — -  =  sins 
oxôy 

admet  une  solution  qui  pour  y  =  o  se  réduit  à  une  fonction  arbitraire  ç  (x), 
et  pour  x  =  o  à  une  autre  W(y).  C'est  ce  théorème  que  l'auteur  démontre  par 
la  méthode  de  Picard.  Puis  il  fait  l'application  de  ce  théorème  à  quelques  ques- 
tions relatives  aux  déformations  d'une  surface  pseudo-sphérique,  dans  lesquelles 
une  asymptotique  reste  rigide. 

Padova  (E.  ).  —  [R8aa]  Sur  le  mouvement  de  rotation  des  corps 

rigides.  (i6i-i65). 

En  posant  la  condition  que  la  fonction  potentielle  des  forces  soit  réelle,  on 
ne  peut  avoir  d'autre  intégrale  que  celle  des  aires  et  celle  des  forces  vives.  On 
a  une  troisième  intégrale  première  algébrique  en  ôtant  celte  condition. 

Pizzetti  (P-)-  —   [Uioa]  Sur    l'expression    de    la   gravité    à    la 
surface  du  géoïde  supposé  ellipsoïdique.  (166-172). 

Le  potentiel,  et  par  conséquent  la  gravité,  peut  se  déterminer  indépendam- 
ment de  toute  hypothèse  par  la  distribution  de  la  densité,  en  connaissant  la 
masse  totale  et  une  surface  d'équilibre.  Cela  a  été  démontré  par  Stokes  en  négli- 
geant des  quantités  du  deuxième  ordre  de  petitesse  par  rapport  à  l'aplatissement 
terrestre.  L'auteur  trouve  l'expression  exacte  du  potentiel  en  supposant  que  le 
géoïde  soit  un  ellipsoïde  de  révolution  aplati,   loir   l'autre  Note  à  la  page  a3o. 

Pierpaoli  (N.).  —  [R5aa]  Attraction  d'une  pyramide  droite  à 
base  régulière  sur  le  centre  de  la  hase.  (î-'î-i^ô). 

Valeur  du  rapport  entre  la  hauteur  et  le  périmètre  de  la  base,  pour  laquelle 
cette  attraction  est  un  maximum. 

Millosevich  (P.).  —  [U]  Sur  l'orbite  de  la  petite  planète  (3o3) 
Josephina  au  moyen  de  trois  oppositions.  (229-200). 

Pizzelli  (P.).   —  [Uioa]    Sur   l'expression   de    la   gravité   à    la 
surface  du  géoïde,  supposé  ellipsoïdique.  (a3o-238). 

Note  faisant  suite  à  la  précédente  (p.  166).  Ici  l'on  suppose  que  l'ellipsoïde  soit 
quelconque  et  que  l'un  des  axes  soit  celui  de  la  rotation  diurne. 
Voir  aussi  la  Note  de  M.  Alorera  à  la  page  >i. 
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Somigliana  (Ci.  —  [Taa]  Sur  la  loi  de  rationalité  par  rapport 
aux  propriétés  élastiques  des  cristaux.  (  a38-246). 

Un  axe  de  symétrie  élastique,  dont  la  période  n'est  pas  2,  ô  ou  4>  ne  diffère 
pas  d'un  axe  d'i-otropie.  Par  cela  la  loi  de  rationalité  résulte  des  principes  de 
la  théorie  de  l'élasticité,  et  il  n'est  pas  nécessaire  de  l'admettre  comme  un  pos- 
tulatum  dans  cette  théorie. 

Tedone    (O.).    —    [Ta«    réf.    R8c]    Sur    la   courbe    élastique. 
(265-271V 

Il  y  a,  entre  le  problème  de  la  courbe  élastique  et  celui  du  mouvement  d'un 
corps  rigide  autour  d'un  point  fixe,  des  relations  exprimées  par  un  théorème  de 
KirchholT.  L'auteur  reprend  en  examen  cette  question  et  la  tractation  qui  en  a 
été  faite  par  Halphen  (Traité  des  fonctions  elliptiques,  ?"  partie,  p.  142),  et 
trouve  les  formules  donnant  les  coordonnées  d'un  point  de  la  courbe. 

Millosevich   (E.).    —   [U]    Observations  de  la  nouvelle   comète 
Detming.  (3i3j. 

Cesàio  (E.).  —  [05c1,  /]   Les  nombres  de  Grassmann   eu   géo- 
métrie intrinsèque.  i  .'!<>--.'■>- 1  1. 

Les  conditions  pour  que  X,  y,  .  représentent  les  coordonnées  d'un  point  fixe 
de  l'espace  par  rapport  à  trois  axes  rectangulaires  dont  l'axe  z  soit  normal  à  la 
surface  dans  l'origine  (mobile),  sont 

dx        ,-  ,,  dy       n         -  dz        _ 

_  =  Jfc,  -  (jr  _ ,,        —=qx-z  z,        —  =  fc y  -  X.X, 

dX>  étant  la  courbure  normale,  <j  la  courbure  géodésique  et  <r  la  torsion  géodé- 
sique  d'une  courbe  de  la  surface  qui  touche  l'axe  des  x.  Par  l'introduction  des 
unités  /,/,  k  satisfaisant  aux  conditions 

P  =  j>-=k*=o, 

'  =  jk  =  —  kj,    j  =  l,i  =  —  ik,    k  =  ij  =  —  ji, 

on  peut  écrire  les  relations  précédentes  sous  la  forme  : 
.  dx        .  — 


ds 


ix  -h  '/.  Jy  +  j  K,.kz 
/  —  I,  Q.  ix+j  JZ.Jy  +  iG.kz, 
k  ~  =  J  K, .  ix  -fi'E.     / 1    -+-  k  Çj   I.:. 


et  les  résumer  en  écrivant 

da 

ds 


SI  =  ix  -+-  j'y  H-  /.:■,        w  =  i  C  +j  %>  +  k{). 
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En  considérant  deux  courbes  sur  la  surface,  dont  Tune  touche  l'axe  x  et 
l'autre  l'axe  y  à  l'origine,  soient 

ds,  =  Qjdfjfi,        ds.,  =  !.>,'/</ 

leurs  axes  élémentaires  et  qt,  q2  les  paramètres   des  deux  courbes  dans  le  sys- 
tème orthogonal  ;  posons 

u,  =  i  <?,  -4-j  -3b,  -+-  kÇ„        <■>..  =  i  yt>i—j  E,  +  /.  ',',. 

les  indices  i  et  2  étant  relatifs  aux  deux  courbes  :  alors  la  formule 

diù,        du,  ,,  ,,     . 

^+-     -■..,  &,+  «,«,,  =  »,«, 

résume  les  trois  formules  de  Codazzi. 

Morera  (G.).  —  [Uio«]  Quelques  considérations  au  sujet  de 
la  Note  de  M.  le  professeur  Pizzetti  «  Sur  l'expression  de  la 
gravité  à  la  surface  du  géoïde  supposé  ellipsoïdique  » .  (3- 1  -3^). 

La  Note  de  M.  Pizzetti  est  à  la  page  2.3o. 

Favero  (G.-B.).  —  [T^c]  Quelipies  observations  sur  la  théorie 
des  moteurs  électriques.  (ilc  Partie  :  /j  i  S— /[ 2  —  ;  2e  Parlie  : 
5a3-535). 

Millosevich  (E.).  —  [L]  Observations  de  la  nouvelle  comète 
Gale.  (428). 

Millosevich  (E.).  — ■  [U]  Observations  historiques  et  critiques 
sur  la  découverte  des  taches  solaires,  à  propos  de  la  brochure 
du  docteur  Gerhard  Berthold  intitulée  :  «  Uer  Magister  Johann 
Fabricius  und  die  Sonnenflecken,  etc.  ».  (428-433). 

Sella  {A.).  —  [R5aa]  Encore  sur  la  forme  du  corps  attirant, 
dans  la  mesure  de  la  densité  moyenne  de  la  Terre,  et  sur  le  corps 
dont   L'attraction  sur  deux  points  est  un  maximum.  (436-442)- 

Castelnuovo  (G.).  —  [M2  1  </]  Sur  les  surfaces  algébriques  con- 
tenant un  réseau  de  courbes  hyperelliptiques.  (  4 7 •  î - 4 8 1  ) . 

Si  une  surface  renferme  un  réseau  de  courbes  C  hyperelliptiques  du  genre/?, 
tel  ipie  le  groupe  des  intersections  variables  de  deux  C  se  compose  de  v^p 
couples  de  la  série  g!,  qui  se  trouve  sur  les  C,  cette  surface  peut  se  représenter 
biunivoquement  : 

(  a  )  sur  un  plan, 

(jî)  ou  sur  une  surface  réglée  hyperelliptique  de  genre  />, 

les  C  correspondant  à  des  directrices; 
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(v)  ou  sur  une  surface  réglée  elliptique,  les  C  correspondant  à  des  courbes  qui 

,          .    .         .              v  -+- 1          v  -t-  2 
coupent  les   génératrices  en  ou  points. 

Ce   dernier    cas   ne    peut    se    présenter   que  lorsque    v  =  p,  ou  lorsque  v  =  4 

et  p  =  ?>. 

Enriques  i  /".).  —  [M2  i./]  Sur  les  systèmes  liné;iires  de  surfaces 
algébriques  dont  les  intersections  variables  sont  des  courbes 
elliptiques.  (481-487). 

Enriques  1  F.).  —  [M2  1 ./']  Encore  sur  les  systèmes  linéaires  de 
surfaces  algébriques  <  1  ■  >  1  ■  t  les  intersections  variables  sont  des 
courbes  elliptiques,  t  536-543). 

Ces  systèmes,  qu'on  »up| d'ordre  n  3,  c'est-à-dire  que  trois  surfaces  va- 
riables se  rencontrent  en  n  3  points,  peuvent  se  classifier  en  les  réduisant 
par  des  transformations  birationnelles  aux  trois  types  suivants  : 

1"  Pour  n  =  '|.  .').  6,  7.  s.  11  n  système  de  surfaces  cubiques; 

20  Pour  //  =  7,  s,  aus-i  le  système  »8  ou  x3  des  quadriques  ayant  un  point 
de  base,  ou  dépourvu  de  point  de  base  ; 

3°  Pour  n  =  8,  aussi  le  système  x>  des  surfaces  du  quatrième  ordre  .1  poinl 
triple  de  base,  deux  .Imites  doubles  de  base  passant  par  ce  point,  et  le  même 
cône  quadrique  tangent  en  ce  point. 

Ces  conclusions  sont  tirées  d'une  étude  que  l'auteur  fait  en  général  sur  les 
variétés  d'un  espace  S;1,  où  il  démontre  d'abord  que  les  variétés  à  sections 
hyperplanaires  elliptiques  ou  contiennent  un  faisceau  elliptique  de  plans,  ou 
bien  sont  rationnelles;  et  ensuite,  il  étudie  les  variétés  normales  de  S,l+I,  dont 
la  représentation  sur  S3  donne  1rs  types  cherchés. 

Blanchi  <L.<.  -  |0(i/,  |  Sur  l'interprétation  géométrique  du 
théorème  de  Moulard.  1  565-5^3). 

D'une  surface  S  quelconque  on  considère  deux  différentes  déformations  inli- 
tésimales,  pour  lesquelles  on  construit  les  respectives  surfaces  transformées 
S,.  S_  suivant  la  construction  indiquée  par  l'auteur  dans  ses  Lezioni  di  Géo- 
metria  differenziale  (Pisa,  E.  Spoerri,  i*.|'i);  cette  construction  consiste  i 
tirer,  par  tout  point  de  S  el  dans  le  plan  langent,  le  rayon  normal  a  la  direc- 
tion du  déplace  meut  :  on  obtient  ainsi  une  congruence  W,  dont  S  esl  une 
nappe  de  la  surface  focale;  l'autre  nappe  est  la  transformée  S,.  Il  y  a  nin- 
simple  inlinité  de  surfaces  S  ,  qu'on  peut  obtenir  par  une  quadrature,  dont 
chacune  admet  avec  S  le  même  couple  de  transformées  S,,  S,. 

En  appliquant  ce  théorème  aux  congruences  W  dont  h-^  deux  nappes  de  la 
surface  focale  ont  courbure  égale  aux  points  correspondants,  on  trouve  que 
pour  ces  congruences  ont  lieu  des  propriétés  déjà  signalées  par  l'auteur  pour  les 
congruences  pseudosphériques. 
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2e  semestre,  Tome  III:  1894. 

Leoncini  (M-)-    —    [Rjrt]    Sur    quelques    transformations    des 
équations  de  la  dynamique  du  point.  (3-i  i  |. 

1°  Cas  où  les  forces  ont  un  potentiel  ; 

2°  Cas  des  forces  centrales. 

Dans  le  cas  où  il  y  a  un  potentiel,  si  l'on  veut  qu'à  tout  mouvement  sur  une 
surface  S  corresponde  un  mouvement  sur  une  autre  surface  S,  sous  l'action  de 
forces  qui  ne  dépendent  que  de  la  position  du  point,  il  est  nécessaire  et  suffi- 
sant que  des  deux  systèmes  orthogonaux  de  lignes  qui  se  correspondent  sur  les 
deux  surfaces,  celui  de  S  soit  isotherme,  et  celui  de  S,  ait  la  forme  de 
Liouville. 

Del  lie  (A.).  —  [Moliia]  Sur  la  surface  du  cinquième  ordre  avec 
cinq  points  triples  et  une  cubique  double.  (ii-i(i  1. 

Suite  de  la  Note  de  même  titre,  insérée  au  Tome  II,  189,3,  2'  semestre, 
page  i38.  Les  cinq  connexes,  dont  la  surface  est  fondamentale  :  i^éuérations  de 
la  surface  par  formes  projectives;  autre  équation  de  la  surface  ;  invariants 
absolus. 

Sella  (    /.).    —   [R5aa]    Sur   les   corps    d'attraction   maximum. 

<4;-53). 

Une  attraction  A  étant  de  dimension  1  par  rapport  aux  longueurs,  et  un 
Volume  V  île  dimension  3,  on  a 


La  condition  pour  que,  V  étant  constant,  A  soit  maximum  est  celle  qui  a 
lieu  pour  le  maximum  de  X,  ce  qui  entraine 

SA  _    A 

sv  _  TV" 

Applications  à  des  cas  où  la  forme  du  corps  dépend  de  deux  paramètres. 

Blanchi  (L.).  —  [Oô(]  Sur  les  surfaces  dont  les  plans  principaux 
ont  constant  le  rapport  des  distances  à  un  point  fixe.  1  77-84  I. 

Les  surfaces  mentionnées  dans  le  titre,  dont  celles  étudiées  par  M  Guichard 
(Comptes  rendus,  t.  CXVI,  iSg.J,  p.  483)  sont  un  cas  particulier  (le  rap- 
port =  1  ),  rentrent  comme  cas  particulier  dans  celles  étudiées  par  l'auteur  dans 
le  Tome  XVIII,  4"  série  (  1890),  des  Annali  <//  Matematica,  qui  sont  divisées  en 
parallélogrammes  infiniment  petits,  équivalents  par  le  double  système  isogonal 
des  lignes  de  courbure  sous  un  certain  angle  constant.  L'auteur  donne  aussi 
une  construction  par  laquelle,  en  connaissant  une  telle  surface,  on  peut  en 
déduire  une  double  infinité. 
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Ricci  (G.).  —  [06/;>]  Sur  l'équation  de  condition  pour  les  para- 
mètres des  systèmes  de  surfaces  appartenant  à  un  système  triple 
orthogonal.  (93-96). 

Transformée  en  coordonnées  générales  de  l'équation  de  Weingarten.  Condi- 
tion pour  qu'une  équation  linéaire  homogène  aux  dérivées  partielles  du  pre- 
mier ordre  ait  deux  intégrales  orthogonales.  Tout  cela,  par  les  méthodes  du 
calcul  différentiel  absolu. 

Pittarelli  (G.).  —  [04./*]  Sur  les  lignes  asymplotiques  des 
surfaces  réglées  contenues  clans  une  congruence  linéaire. 
(  1 1 1  - 1 1 6  ) . 

Les  propriétés  démontrées  par  l'auteur  dans  ces  liendiconti.  V  série,  t.  VII, 
1891,  1"  semestre,  p.  3gi  et  p.  482,  pour  les  surfaces  réglées  algébriques  et 
rationnelles,  sont  ici  étendues  a  des  surfaces  réglées  quelconques,  même  trans- 
cendantes, pourvu  qu'elles  soient  contenues  dans  une  congruence  linéaire.  On 
a  toujours  une  infinité  de  transformations  par  dualité  de  la  surface  en  elle- 
même,  pour  lesquelles  une  asymptotique  n'est  pas  changée. 

Pittarelli  (G.).  -  [0/|/|  Autres  observations  sur  les  lignes 
asymplotiques  des  surfaces  réglées  appartenant  à  une  congruence 
linéaire.  (148-1  02). 

Suite  à  la  Note  précédente.  Cas  où  les  directrices  de  la  congruence  sont 
coïncidentes. 

Siacci  i  F.  1.  —  [l'aa  réf.  1\  1  e]  Sur  les  tensions  dans  un  système 
élastique  articulé.  {  2o5-2i  \  |.  Note  II.  i  ■>.  {5-255  \. 

Dans  un  système  élastique  articulé  isolé,  en  équilibre  sous  l'action  de  forces 
appliquées  aux  sommets,  la  forme  des  carrés  des  tensions  des  tiges,  divisés 
par  les  coefficients  de  résistance,  est  un  minimum,  compatiblement  avec  les 
équations  d'équilibre,  lorsque  les  longueurs  naturelles  des  tiges  sont  les  pro- 
jections des  cotés  d'un  polygone  complet  sur  les  tiges  tendues. 

Dans  la  Note  II,  on  suppose  que  le  système  soit  appuv. 

De  Paolis  1  R.  1.  —  [1J 1  6]  Théorie  générale  des  correspondances 
projectives  et  des  groupements  projectifs  dans  les  formes  fonda- 
mentales a  deux  dimensions.  (225-229). 

Ces  recherches  constituent  la  troisième  Partie  du  grand  travail  de  De  Paolis  : 
Fondamenti  di  una  teoria,  puramente  geometrica,  délie  curve  e  délie 
superficie,  dont  les  deux  premières  Parties  sont  constituées  par  le  Mémoire  : 
Teoria  dei  gruppi  geometrici  e  délie  corrispondenze  che  si  possono  stabilire 
Ira  i  loro  elementi  {Memorie  délia  Società  italiana  délie  Scienze,  série  31, 
t.  VII,  1S90),  et  par  l'autre  :  Le  corrispondenze  projettive  nelle  forme  geome- 
triche  fondamentali  di  1*  specie  (  Memorie  ne/la  B.  Accademia  délie  Scienze 
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di  Torino;  série  2",  t.  X LU,  1S92  ).  Cette  troisième  Partie  est  restée  incomplète 
par  la  mort  de  l'auteur. 

Une  Note  ajoutée  par  M.  Segre  rend  compte  de  quelques  résultats  contenus 
dans  les  manuscrits  laissés  par  l'auteur. 

Pittarelli  (G.).  —  [04/]  ^LU"  'es  lignes  asymptotiques  des 
surfaces  réglées  algébriques  de  genre  quelconque,  faisant  partie 
d'une  congruence  linéaire.  (22Q-236  }. 

Note  se  rattachant  aux  deux  autres  insérées  dans  ces  Rendiconti,  4°  série, 
t.  VII,  i8gi,  i"  semestre,  p.  391  et  482,  où  l'auteur  a  étudié  le  cas  des  surfaces 
algébriques  et  rationnelles. 

Pittarelli  (G.  1.  —  [Q4/1  Correction  à  la  Note  :  Sur  les  lignes 
asymptotiques  d'une  classe  de  surfaces  gauches  de  genre  zéro. 
(a64). 

La  correction  est  relative  à  la  Note  de  ces  Rendiconti,  4°  série,  t.  VII,  1891, 
1"  semestre,  p.  3qi,  et  regarde  le  genre  de  la  courbe  asymptotique. 

Cesàro  {E.).  —  [T2aref.  Q2]  Sur  les  équations  de  l'élasticité 
dans  les  hyperespaces.  (290-20,4)- 

Millosevich  {ES).  —  [U]  Observations  de  la  planète  BE  1  Sg4  et 
réflexions  sur  son  orbite.  (36^-368). 

Besso  (DJ).  —  [H5/]  Sur  certaines  équations  différentielles 
hypergéométriques.  (3g3-4oo).  S.   R. 


JOURNAL  FUR  DIE  REINE  UND  ANGEWANDTE  MATHEMATIK. 
Tome  CXXXV,   1909  («). 

Ritz  (  Walter).  —  Sur  une  nouvelle  métbode  pour  la  résolution 
de  certains  problèmes  de  variation  de  la  Physique  mathématique. 

('-GO- 

Lorsqu'il  s'agit  de  représenter  une  fonction  réelle  w(x,y,  .. .  )  dans  un 
domaine  donné,  on  peut  se  servir  avantageusement  des  développements  en  poly- 
nômes, séries  de  Fourier,  etc.,  pourvu  que  la  fonction  satisfasse  dans  tout  le 
domaine  à  certaines  conditions  de  continuité,  etc.,  qui  sont  remplies  en  général. 
Mais  si  w  est  l'intégrale  d'une  équation  différentielle  donnée,  le  calcul  des 
coefficients  des  développements  ne  réussit  que  dans  le  cas  très  particulier  où 
une  intégration  par  des  séries  de  puissances  très  rapidement  convergentes  est 
possible.  L'auteur  se  propose  de  trouver  dans  le  cas   général   la  représentation 

('  )  Voir  Bulletin,  XXXIV,,  p.  5. 
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approchée  de  l'intégrale  par  un  polynôme  de  degré  n  (nu  une  série  de  Fou- 
rier,  etc.)  avec  une  précision  croissant  indéfiniment  avec  n.  D'une  manière 
générale  il  clierclie  une  expression  approchée  ivn  de  la  forme 

(i)  »'„  =  ^0+  al4'l+  ":'i    +•  •  •+  a/i,e 

où  les  <{/  sont  des  fonctions  données  à  l'avance  et  qui  dépendent  de  la  nature 
de  la  question. 

Dans  ce  Mémoire  l'auteur  indique  une  méthode  pour  la  détermination  des  o, 
dans  le  cas  où  il  s'agit  d'un  problème  de  variation.  Si,  par  exemple,  il  s'agit  d'in- 
tégrer l'équation  différentielle  qui  donne  les  extrémales  de  l'intégrale 


f    /(.r.  .r.  „•'. 


(2)  J=   /     f'x,  .r.  ir w'">)dx, 

on  n'a  qu'à  remplacer  w  par  l'expression  (i)  et  calculer  l'extremum  de  la  fonc- 
tion J(a,,tf. ci,,)  ainsi  obtenue.  Si  J  est  une  forme  définie   il  n'y  a  qu'un 

extremum;  la  fonction  tv„  ainsi  obtenue,  ou  du  moins  certaines  intégrales 
indéfinies  portant  sur  n  n,  converge  uniformément  dans  tout  le  domaine  consi- 
déré. Si  les  i(  possèdent  la  propriété  que  chaque  fonction  a>  qui  satisfait  aux 
conditions  de  continuité  et  aux  conditions  aux  limites  imposées  a  l'intégrale 
cherchée  est  représentable,  ainsi  qu'un  nombre  déterminé  de  ses  dérivées  par 
une  expression  de  la  forme  (i),  et  cela  avec  une  approximation  aussi  grande 
qu'on  veut,  alors  fv„  converge  vers  la  solution  cherchée. 

La  méthode  s'applique  naturellement  au  cas  de  plusieurs  variables  indépen- 
dantes :  l'auteur  traite  quatre  exemples  : 

1-13.  Déformation  d'une  plaque  élastique  encastrée  sur  son  pourtour  et 
soumise  à  une  pression  normale  donnée.  —  Ce  problème  revient  à  l'intégra- 
tion de  l'équation 

,/',v                ,IUy             (rtv 
AAiv  -= H-  •.> h r   =   f(  X,  y), 

,n  '  ,i,     ,n  ,n  • 

où  la  fonction  inconnue  a>  satisfait,  sur  le  contour  du  domaine  donné  1(.  aux 
conditions 


et  <>ù  ii',  ainsi   que  ses  dérivées  jusqu'au  quatrième  ordre,  est  finie  et  continue 
dans  R  et  sur  L.  La  fonction  cherchée  «■•  rend  extremum  l'intégrale 

J  =  f  f\\ (A«-|-  -/<■>:.  v  uvl  dS. 

L'intégrale  .1    possède  une   borne   inférieure  (qui   peut  d'ailleurs   ne  pas  être 
atteinte)  :  elle  reste  en  elle t  supérieure  a 

'-.aB<-.>'-H"s+II"'^-SH*'' 

où  l'on  a  i»"sé 

«>,(«,  b)  =  --^-  /    fr-\oSrf(x,y)dS;         r  =  v  ,  x-ar  ~  i  .,•-*,-. 
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L'auteur  introduit  alors  une  suite  infinie  de  fonctions 

+i(^. y),   «M*,  r)<    ■■■•   ^(«i  jOi    ••• 

satisfaisant  aux  conditions  suivantes  : 

i"  Elles  sont  dans  le  domaine  R  et  sur  son  contour  L,  finies  et  continues  ;  il 
en  est  de  même  de  leurs  dérivées  principales 

dxTn+n 
— ■ —     (  m  =  o,  i,  i,  3  :    n  =  o.  i,  2,  3): 

M 

2°  Sur  L  on  a,  pour  chaque  valeur  de  i,  il    =  o,  — —  =  o; 

1  "  on 

3°  Soit  Ç  une  fonction  quelconque  finie  et  continue  ainsi  que  ses  dérivées 
principales,  nulle  partout  ailleurs  que  dans  un  rectangle  p,  tout  entier  intérieur 
à  R,  et  dont  la  position  et  la  grandeur  restent  arbitraires.  On  suppose  qu'on 
peut  choisir  l'indice  m  et  les  coefficients  a-  de  manière  qu'en  posant 

:  „  i  x.  y)  =  <vî'i-f-  «2 +5-+--  ■  •+  «„.  V.„- 

la  fonction  *  —  ",„  et  se-  dérivées  principales  restent  clans  H  et  sur  L  inférieures 
en  valeur  absolue  à   un  nombre  donné  aussi  petit  qu'on  veut  z  ; 

4°  Une  somme  de  la  forme  Çm  ne  peut  s'annuler  identiquement  dans  R  que 
si  a,  =  a3  = . . .  =  3c,(l  =  o . 

Cela  étant  l'auteur  détermine  ar  a,;  ....  aiu  par  la  condition  que  la  fonc- 
tion 

w,i,  ~  o1,)l  +  a:,|']+.  ■  •  —  «.„  y,„ 

rende  minimum  l'intégrale  J,  par  rapporta  toutes  les  fonctions  de  même  forme. 
Cela  est  possible,  m  étant  donné,  d'une  manière  et  d'une  seule.   La  valeur  J," 
du    minimum   décroît  constamment    quand    m    augmente    et    tend    vers   une 
limite  .1  "  . 
L'inégalité 


II 


[Ai  "',„.„-  «'„,'l'/-        '- 


démontrée  par  l'auteur  pour  m  >M./i  quelconque,  montre  que  la  fonction  wm 
converge  uniformément  dans  R  vers  une  fonction  iv(x,y)  continue  dans  R  et 
nulle  sur  elle.  De  même 


d    rr       .  d    r> 

/       iv„  dx,  —     /       IV„ 

àyja  dxja 


dy 


convergenl   umlormémeui    vers 


—    /       iv  dx,         —    /      iv  dr. 

m     '..  ox  .  Iu 


Les  résultats  précédents  sont  indépendants  de  l'hypothèse  3°  faite  sur  les  y,. 
Si  l'on  tient  compte  maintenant  de  cette  hypothèse,  la  fonction  limite  iv  est  la 
solution  cherchée.    L'auteur   introduit   pour   le   démontrer   une   fonction    Vm   et 
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une  fonction  I'  satisfaisant  à 

■  ■'■  L'„,  os  [■' 

dx'  ây3  "' 


/•■ 


la   fonction   U m  converge    uniformément    vers    nue   fonction    L.   et   l'on   a   pour 
toute  fonction   " 

I    f[±\\        i        rl  ';  , rfS  =o. 


Un  lenime  de  llilbert  permet  de  déduire  de  U  une  fonction  V  satisfaisant    > 

4AV       I 
d'où  enfin  l'on  déduit  ii»=/(x,/). 

r-  ■  ,  "'V-,  àW 

Ln  toute  rigueur  on  u  est   pas  sur  que  converse  vers     — • 

r  '  [U  <IX 

Pour  appliquer  la  méthode  précédente  l'auteur  suppose,  ce  qui  est  possible 
dans  un  très  grand  nombre  de  cas,  que  le  contour  L  pui*s,.  être  représenté  par 
une  équation  F  [x, y)  —  o,  F  étant  fini  et  continu  ainsi  que  ses  dérivées  prin- 
cipales, dans  R   et  sur  I..  ne  s'annulant  pas  a    I  intérieur  de    H.    et    enfin   satis- 

...            ,             "I                                à- F  , 

faisant  sur  L  a   la  condition    —  =  o,  sans  que    .    ...   s  annulent  identique- 

ment  sur  L.  L'auteur  passe  en  revue  les  différents  développements   possibles  de 

la  fonction  —  =  P,  en  séries  de  Fourier.  en  séries  de  polynômes  de  Legendre,  ele 
I- 

Il  traite  enfin  en  détail  le  cas  où   la   plaque  a  la   forme  d'un  carré  de  cote  a. 

Dans  ce  cas  particulier  il  introduit  la  fonction   j  de  la  forme 

u   ;       x)  désigne  la  m"™'  solution  de  l'équation 
d'u 


solution  assujettie  à  s'annuler  ainsi  que  sa  dérivée  première  pour  x  =  o  etaî  =  a 

et  à  rendre  de  plus  l'intégrale  /      u~  dx  égale  à  a.  Il  calcule  enfin  numérique- 

*-  o 
ment  les  valeurs  des  coefficients  a  pour  «',,  i\\,  a>3  dans  le  cas   où  f  est   cons- 
tante. 

13-14.  L'équation  potentielle.  Le  principe  de  Dirichlet.  —  La  deuxième 
application  que  l'auteur  donne  de  sa  méthode  générale  se  rapporte  au  principe 
de  Dirichlet.  Il  se  propose  la  recherche  d'une  fonction  u(x,  y),  finie  et  continue 
ainsi  que  ses  dérivées  du  premier  ordre  dans  un  domaine  li,  satisfaisant  dans  lt 
à  l'équation  A«  =o  et  prenant  sur  le  contour  de  R  des  valeurs  données. 

Il  suppose  que  l'équation  du  contour  puisse  se  mettre  sous  la  forme 
V(x,y)  =  o.  ou  F  ne  s'annule  pas  à  l'intérieur  et  est.  aniM  que  ses  dérivées 
principales,  ti nie  et  continue  dans  R  et   sur  L;   de  plus,  on   n'a  pas  identique- 

dF        à* 

ment  —   =  —  =  o  sur  le  contour. 
ux        ay 
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Il  suppose  de  plus  que  les  valeurs  que  doit  prendre  la  fonction  u  sur  L  sont 
celles  que  prend  une  fonction  Q(x,y),  finie  et  continue  dans  H  ainsi  que  ses 
dérivées  du  premier  ordre  et  telle  que  AQ  soit  fini. 

En  posant  u —  0  =  tv,  la  fonction  iv  s'annule  sur  L  et  satisfait  dans  R  à  une 
équation  Aiv  —  f{x,y);  elle  rend  extremum  l'intégrale 

La  méthode  de  l'auteur  le  conduit  à  une  suite  de  fonctions  ivm  ;  les  intégrales 

Jwmdy.     j      a>mdx    convergent    uniformément   vers  des    fonctions    limites 
o  •-  o 

continues,  ainsi  que  l'intégrale   /  wm  ds  étendue  à  un  petit  arc   de   courbe/.   Le 
lemme  de  Hilbert  permet  de  démontrer  que  la  fonction 


un      /  ivm(  x,  y  )  dx  =  lim     lien      I  wm{x,  y] 

i  =  «  J  r  e  =  o  m  =  «=  J . 


dy 


satisfait  aux  conditions  demandées. 


Ii.  Équations  différentielles  linéaires  à  coefficients  variables.  —  L'auteur 
applique  sa  méthode  à  l'équation  différentielle  linéaire  qui  donne  les  exiréinales 
de  l'intégrale 

J  =  /    i/Ax )r": ■+■ 2 /s ( &)yy' + fa (^ )y- ]  dx. 

Il  cherche  à  déterminer  une  fonction  y  finie  et  continue  ainsi  que  sa  dérivée  y', 
dans  l'intervalle  ab,  prenant  pour  x  =  a  et  x  =  b  des  valeurs  données  A  et  B 
et  rendant  I  minimum.  Il  suppose  que  la  forme  sous  le  signe  /  e»t  définie 
et  positive. 

Il  arrive,  dans  ce  cas,  à  une  suite  um  qui  converge  uniformément  vers  une 
fonction  limite  ;;,  satisfaisant  à   la  question. 

16.  La  corde  vibrante.  —  L'auteur  montre  comment  sa  méthode  peut  être 
numériquement  appliquée,  même  à  des  cas  où  la  convergence  n'est  pas  assurée; 
il  cherche  une  représentation  approchée  par  des  polynômes  des  solutions  de 
l'équation  des  cordes  vibrantes. 

David  (Lttdwig  c).  —  Sur  la  théorie  de  l'itéralion  de  Sclia jh ra . 
(6a-74). 

Schapira,  généralisant  un  algorithme  de  Lagrange-Gauss,  a  défini  au  moyen 
de  l'identité 

xn—  («),"'  a,.r"-'  —  i  n  )^+'   oja;"-1-!-. . .+  ( —  i)"(/l){/+l)ajj 

=  (x  —  (')a,)  (x  —  i')cr„)...(x  —  <'>a„), 

un  procédé  permettant  de  passer  d'un  système  (')a,,   ''</,, '  «„  de  nombres 

positifs  à  un  autre  système  C+,,a,,  ...,   (,+l  «„■  Si   le  système   initial   mav  .... 
<°)«„  est  formé   de  nombres  positifs  quelconques,   Schapira    a   démontré,    pour 
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n  —  2,  3,  4.  5,  l'existence  d'une  limite  pour  a["  lorsque  i  augmente  indéfiniment, 
et  de  plus  il  a  montré  qu'on  a 

lim(|'a1=  limtOaa  =  .. .  =  lim  Wa,. 

Dans  une  Communiealion  antérieure  l'auteur  a  généralisé  ce  résultat  pour 
n  quelconque.  Dans  le  présent  article  il  considère  le  cas  où  les  (1  av  sont  com- 
plexes et  arrive  .1  un  théorème  analogue. 

L'existence  des  limites  pour  |  >'  av  |  repose  sur  le  théorème  suivant  : 

Si  a\  ,  a'J\  . . . ,  a',','  sont  des  suites  de  nombres  positifs  telles  que  l'on  ait, 
pour  chaque  valeur  de  i,  au  moins  un  indice  m  i  satisfaisant  aux  conditions 

",',,      a'-J  (''=',  3i  •  •  -i  1)1 

(</„',, )'"'=— —  V  «;.'-'v/;.^n. ..«;-"    (j=  1,  2, 3. ...), 

<//    te'nd  vers  une  limite  pour  i  infini  et  l'on  a 

lima,"  =  lim(ïj'   =..    =  lima!/'. 

Quant  à  l'existence  des  limites  pour  arc  <'  a.,,  il  faut  supposai'  ces  arguments 
choisis  entre  o  et  2—,  la  deuxième  limite  étant  exclue. 

L'auteur  étudie  ensuite  les  propriétés  de  la  limite  considérée  comme  fonction 
des  valeurs  initiales '"'a,,  ... ,  '°  a„. 

llai'iii zschel  (E '.).  —  Sur  une  substitution  dur  à  Eïermite  pour  la 
réduction  de  l'intégrale  elliptique  de  première  espèce  à  la  forme 
normale  de  Weierstrass.  (^5-8o). 

X'  ds 
—     se    transforme    eu    I  intégrale 
\  § 


/ 


dx        .  ,, 

I  on  pose 


_   /'  (  J  ) . 


les   notations  sont  définies  par  les  formules 
R  1  x  |  =  atlx>  +  i  ",  .i'1  ■+■  6a2x'  -+-  !\  as x  —  «4. 

Ii  (  x  )  =  i  ('„'/.,—  a\)xA+  2  («„a3 —  a1a.,)x*+  (a„at+  2«,«3—  Za\  )x2 
:(atat      un    tx^a-.a^ — al, 
S  =  i-''' —  gts       g  1, 

g-3:=  a„«,«,-t-  2a,o3o3—  </„«•  —  n';n,—  a3  ; 

de  1  » 1 11  —  j„  est  une  racine  de  R(;r). 

L'auteur  monlre  comment  on  peut  passer  inversement  de  la  seconde  intégrale 
a  la  premièi  e. 

Ilessenberg  1  Gerhard).  —  Théorie  des  chaînes  el  ensembles  bien 
ordonnés.  (8i-i33). 
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Les  recherches  exposées  dans  ce  Mémoire  ont  irait  à  la  portée  des  axiomes 
de  la  théorie  des  ensembles  et  des  conséquences  qu'on  peut  en  tirer.  L'auteur 
part  de*  axiomes  Indiqués  par  Zermelo  et  qui  écartent  les  paradoxes  connus 
tenant  à  ce  que  le  «  domaine  des  choses  »  dont  s'occupe  la  théorie  des  ensem- 
bles n'est  pas  lui-même  un  ensemble.  L'objet  principal  du  Mémoire  est  la  théorie 
des  chaînes  (  Ivelten  )  qui  appartiennent  à  une  correspondance  donnée;  elle  est 
précédée  de  la  théorie  des  correspondances  les  plus  importantes,  à  savoir  les 
«  fonctions  •>  qui  sont  caractérisées  par  la  condition  qu'à  tout  ensemble  d'ar- 
guments corresponde  un  ensemble  de  valeurs  de  la  fonction.  Les  fonctions  les 
plus  importantes  sont  les  fonctions  monotones  (  homéotones  et  antitones).  La 
chaîne  est  un  argument  d'une  foni  tion  homéotone  tel  que  la  valeur  de  la  fonc- 
tion soit  une  partie  de  la  valeur  de  l'argument.  La  considération  de  la  plus 
petite  chaîne  qui  embrasse  un  argument  donné  conduit  à  la  théorie  des  ensem- 
bles bien  ordonnés  et  à  la  démonstration  du  théorème  de  Zermelo  sur  la  possi- 
bilité de  bien  ordonner  un  ensemble  quelconque. 

I.  Les  relations  fondamentales.  —  La  première  relation  fondamentale  est 
celle  île  l'identité  a  =  b.  La  seconde  est  exprimée  par  la  formule  asa,  qui 
s'énonce  :  «  a  est  élément  de  a  »,  ou  «  a  est  contenu  dans  a  »  ou  «  a  con- 
tient a  »  :  cette  relal  ion  est  transitive;  si  un  objet  a  contient  d'autres  objets,  c'est 
un  ensemble  (Menge);  un  ensemble  peut  être  vide  un  nul.  Il  y  a  des  ensembles 
de  différents  degrés  (Stufe):  un  ensemble  du  second  degré  admet  pour  éléments 
des  ensembles  (du  premier  degré)  et  ainsi  de  suite.  L'auteur  se  sert  des  lettres 
minuscules  latines  </,  b,  .  .  .  pour  désigner  un  objet;  des  lettres  minuscules 
grecques  x,  fi,  ...  pour  désigner  un  ensemble  de  premier  degré,  des  lettres 
majuscules  latines  A,  B,  . . .  pour  désigner  un  ensemble  du  second  degré. 

La  troisième  relation  fondamentale,  qui  n'a  lieu  qu'entre  des  ensembles, 
exprime  que  tout  élément  de  fi  est  aussi  élément  de  a;  on  l'énonce:  «  a  em- 
brasse ;;  ».  «  fi  est  sous-ensemble  de  a  »,  «  a  est  sur-ensemble  de  J3  »,  et  on 
l'écrit  (') 

cette   relation    de   subsomplion    est    transitive.  On  dit  encore  que  «  a  est  plus 
grand  que  (3  dans  le  sens  de  la  subsomplion  ». 

Un  ensemble  A  est  dit  «  ordonné  par  subsomption  »  si  entre  deux  éléments 
quelconques  a  et  fi  de  A  existe  l'une  des  relations  a<S  jî,  fi  <  oc. 

II.  Les  axiomes  de  Zermelo.  —  L'auteur  énonce  ces  axiomes  : 

Axiome  de  la  détermination  :  Un  ensemble  est  déterminé  par  ses  éléments. 

Axiome  des  ensembles  élémentaires  :  Il  y  a  un  ensemble  nul  et  un  seul  zéro. 
A  chaque  objet  a  correspond  un  ensemble  Ca  ou  \a\  qui  contient  cet  objet  et 
cet  objet  seulement  ;  à  deux  objets  différents  a,  b  correspond  un  ensemble 
;  a.  b  \   qui  contient  ces  deux  objets. 

Axiome  de  l'infini:  Il  y  a  au  moins  un  ensemble  qui  contient  zéro  el  qui 
contient  £  a  dès  qu'il  contient  a. 

Axiome  de  discrimination  :  Si  la  proposition  -l.x  esl  définie  pour  tous  les 
éléments  x  d'un  ensemble  x,  il  y  a  un  sous-ensemble  &>x  de  a  qui  contient  tous 
le?  éléments  de  a  pour  lesquels  JUx  est  vraie  et  ceux-là  seulement. 


(  '  )  La  difficulté  de  l'impression  a  conduit  à  remplacer  le  signe  qui  figure  dans 
le  Mémoire  original  par  le  signe  <. 


4  SECONDE  PARTIE. 

Axiome  de  l'ensemble  puissance  :  A  chaque  ensemble  a  correspond  un 
ensemble  Oa  qui  contient  tous  les  sous-ensembles  de  a.  On  démontre  que, 
si  3  <gj  a,  il  existe  un  ensemble  0(j3,  a)  contenant  tous  les  ensembles  qui  sont 
sous-ensembles  de  a  et  sur-ensembles  de  S. 

Axiome  de  la  somme  (  Vereinigung)  :  A  chaque  ensemble  A  du  second  degré 
correspond  un  ensemble  ^A  qui  contient  les  éléments  des  éléments  de  A  et 
ceux-là  seulement. 

On  démontre  l'existence  d'un  ensemble  10  A,  le  noyait  de  A.  qui  contient 
comme  éléments  les  éléments  communs  à  tous  les  éléments  de  A;  (©A  est  l'in- 
tersection des  éléments  de  A. 

Axiome  du  choix:  Si  les  éléments  de  A  n'ont  deux  à  deux  aucun  élément 
commun  et  si  de  plus  aucun  des  éléments  de  A  n'est  nul,  il  y  a  au  moins  un 
ensemble  \i  qui  a  exactement  un  élément  commun  avec  chaque  élément  de  A. 

Dans  la  suite,  l'auteur  ne  fait  pas  usage  de  l'axiome  de  l'infini  :  il  ne  fait 
usage  de  l'axiome  du  choix  que  dans  le  dernier  Chapitre. 

III.  Fondions.  —  Une  correspondance  est  dite  une  /onction  lorsque,  étant 
donné  un  ensemble  quelconque  de  valeurs  de  l'argument,  on  peut  démontrer 
que  les  valeurs  correspondantes  de  la  fonction  forment  un  ensemble.  Si  -~.r  est 
le  symbole  de  la  fonction  et  si  a  est  un  ensemble  de  valeurs  de  l'argument, 
l'auteur  désigne  par  ."F,  a  l'ensemble  des  valeurs  de  la  fonction.  Ln  particulier,  la 
correspondance  définie  par  ^x  =  x  est  une  fonction  ;  Cx  est  une  fonction. 

Si  deux  correspondances  J x  et  (j  x  sont  telles  qu'on  ait  pour  chaque  argu- 
ment ,f  x  <^Çx,  Ux  est  dite  une  majorante  de  ,7.  Si  <j  est  une  fonction  il  en 
est  de  même  de  -7.  Les  correspondances  (Q,  S  sont  des  fondions  définies  pour  des 
ensembles  du  second  degré. 

IV.  Relations  fonctionnelles.  —  L'auteur  établit  un  certain  nombre  de  for- 
mules qui  découlent  des  axiomes  de  Zermelo  et  de  la  définition  de  la  fonction. 
Il  introduit  aussi  des  notations  abrégées  pour  certaines  fonctions  à  deux  argu- 
ments, lorsque  l'un  des  arguments  est  supposé  fixe;  par  exemple,  il  désigne, 
pour  p.  fixe,  par  Va,  la  fonction  V)  (  a,  p.),  par  £  a  la  fonction  jx  —  a. 

V.  Fonctions  monotones.  —  Si  S  est  une  fonction  telle  que  les  valeurs  de 
l'argument  et  de  la  fonction  soient  des  ensembles,  la  fonction  est  dite  mono- 
tone si  de  a  ?£  3,  résulte  toujours  .fa  —  .7,3  ou  ,7  3  |i|  7a;  dans  le  premier  cas 
elle  est  dite  lioméotone,  dans  le  second  cas  anlitone.  L'argument  zéro  peut 
être  pour  certaines  fonctions  arbitraires  un  argument  singulier,  aussi  il  est 
nécessaire  de  désigner  par  un  symbole  particulier  3t>A  l'ensemble  obtenu  en 
retranchant,  de  l'ensemble  A,  l'élément  zéro  s'il  le  contient.  Zflu  est  une  fonc- 
tion. 

Si  jo  est  une  fonction  lioméotone.  on  a  les  relations  fondamentales 

S2>1  =  3cS,        %Œ)  =  (D2),,        Jo,T3  jà  V).i, 

la  seconde  n'ayant  lieu  que  si  l'argument  A  n'est  pas  nul.   Il  y  a   des  relations 
analogues  pour  les  fonctions  antitones. 

VI.  Fonctions  dislributives.  —  Une  fonction  distnbutive  est  définie  par  la 
relation 

§&,  =  &§; 

elle   est  toujours  lioméotone.   La   fonction   $  est  distributive  ;   toutes  les  fonc- 
tions &.  sont  distributives. 


REVUE   DES   PUBLICATIONS.  55 

VII.  Fonctions  discriminantes.  —  Suient  un  domaine  il  et  une  proposition  ax 
délinie  pour  lous  les  éléments  de  ce  domaine.  Cela  étant,  si  o  est  un  ensemble 
dont  les  éléments  sont  contenus  dans  a,  il  existe  un  ensemble  -A»a  formé  des 
éléments  de  i  pour  lesquels  la  proposition  est  vraie.  0A0  est  une  fonction  discri- 
minante. Elle  est  dislributive;  ou  a  de  plus  A-  &<  =  <A>.  Deux  fonctions  discri- 
minantes A>,  l)!>  satisfont  a  la  relation  oft»1)b=  lth«A».  Là  fonction  -X>  est  une 
fonction  discriminante. 

VIII.  Fonctions  monotones  particulières.  —  L'auteur  établit  un  certain 
nombre  de  formules  se  rapportant  aux  fonctions  S.  V),  (0.  En  particulier,  les 
fonctions  boméotones  S,  3b  V),  CD,  Jt  O,  qui  joueront  plus  loin  un  rôle  impor- 
tant, satisfont  aux  deux  relations 

3  .-:  /î,  .loi''.       #13bO,3v%£)  =  #1Xl.')       (.T  =  -Sou(0). 

I\.  Chaînes.  —  Soit  &  une  fonction  homéotone;  un  argument  a  est  dit 
chaîne  de  a  si  l'on  a 


les  chaînes  appartenant  à  une  fonction  simplement  homéotone  sont  dites  chaînes 
de  Zermelo  ;  celles  qui  appartiennent  à  une  fonction  dislributive  sont  dites 
chaînes  de  Dedekind. 

Si  tous  les  éléments  d'un  ensemble  A  sont  des  chaînes  de  Xc,  il  en  est  de 
même  de  (B  A. 

Si  tous  les  éléments  d'un  ensemble  A  sont  des  chaînes  d'une  fonction  %  dis- 
tribulive,   il  en  est  de  même  de  -SA. 

Si  a  est  sous-ensemble  d'une  chaîne  p  de.i,  il  existe  une  plus  petite  chaine 
ot„  embrassant  a. 

Soient  u.  une  chaîne  de  i  et  M  l'ensemble  des  chaînes  de  2o  embrassées  par  u.; 
M  contient  alors  le  noyau  de  chacun  de  ses  sous-ensembles  non  nuls  M'  ; 
M  contient  aussi  -S  M',  si  5â  est  distribulive.  Daus  ce  dernier  cas  l'ensemble  M 
est  ferme,  si  l'on  entend  par  ensemble  fermé  un  ensemble  qui  contient  le 
noyau  (D  M'  et  la  somme  J>  M'  de  tous  ses  sous-ensembles  non  nuls.  Un  ensemble 
fermé  M  est  caractérisé  par  la   formule 

(S,+  Û9,)%Ï)M  p£  M. 

Tout  ensemble  fermé  M  peut  être  regardé  comme  un  ensemble  de  chaînes  de 
Dedekind  ;  la  fonction  Xz  correspondante  est  délinie  de  la  manière  suivante  :  Xdo. 
est  le  plus  petit  élément  de  M  qui  embrasse  l'argument   a       -S  M. 

L'exemple  le  plus  simple  d'un  ensemble  fermé  estU(ct,  jï).  Chaque  ensemble 
du  second  degré  admet  un  plus  petit  sur-ensemble  fermé. 

X.  Fonctions  équivalentes.  —  Si  deux  fonctions  ont  les  mêmes  chaînes,  elles 
sont  diles  équivalentes.  On  peut,  sans  restreindre  la  généralité,  supposer  que 
la  fonction  de  chaînes  Xo  est  majorante  de  3;  dans  le  cas  OÙ  £  est  distribulive, 
elle  es!  de  la  forme  Sr?,,  -7  étant  majorante  de  C  . 

Si  l'on  désigne  par  %aa  la  plus  petile  chaîne  de  &  embrassant  a,  la  fonction  .&„ 
est  majorante  de  -1  et  satisfait  à  la  relation  2>0J30^  3ô„.  C'est,  parmi  toutes  les 
fonctions  équivalentes  à  i,  la  plus  grande  de  celles  qui  jouissent  de  ces  deux 
propriélés  Si  -T  îf  î,  on  a  -T„  =  i0;  si  jo  est  dislributive,  3s0  l'est  aussi.  L'au- 
teur désigne  par  i,  la  fonction  otC;  ici;  e~l  abus  la  plus  petite  chaine  de  jâ 
contenant  l'élément  a. 
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Si  la  fonction  a  admet  des  chaînes,  il  en  est  de   même  de   i,.   Si   ;i  est  une 

chaîne  Je  i  et  si  a  ==  ;j..  i!  y  a  une  plus  petite  chaîne  de   £    tenant  2:  c'est 

<lti.  La  fonction  -SX-,,  est  équivalente  à  i  :  elle  est  égale  à  a,  si  i  est  dislri- 
buiive.  Si  ZL-  est  simple  tient  lioméotone,  la  fonction  S  i  ,  peut  être  différente 
de  o,  :  ruais  en  substituant  à  la  fonction  i.  la  fonction 

;-'=-  i,--  S,  3b©  -  CD,  )£>t>, 

toute  chaîne  de  o*  est  une  chaîne  de  i,  et  est  de  plu~  un  ensemble   fermé. 

La  fonction  s;-;  est  équivalent:    .1  &  et  identiques  a0. 

L'auteur  donne  une  interprétati  111  des  résultats  précédents  au  moyen  de  la 
théorie  des  nombres  ordinaux  transfinis. 

\1  Coupures  par  subsomption.  Si  M  est  un  ensemble  du  second  degré 
décomposable    en    deux   parties   M      M.    lellcs  que    lout   élément  de  M,   soil  un 

sous-ensemble  de  tout     lémenl  d<    M  .  cette  décomposili léfinil  une  coupure 

(Schnitt  )  ;  on  a 

-■M  DM2. 

Si  ni  S  M,  ni  CD  M,  n'appartiennent  à  M,  on  dit  que  1 . 1  coupureest  nue  lacune 
(Liicke)  :  un  ensemble  fermé  n'admet  par  suite  aucune  lacune. 

Si  M  =  M,--  M  ei  si  Ml,  .  n\l.,  I  ensemble  M  admet  la  coupure  (M„  M,), 
à  moins  que  M,  el  M,  n'aient  un  élément  commun  qui  est  alors  rS  M,  =  CD  M,: 
dans  ce  cas  cet  élément  est  dit  un  élément  de  coupure:  tout  autre  élément 
de  M  est  s -ensemble  nu  sur-ensemble  de  cet  élémenl  de  coupure. 

Si  M,  et  M.  -ont  fermés  el  -1  SM,^(DM3,  l'ensemble  M,-t-M,  est  aussi 
ferme. 

Si  l'on  désigne  par  A,   le  plus  petit   sur-ensemble  fermé  de  A,  el  si 

M  =  M,-+-  M,,         SM,=  ©M„ 
on  a 

M  M,  M     .  S  M       .-    (B  M    ,. 

Toute  coupure  de  M  donne  d :  naissance  à  une  coupure  de  .Ma.  L'ensemble  de 

tous  les  éléments  de  coupure  d'un  ensemble  fermé  est  lui-même  fermé. 

\ll.  Coupures  par  relations  non  symétriques.  —  Supposons  qu'étant  donné 
un  ensemble  u..  il  existe  une  proposition  [xty)  définie  par  deux  éléments  quel- 
conques  <le    l'ensemble  x   et  y,  cl   que  l'une  au  moins  des  deux   propositions 

(xry)  et  1  1  r.r  1  •.<<<!  fa  isse.  rous  les  y  pour  lesquels  (ytx)  est  faux  forment 
un  sous  ensemble  Sx  de  ;j  Cela  étant,  les  chaînes  de  ■s-"!.  qui  -ont  des  sous- 
ensembles  de  \x.  forment  un  ensemble  du  second  degré  ordonné  par  subsomption, 
c'est-à-due  que.  -1  «et  p  sont  deux  de  ces  chaînes,  on  a  toujours  2  |3  ou  p  z. 
Cet  ensemble  est  ferme  puisque  S.?,  est  dislributive.  L'auteur  appelle  reste 
toute  chaine  de  'S.ï,  et  «  Abschnitt  »  l'ensemble  complémentaire  d'un  reste. 
Si  p  est  un  reste  et  a  l'«  Abs  hnitt  0  correspondant,  si  de  plus  x  est  un  élément 
quelconque  de  1.  y  un  élém  ni  quelconque  de  p,  la  proposition  [xxy)  est  vraie. 
1  omposition     2.  p     est  une  coupure. 

Si  X  et  y  appartiennent  respectivement  aux  deux  parties  a  et  p  d'une  coupure, 
on  écrira  x  <.y;  si  l'on  n'a  ni  x  C.v,  ni  v  Cx,  on  écrira  x  \y.  La  relation 
(xtv )  e-l  une  conséquence  de  x  <.y,  mais  la  réciproque  n'est  pas  nécessaire- 
ment vraie. 


KEVUli    DES    PUBLICATIONS.  >; 

L'auteur  compare  les  considérations  précédentes  avec  la  construction  du  con- 
tinu donnée  par  Dedekind  («  Sletigkeit  und  irrationale  Zahlen  »).  Dans  l'en- 
semble a  des  nombres  rationnels,  la  proposition  ixry)  est  :  x  est  inférieur 
à  y.  Un  reste  est  un  ensemble  des  nombres  rationnels  lel  que,  si  un  nombre 
rationnel  appartient  à  cet  ensemble,  tous  les  nombres  rationnels  plus  grands 
lui  appartiennent  aussi.  La  notion  de  coupure  est  ici  classique.  La  relation 
x<.y  signifie  ici:  x  est  inférieur  à  y;  elle  est  identique  à  (xry). 

MIL  Induction.  —  L'auteur  démontre  la  légitimité  du  raisonnement  par 
induction  qu'il  présente  sous  trois  formes  différentes.  La  première  est  la  sui- 
vante : 

Soil  '&  une  fonction  homéotone  qui  possède  des  ebaines,  a„a  la  plus  petite 
chaîne  embrassant  a  et  a;  une  proposition  définie  pour  tous  les  arguments  ; 
de  i.  Cela  éiant  : 

Si  a  s  est  vrai  ; 

Si  ai;  est  vrai  des  que  a;  est  vrai; 

Si   !>i  \  est  vrai  dès  que  a;  est  vrai  pou/   toux  /es  cléments  \  de  A  ; 

Alors  a  i(, a  est  vrai. 

Ces  raisonnements  par  induction  permettent  à  l'auteur  de  démontrer  que,  si  i 

est  une  fonction  majorante  de  -),  la  plus  petite  chaîne  de  i,  qui  soil  fermée  et 
qui  contienne  a  est  bien  ordonnée.  Comme  .01  ne  suppose  |>a>  Zi  uoméotone, 
l'existence  de  celte  plus  petite  chaine  doit  être  supposée  vérifiée.  L'auteur 
désigne  par  $\  la  plus  petite  chaine  de  S,  fermée  et  embrassant  ;  ;  il  pose  lli=  M. 
Il  démontre  d'abord  que  tous  les  éléments  de  M  embrassent  a.  H  démontre 
ensuite  par  induction  que.  si  ;  appartient  à    M,  chaque   élément   r,  appartenant 

à  M  et  sous-ensemble  de  ;  satisfaite  l'une  des  relat s  x-t\?t\  ou  r,  =  ;.  Il  en 

résulte  que  %  est  un  élément  de  coupure  de  M.  L'ensemble  M  admet  donc  tous 
ses  éléments  comme  éléments  de  coupure;  il  est  donc  ordonné  par  subsomption. 
De  plus,  si  A  est  un  sous-ensemble  quelconque  de  M,  A  admet  un  plus  petit 
élément  ;  autrement  dit,  M  est  bien  ordonne. 

XIV.  Le  théorème  sur  les  ensembles  bien  ordonnés.  —  Les  considérations 
précédentes  conduisent  à  un  ordre  «  incomplet  »  des  éléments  x  du  plus  grand 
ensemble  u.  contenu  dans  .M.  On  a  x<y  s'il  existe  un  élément  ;  de  M  qui  ne 
contient  pas  r.  Sinon  on  a  x  ;;  y.  Tous  les  éléments  y  11  x  sont  les  éléments  de 
l'ensemble  JbSX  —SX,  où  l'on  désigne  par  \  l'ensemble  de  tous  les  EeM  qui  ne 
contiennent  pas  x .  L'ordre  sera  0  complet  »  si  l'ensemble  2ÉSX  contient  «n 
seul  clément  de  plus  que  SX;  il  en  sera  certainement  ainsi  si,  pour  chaque 
argument  Ç,  2b Ç  contient  au  maximum   un  élément  de  plus  que  \. 

L'axiome  du  choix  permet,  d'après  cela,  de  démontrer  que  toul  ensemble  ;x 
peut  être  bien  ordonné,  c'est-à-dire  qu'étant  donnés  deux  éléments  quelconques 
différents  .r  et  y  de  cet  ensemble  il  existe  l'une  ou  l'autre  des  relations  tran- 
sitives x  <_y  un  y  <  x  ;  de  plus,  tout  sous-ensemble  de  a  admet  un  élément  x„ 
tel  que  x„  <  .r,  x  désignant  tout  autre  élément  du  sous-ensemble.  On  arrive  à 
ce  théorème  eu  partant  de  la  fonction  tsa.  —  a  -+- 1  ?(". —  a) },  où  a  ji.  u.  et  où 
-ï  x  désigne  un  élément  de  x  choisi  suivant  une  loi  déterminée  dont  l'axiome  du 
choix  affirme  la  possibilité.  La  plus  petite  chaîne  fermée  de  i,  contenant  u  est 
bien  ordonnée  par  subsomption  ;  celte  plus  petite  chaine  existe  et  son  plus  grand 
élément  est  p.  Cela  permet  de  bien  ordonner  les  éléments  de  p..  L'auteur  indique 
d'autres  procèdes  qui   se  ramènent  au  précèdent. 
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Dickson  (L.-E.).  —  Sur  la  congruence  x" -\-y"  +  z" = o  I  mod p). 

(134-U1). 

Si  n  et  p  sout  des  nombres  premiers  impairs  et  si  la  congruence  donnée  n'a 
aucune  solution  en  nombres  entiers  premiers  avec  p.  on  a  nécessairement 
p  =  mn-hi,  m  n'étant  pas  divisible  par    I 

L'auteur  se  propose,  n  étant  donné,  de  déterminer  les  modules/;  pour  les- 
quels la  congruence  a  des  solutions  premières  avec  p.  Il  part  de  la  remarque 
suivante  :  m  la  congruence  n'admet  pas  de  solutions  premières  avec  p.  la 
congruence 

PC'  +  P")  V(H-p")""=o  (moJ/j) 


a  lieu   pour  chaque  entier  p. 

Si  n  =  3,  les  seules  valeurs  exceptionnelles  de  p  sont  -  et  [3;  -i  n  =  5,  les 
valeurs  exceptionnelles  de  p  sont  n.  '|i.  71,  101  :  enfin,  -1  n  =  7.  les  valeurs 
exceptionnelles  de  p  sont  29,71,  n3.  toi, 

Biermann  (O.).  —  Un  procédé  pour  déduire  formellement  la 
série  de  Laurent  (lune  fonction  de  l'une  des  fonctions  ration- 
nelles qui  lut  serveni  d'approximation.  (142-1. i1  !• 

Friedmann  (A.)  et  Ta/narkine  (J.).  —  Quelques  formules  con- 
cernant la  théorie  de  la  fonction  [x]  el  des  m  un  lu  es  de  Bernouili. 
(Extrait  d'une  lettre  adressée  a  M.  K.  Hensel.)  (146-106). 

vi  /'  est   un    nombre   premier  et    a    un   nombre  entier   non    divisible    par/;, 

les  auteurs  désignent  par     -      le  plus  grand  entier  contenu  dans  -  et  par  g  (a) 

1  1       ('P~'  —  '     ., 

le  nombre Ils  pusenl  ensuite 

P 

p  1  p—k 

(k  =  ?.Z.  ...,p-2); 

Kp-k  désigne  le  (■ÉLT^Y*'"  nombre  de  Bernouili  si  £Z^-  est  pair,  o  s,  tZil 

est  impair. 

Cela  étant,  si  a  n'est  pas  multiple  de  />.  on  a  la  formule  fondamentale 

I  £jj=_a?(a)-i-£ata»         (mod/, 
/,     1 

Les  auteurs  déduisent  de  ce  théorème  plusieurs  formules  concernant  les 
nombres  de  Bernouili.  Ils  démontrent  aussi  quelques  formules  relatives  au 
nombre  H(/>),  qui  désigne  le  nombre  des  classes  des  formes  binaires  quadra- 
tiques proprement  primitives  de  déterminant  négatif —  /',  où  p  est  un  nombre 
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premier  de  la  forme  4"  -+-  3  ;  en  particulier,  on  a 

H(-i>)SE|2-(i)](-in-2B£-ti         (modp), 

formule  déjà  connue  de  Cauchy. 

Neumann  (C.  ).  —  Sur  quelques  développements  en  séries  qui  pro- 
cèdent suivant  des  produits  de  fonctions  sphériques.  (i5^-i8o). 

1.  L'auteur  rappelle   les  formule*   cla-siques    relatives   aux    fondions   Pn(ji), 
définies  par  la  formule 


v/p-+p'i  — npp.p.     ilf 


^Pî-p.di)      (p<p,), 


et  aux  fonctions  Q„(x),  définies  par  la  formule 

Ces  formules  peuvent  s'obtenir  en  regardant  p,  &  =  arc  cos  a,  o  comme  les  coor- 
données polaires  d'un  point  {x,y,  z)  dans  l'espace  et  cherchant  de  deux  ma- 
nières différentes  les  dérivées  par  rapport  à  x,r,  z  de  p"P„(|i.).  C'est  cette 
méthode  que  l'auteur  se  propose  d'appliquer,  mais  en  prenant  des  coordonnées 
elliptiques  au  lieu  des  coordonnées  polaires. 

'2.  Les  coordonnées  elliptiques  d'un  point  sont  définies  par  les  formules 

x  =  a  pu, 

y  =  a yp-  —  i  v'i  —  p.-  costp, 

z  =  a  v'p"  —  i  \  '  —  H-3  sin  o. 

Si  E  est  la  distance  du  point  (  p,  u,  ?  )  au  point  (0,1,3,),  on  a 
V  II  ,it*  i  rril  0 

(p<p.)- 


Le  calcul  de   J — ï--1--- — "  ,   fait  directement  et   fait  en   s'appuvanl   sur  le 

ox 


<?iP„(P)P„(P-)J 
dx 

développement    de  —  t  conduit  à  la  formule 
h. 

n(n  ■*--,)  P„+,(p)P„„,(M-)  -  P„Vn)P„-,(p) 

=  (  a  b  —  1  )P_,  (  p)  P„_,  (  P-)  +  2  (  n  -  5  )  P„_j(  p)  P„_3  (0.)+...         (  n  >  o  ). 

On  peut  déduire  de  là  une  formule  donnée  par  Christoffel  en   i858. 
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3.   Si  au  lieu  de  supposer  o  <  p,  on  suppose  p,<  p,  on  a 


|=£(i£_ti)Q„(p)P„(lx)P„(1Jl] 


Un    procédé   analogue   au     précédent    pour  calculer  — ^— — —  conduit 

â   la  formule 

n(n  +  i)  Q„.M(P)P„_,(:0 -<.>,.  ,i?)i',„  ,'>) 
2  n  -+-  i  p-'  —  u.J 

-[(  !n  +  3)Q.+1(p)P„+1(u.)  +  (a/H-7)Q„+3(P   P„+:>(pO +•■  ■]     ("><>). 

d'où  l'on  peut  déduire  :  formule  analogue  à  relie  de  Cbristnflel. 

i    Le  calcul  de  <>[P"(?  )  P"f  ;J  )]  conduit,  dans  le  cas  p  <  p.,  à  l'équation 

?p„oH',^j-^(|.|P.<p)  =_((_^__L  ),.„_,,,,,.„_,(,,) 

-((,-"7,-,))^  i(rtPi-.(rt-- 

â.  Le  même  calcul,  dans  le  cas  p       pM  conduit  à  l'équation 

piy„(pU-„(q}-u.P;,  (;j.!0„(p)  (  2n  +  3  \  n, 

; ; =  (  '  n  t-i  '  P    >  «  i  i  (  M-  ) 

t-  |Q'„+3(p)P'„+3(u.)+..-- 


,(n  +  3)(n+iJ 


Dickson  (L.-JE.).  — -   Limite  inférieure  i  lu  nombre  des  solutions 

<lc  ./  <"  -f-i'p  4-  se  =  o  i  inod  /<  ).  (  1 8 1  —  1 88). 

La  confluence  considérée,  où  e  et  /  sont  des  nombres  premiers  impairs,  n 
certainement  des  solutions  pour  lesquelles  x.  i  ,  ;  sont  des  entiers  premiers 
avec  p,  si  e  est  premier  avec  y;  —  i.  Si,  au  contraire,/)  —  i  est  de  la  forme  ef. 
il  eu  est  encore  certainement  ainsi,  si  l'on  a 

/>  e' —  6e' +  lie  —  6, 
c'est-à-dire  si 

p     (e  —  i)3(e  —  2y-i-tJe  —  2; 

de  plus,  le  nombre  N  des  solutions  est  supérieur  à 

(p-i)  [p  +  1  -  3e  -  (e  -1)  (e  -  a  )  v>]. 

La  méthode  employée  par  l'auteur  peut  s'appliquer  à  des  valeurs  non  pre- 
mières de  e.  C'est  ainsi  que  la  muonienn  ,r  -  ■■-  i  '  cl  iinul  j>  j  a  des  solutions 
premières    avec  />  pour    tout    nombre  premier  p   supérieur  à   17  et  de  la  forme 

■',/+.. 

Bôhl  (P.).  —  Sur  un  problème  qui  >e  présente  dans  la  théorie  des 
perturbations  séculaires.  (i8q-a83). 
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Oq  rencontre  dans  la  théorie  des  perturbations  séculaires  les  équations 

e  si n  w  =  N0  sin(  g,t  +  fi,  )  +  N,  sin(g,t-+-  (S,)  -K..+  N„_,  sin(^„_,<  -+-  ?„_,). 
e  cosu  =  y,  cos(gat  -+-  £„)  +  N1!  cos (gtt  -t-  (2,)  -t-. .  .-h  N„_,  cos  (£„_,<  -f-  ?„_,), 
tang*sin6  =  M„  sin(A0t  +  YjJ  +  M,  sin  A,/  -•  +...+M„  ,  sin  ,/;„_,  <  +  r„_,), 
ta  u  g 'P  cos0  =  M0cos(/(„<  -+-  y„)      \llnni/ill+fl)+.. .  —  M„_,  cos  (/(„_,  t  —  v„-_,). 

Dans  ces  formules  e,  ta,  <t>,  0  désignent  l'cxci  nti  ioiti-,  l.i  longitude  du  périhélie, 
l'inclinaison  et  la  longitude  du  nœud  ascendant:  /  désigne  le  temps;  les  N.  g, 
;,.  M.  A.  ••  sonl  des  constantes. 

Lagrange  et  Laplace  ont  posé,  dans  le  ras  n  _  >,  la  question  de  savoir  si  u 
ri  8  possèdent  un  moyeu  mouvement,  c'est-à-dire  peuvent  se  mettre  sous  la 
forme  et  +Xi  °"  c  esl  une  constante  et  où  /  reste  compris  entre  des  limites 
lixes  quaud  t  augmente  indéfiniment,  il  y  a  moyen  mouvement,  comme  l'a 
montré  Lagrange,  si  n  ne  dépasse  pas  la  valeur  2  ■  u  encore  h.  //  étant  quel- 
conque, l'un  des  coefficients  N  (ou  M  )  est  en  valeur  absolue  plus  grand  que  la 
somme  des  valeurs  absolues  des  autres. 

Ko  dehors  de  ces  deux  cas,  les  auteurs  qui  se  sont,  depuis  Lagrange,  occupés 
de  la  théorie  des  perturbations  séculaires  n'ont  rien  obtenu  de  précis,  les  uns 
niant,  les  autres  affirmant  l'existence  d'un  moyen  mouvement.  Même  les  re- 
cherches récentes  de  Gyldén  et  de  Cavallin  semblent  supposer  a  priori  l'exis- 
tence  d'un  moyen  mouvement  ou  démontrer  cette  existence,  niai*  en  se  basant 
sur  des  raisons  certainement  insuffisantes,  comme  le  montrent  les  résultats  que 
vient  .l'obtenir  l'auteur  dans  son  important  Mémoire. 

Le  premier  Chapitre  {Considérations  de  nature  générale)  contient  des 
théorèmes  de  nature  très  simple,  mais  qui  étaient  indispensables  pour  la  suite. 
L'auteur  considère  les  équations 

;  —  A,  cos(g,,<  -+-  Ji,)  -+-  A,  cos(g.,t  -h  [S,)  -f-.  . .-      ll,(1l,i.-'„' 

•r,  =  A,  sin ( gl t  -+-  p\)  +  A, sin {g,t  +  p2)  -+-...+  A„  sin  (g„t  -s-  }  ,), 

dans  lesquelles  les  A,  g  et  £  désignent  des  constantes  et  t  une  variable.  Il 
suppose  que  \  et  t,  ne  s'annulent  pas  identiquement,  quel  que  soit  t.  Une 
valeur  J0de  t  qui  annule  ;  et  r,  e-t  appelée  mt  zéro;  au  voisinage  de  („,  il  n'y  a 
pas  'l'autre  zéro  que  tir   Les  équations 

II  cos  -  =  :,  u  sin  ■£  =  T, 

permettent,  dans  chaque  domaine  connexe  T  de  la  variable  t,  de  définir  une 
infinité  de  fonctions  continues  o  de  t  ;  elles  se  déduisent  toutes  de  l'une 
d'entre  elles  par  addition  d'un  multiple  de  1t.  Si  le  domaine  T  ne  contient  au- 
cun zéro,  on  peut  déterminer  la  fonction  continue  çp  de  manière  que  la  quan- 
tité u  ~oit  nonstt nent    positive  :  a   n'est  alors  déterminée   qu'à   un  multiple 

près  de  _»it.  Mais,  dans  la  suite,  l'auteur  laisse  de  côté  la  condition  u r  o. 

La  fonction  to  est  dite  posséder  un  moyen  mouvement  s'il  existe  une  con- 
stante g  telle  que  a> (t)  —  gt  reste,   lorsque  t  augmente   indéfiniment,  compris 

entre  des  limites  fixes.  L'auteur  dén tre  que,  si  les  rapports  mutuels  des  ■  f  i t  - 

férences  g..  —  g,,  g3 —  g]y  ...,  gn  — g\  sont  des  nombres  rationnels,  il  existe 
un  moyen  mouvement.  Il  en  est  de  même  si  l'un  des  A  est  en  valeur  absolue 
égal  à  la  somme  des  valeurs  absolues  des  autres,  et  si  de  plus  il  existe  deux 
zéros  distincts.  Cette  dernière   restriction  peut  même  être  laissée  de  côté. 
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Enfin,  l'auteur  s'occupe,  dans  le  premier  Chapitre,  de  la  question  des  limites 
supérieure  et  inférieure  de  |  u  |.  Laplace  avait  déjà  indiqué  qu'on  a  toujours 

|k|5|A1|  +  |A;,|+...+  |A„'|. 

Si  l'un  des  coefficients,  A  par  exemple,  est  plus  grand  en  valeur  absolue  que 
la  somme  des  valeurs  absolues  des  autres,  on  a  de  plus 

l»L-M-VJ-V|  V,|. 

v  =  l 

L'auteur  démontre  que,  s'il  n'existe  aucune  relation  de  la  forme 

mi  g,—  gt)  +  i»i(gi—  »i)  -K..-+-  mn(g„—  g,)  =  o, 

où  ///,,  /// ,,  ...,  mn  sont  des  entiers  non  tous  nuls,  on  peut  faire  correspondre  à 
tout  nombre  positif  p  un  nombre  positif  q  tel  que,  dans  chaque  intervalle  de 
temps  de  longueur  q,  \  u\  s'écarte  de  moins  de  p,  soit  de  la  limile  supérieure 
I  A,  |  -4-  |  A,  |  +...-H  A„  I,  soit  de  la  limile  inférieure  a|  A^  |  —  S|  A,  |,  si 
2|  S.  |  >  S|  A„  |,  ou  o,  si  chaque  [  A  |  est  inférieur  ou  égal  à  la  somme  des 
.Mille-  |  Av  |. 

II.  Lemm.es  empruntés  à  la  géométrie  i/es  nombres.  —  L'auteur  imagine 
une  circonférence  de  longueur  î,  sur  cette  circonférence  un  arc  AB  de  lon- 
gueur s  <i.  Un  fil,  indéfini  dan-  un  sens,  a  son  extrémité  en  un  point  Q  de  la 
circonférence  et  est  enroulé  sur  cette  circonférence;  il  porte,  à  intervalles  régu- 
liers, de  longueur  r,  des  nœuds,  le  premier  étant  à  l'extrémité  0.  L'auteur 
désigne  par  »(/l)  le  nombre  de  ceux  des  n  premiers  nœuds  du  fil  qui  se 
trouvent   à  l'intérieur   de    l'arc    AB,   les  extrémités   V  et  I!  étant  exclues.  Cette 

fonction  <f{n)  jouit  de  la  propriété  que  le  rapport tend    vers  une  limite 

quand  n  augmente  indéfiniment  :  cette  limite  est  s,  si  ;•  est  irrationnel;  au 
contraire,  si  r  est  rationnel  et  égal  à  la  fraction  irréductible  ->  la  limite  est 
-,  "k  désignant  le  nombre  des  sommets,  situés  à  l'intérieur  de  l'arc  AB,  d'un 
polygone  régulier  de  v  côtés  dont  Q  serait  un  des  sommets.  I>e  plus,  dans  le 
I,  la  di 
X(v- 


e-i    rationnel,   la  différence    entre  »(«)   et  n  —  reste  comprise  entre 


deux    limites  fixes 

La  limite  C  de   — s'appelle  le  nombre  caractéristique  de  la  fonction  o(;j  ). 

Cette  fonction  est  dite  posséder  le  caractère  linéaire  si  la  différence  t?(n)  —  cn 
reste  comprise  entre  deux  limites  fixes  quand  n  augmente  indéfiniment.  Si  ;• 
est  rationnel,  f{n)  possède  le  caractère  linéaire.  La  question  de  savoir  si 
9(n)  possède  le  caractère  linéaire  ne  dépend  que  de  r  et  de  s,  mais  est  indé- 
pendante du  point  Q  et  du  sens  dans  lequel  le  fil  est  enroulé. 
Cela  étant,  l'auteur  démontre  le  théorème  suivant  : 

Le  nombre  s  étant  donné,  on  peut  choisir  r  aussi  voisin  qu'on  veut  d'un 
nombre  donné  /■„  pour  que,  à  volonté,  la  fonction  9(«)  possède  ou  ne  pos- 
sède pas  le  caractère  linéaire. 
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III.  Le  cas  <lt-  trois  planètes.  —  L'auteur  commence  par  îles  considérai  ions 
préliminaires.  A.  B,  C  élant  trois  nombres  positifs  dont  chacun  est  inférieur  à 
la  somme  des  deux  autres,  il  considère  un  triangle  dont  les  côtés  sont  A,  B,  C  et 
désigne  par  £  et  •;  les  angles  opposés  aux  eûtes  B  et  C.  Les  formules 

X  =  A  -+-  B  cosa;  -+-  C  cosy, 
Y  =  B  sin  x  -+-  C  siny 

font  correspondre  à  tout  point  w(x,y)  d'un  plan  un  point  W(X,  Y)  d'un 
autre  plan.  Les  points  critiques  w  du  premier  plan  sont  ceux  pour  lesquels  X 
et  Y  sont  nuls  :  il  y  en  a  de  deux  espèces;  ceux  de  première  espèce  ont  pour 
coordonnées 

x  =         -  —  t    +  (J.  2  it , 

r  =-(--?) -•<,-■. 

ceux  de  deuxième  .-pire  ont  pour  coordonnées 

x  =—  (lî  —  Y)-r-u.2ic, 


Lorsque    w    décrit    une    ligne    continue   dans    son   plan,    la    fonction 

Y 

X' 


arc  tans 


lorsqu'on  la  fait  varier  d'une  manière  continue,  subit  une  certaine  variation.  Si 
«'  décrit  un  contour  fermé  entourant  un  seul  point  critique  et  tournant  une 
seule  fois  autour  de  ce  point  critique  dans  le  sens  direct,  la  variation  de  » 
est  ait  ou  —  >-.  suivant  que  le  point  critique  est  de  première  ou  de  deuxième 
espèce. 

L'auteur  imagine  alors  que  le  point  »>  décrive    une  droite  L   dont  le  coeffi- 
cient angulaire  u  soit  supérieur  à  — Si  l'ordonnée  y  de  w  augmente  île  \i\ 

il  calcule  l'accroissement  de  f.  Cet  accroissement,  abstraction  faite  d'une 
quantité  qui  varie  entre  des  limites  fixes  lorsque  \r  augmente  indéfiniment, 
est,  si  u,  est  irrationnel,  égal  au  produit  de  !it  par  la  fonction  ?(n)  du  Clia- 
pitre  II,  l'entier  n  étant  ici  remplacé  par  te  plus  grand  entier  supérieur  à  —  . 

/•  étant  remplacé  par  -  et  s  par  —  (y-t-  -)•    Si    ;jl  est   rationnel   et    égal    à    la 

fraction  irréductible  — ,  il  faut   ajouter  un  terme  correctif  ',  Si  .  <<u  r,  est  égal 

à  -=— ,  g  étant  égal  à  o,  i  ou  ■>. 
1  Fi 
Kn  s'appuvant   sur   les   résultats    précédents,   on   peut  traiter   la  question  de 

l'existence  d'un  moyen  mouvement  dans  le  cas  où  n  —  3.  On  peut  toujours 
supposer  g,  <g~<  g3,  et  A,  >  o,  A,  >  o,  A3  >  o.  Le  seul  cas  à  élucider  est 
celui  où  chacun  des  nombres  A  est  plus  petit  que  la  somme  des  deux  autres. 
Soient  rrr  »\,  iv,  les  angles  du  triangle  construit  avec  les  longueurs  A,,  \  ,  \ 
comme  cotés.  Soit  enfin 


<■>■=  —v~-  -'+(*+-)?]• 


64  SKCONDK   PAItTIK. 

Les  deux  nombres  p  et  Ç  sont  compris  entre  o  et  i.  Dans  le  cas  où  p  est  ration- 
nel et  égal  à  la  fraction  irréductible — >  l'auteur  désigne  par  II  le  nombre  des 

n 

entiers  compris    entre    nu  et    n(w-f-Ç),  par  h   le   nombre  des  entiers  égaux  à 
nia  ou  re(  u  -t-  î  )■ 

Cela  étant,  l'expression  — — ?  lorsque  £  augmente  indéfiniment,  tend  toujours 

vers  une   limite.  Cette  limite,  le  nombre  caractéristique,  est,  dans  le  cas  où  p 
est  irrationnel,  égale  à 

dans  le  cas  où  p  est  rationnel,  elle  est  égale  à 

^~g'  (?H  -h/O  +  g.. 

3  /( 

Quant  à  l'existence  d'un  moyen  mouvement,  elle  ne  dépend  que  des  quan- 
tités 0  et  *.  Si  p,  e7  Ç0  son/  des  quantités  arbitrairement  données,  comprises 
entre  zéro  et  1,  i7  y  a  des  nombres  p„  +  £  aiusi  voisins  de  p0  qu'on  veut  et 
tels  qu'aucun  moyen  mouvement  n'existe  pour  Z  =  "„.  p  —  p„-t-  r.  //  r  a  ausst 
des  nombres  p„  -+-  £  aussi  voisins  de  p,  qu'on  veut  et  tels  qu'il  existe  un 
moyen  mouvement  pour  Ç  =  Ç„,  p  =  p„  -1-  r. 

Si  les  constantes  A,  ;»,  jJ  sont  données  par  l'expérience,  il  est  par  suite,  en 
général,  impossible  de  décider  s'il  y  a  ou  non  un  moyen  mouvement;  les 
erreurs  d'observation,  aussi  faibles  qu'on  les  suppr.se.  permettent  de  choisir  p 
et  Ç  de  manière  qu'à  volonté  il  y  ait  ou  il  n'y  ait  pas  un  moyen  mouvement. 
On  pourrait  néanmoins  se  demander  si,  étant  donnés  les  procédés  par  lesquels 
on  détermine  les  A,  g  et  (3,  il  n'y  aurait  pas  des  raisons  théoriques  pour  dé- 
cider s'il  v  a  ou  non  moyen  mouvement.  L'auteur  examine  cette  <jii'És|i<>n  et 
montre  que  dans  le  cas  de  trois  planètes,  les  constantes  N  et  M  étant  telles 
qu'on  ait 

»|NJ  <|N,|  -HN,|-HN,|        (u.  =  o,  1,2), 

alM^KIM.I  +  IM.I-HM.I        ("•  =  0,1,  i   • 

il  est  impossible  de  décider  s'il  y  a  ou  non  un  moyen  mouvement. 

L'auteur  ajoute,  dans  -on  introduction,  quelques  considérations  sur  l'impos- 
sibilité, dans  le  cas  où  il  n'y  a  pas  de  moyen  mouvement,  d'un  développent!  ni 
de  la  forme 

<?  —  et  =  <h(  f)  +  <h(0  +...+  <!/„(  O-t-..., 

dois    lequel    chaque  fonction  y„i  /)  serait  uniformément  continue   1 r  /       / . 

la  série  du  second  membre  étant  uniformément  1 vergenle  pour  /       tt. 

Thue  [Axel).    —   Sur   1rs   valeurs    approchées   des   nombres  al- 
gébriques. (28  }-3o5  1. 

L'auteur  démonlre  les  théorèmes  Min.nii-  : 

Si  f.  est  mu'  racine  positive  d'une  fonction  rationnelle  entière  de  degré  r  à 
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coefficients  entiers,  la  relation 

°<\9P-P\<  — 

-  ■+-  A 
<?' 

où  c  et  A  sont  deux  nombres  positifs  arbitrairement  donnés,  ne  peut  être 
vérifiée  que  pour  un  nombre  fini  de  valeurs  entières  de  p  et  de  q. 

Si  l'on  développe  un  nombre  positif  p  en  fraction  continue,  et  si  l'on  désigne 
p 
par—5  la  »'•"•  réduite,  la  relation 

*  -t-  -  - 1 

«„>Q„    !     . 

où  a„  désigne  le  »■*""  élément  de  la  fraction  continue,  /,'  un  nombre  positif  ar- 
bitrairement donné,  ne  peut  être  vérifiée  que  pour  un  nombre  fini  de  valeurs 
de  n. 

Si  p  désigne  une  racine  positive  d'une  fonction  entière  F  à  coefficients  en- 
tiers de  degré  r,  et  si  h  et  /.  sont  deux  nombres  positifs  arbitrairement  donnés, 
on  peut  déterminer  deux  nombres  positifs  G0  el  G  jouissant  de  la  propriété 
suivante  :  il  est  impossible  de  trouver  simultanément  deux  couples  d'entiers 
positifs  (p„.q„)  et  (p.q  \  satisfaisant  aux  inégalités 

?o  >  G„,         o  <  |  p  q„  —  /'„  |  < 

-  +  i 

ni 

Ç>G,  o     :  |py  -  p\    <  

gïïT+T) 

He  là  résulte  le  dernier  théorème  suivant  : 

/.'équation  V(p,  q  )  =  c,  où  c  es<  «ne  constante  donnée,  U  «ne  fonction 
entière  homogène  et  irréductible  a  coefficients  entiers,  ne  possède  qu'un 
nombre  fini  de  solutions  en  nombres  entiers  positifs  p  et  q.  si  le  degré  de  L 
est  supérieur  ii  2. 

Fischer  (Ernst).   —    Généralisation  du    théorème    de   Sylvesler 
sur  les  déterminants.  (3o6-3i8). 


Suit  une  matrice 


"m     ais 

a  1     a.  .. 


dont  les  éléments  sont  regardés  comme  des  variables  indépendantes.  Écrivons. 
dans  un  ordre  quelconque,  les  v  =  I  -  )  combinaisons  p  à  p  des  entiers  1,2,  . . . ,  u  : 
soient 

C„     Cs Cv. 

Rangeons  dans   chaque  combinaison   les  ••   nombres  dans  un  ordre  déterminé 
Huit,  des  Sciences  mathém.,  2'  série,  t.  XXXV.  (Mai   1911.)  R.5 
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Aa  = 


'?? 


",        "  ..s  ■•• 

en  supposant  que  les  combinaisons  C(  el  C(  soienl 
(ap...e),     (a'3'...s1). 
Considérons  un  déterminant  8  d'ordre  quelc |ue      v  et  de  la  forme 

*w  V;  •■■  - 

A       A,,     ...     : 


.,»). 


D'après  le  théoré le  Sylvcster,  si   le  sysième  (C  ,  Cfl C,  )  des  combi- 

naisons  de  0  est   formé  des  v  combinaisons  C,  0  est  une  puissance  de    V„.  De 

plus,  si  le  systè les  combinaisons  de  h  est  formé  de  ton  tes  les  c binaisons 

dans  lesquelles  ne  manque  aucun  des  nombres  i,  2,  ....  h  (où  h  _?<«), 
0  est  un  produit  de  puissances  de   \,,  et  de  A„. 

L'auteur  cherche  plus  généralement  dans  quel  cas  h  est  de  la  forme 

0  =  \V'  VÎ;  ...  \)\". 

Il  démontre  que,  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  et  il  suffit  que  le  système  S  des 
combinaisons  de0  soit  fermé  intérieurement,  c'est-à-dire  que,  si  l'on  considère 
une  quelconque  îles  combinaisons  de  S  et  si  l'on  diminue  d'une  manière  quel- 
conque les  nombres  qui  constituent  celle  combinaison,  la  nouvelle  combinaison 
obtenue  appartient  encore  à  S. 

L'auteur  généralise  son  théorème  en  l'étendant  a  des  formations  plus  générales 
de  déterminants  dues  à  Picquet.  On  considère  pour  cela  deux  matrices  (alk) 
et  (&,,  )  d'ordre  n  :  on  remplace   les  déterminants  A,,  de  tout  à  l'heure  par 


,     ...     «„,,  b„ll+1     ...     6„„   | 
et  les  déterminants  Al(  par  les  suivants: 

19      ■■•     "l  *iv     *!■/      •■■      ^W 

ù  C,  est  la  combinaison  (of  ...  s)  et  ou  C4  est  formée  des  nombres  i,  2, 
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autres  que  ).'.  a',  . . .,  v  .  Pour  que  9  soit  un  produit  de  puissances  de 
D0,  Dp  ....  D,(,  i!  faut  et  il  suffît  que  le  système  des  combinaisons  de  0  soit 
fermé  inférieurement . 

E.  Cartan. 
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Steinilz  (' E '.). —  Sur  la  théorie  des  modules  (p.  1-37). 

Il  s'.i^u  ici  des  modules  introduits  par  Dedekind  (onzième  Supplément  à  la 
Théorie  des  nombres  de  Diriclilet).  Frobenius  et  Stickelberger  (Journal  de 
Crelle,  t.  80  et  88)  ont  éclairci  les  relations  qui  lient  ces  modules  aux  groupes 
d'éléments  permutables;   M.   Steinilz    se    borne   à  considérer  les  premiers. 

>"ii  \  un  système  de  mil  éléments  aik  (m  lignes,  /;  colonnes)  qui  sont  des 
entiers  positifs:  H. -S.  Smith  a  étudié  le  calcul  de  ces  matrices  et  leurs  condi. 
tions  d'équivalence  :  A  et  B  sont  équivalents  si  l'on  a  à  la  fois  A  =  BC  et 
B  =  AD,  la  multiplication  étant  la  composition  habituelle  des  systèmes  li- 
néaires. On  sait  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  est  l'identité  des  di- 
viseurs élémentaires  des  déterminants  |\|  et  |B|.  Apres  avoir  rappelé,  d'après 
frobenius,  ces  résultats  qui  permettent  île  caractériser  une  classe  de  systèmes 
quadratiques  en  donnant  le  système  principal  correspondant   : 

D£(e,)|e,|...(eJ 

dont  tous  les  éléments  sont  nuls,  sauf  ceux  de  la  diagonale  principale,  qui  sont 
les  diviseurs  élémentaires  e,.  e.,  ....  er  communs  à  tous  les  systèmes  de  la 
classe,  M.  Steinitz  étudie  l'arithmétique  des  classes  (plus  grand  commun  divi- 
seur, plus  petit  commun  multiple,  conditions  de  divisibilité,  décomposition  en 
produit  de  classes  primaires  premières  entre  elles,  etc.). 

Il  [>,i"C  ensuite  aux  modules  de  Dedekind  (systèmes  de  nombres  tels  que  la 
différence  de  deux  d'entre  eux  appartient  encore  au  système).  Si  l'on  a  un 
module  de  base  finie,  c'est-à-dire  dont  tous  les  éléments  sont  compris  dans  la 
formule  ct i),  +  ...■+-  CrT\r  où  les  c,  sont  des  nombres  entiers,  chaque  nombre  du 
module  peut  être  défini  par  la  ligne  c,  ...  cr;  un  système  de  /•  nombres  (qui 
définit  le  module  lui-même)  conduit  donc  à  un  système  quadratique  de 
degré  /•  —  d'où  la  relation  entre  les  modules  et  les  classes  :  les  divers  systèmes 
formés  avec  les  bases  d'un  module  appartiennent  à  la  même  classe.  M.  Steinitz 
développe  alors  l'arithmétique  des  modules  (divisibilité,  module  principal 
d'une  classe,  congruences  suivant  les  modules,  étude  du  système  des  restes  in- 
congrus, isomorphisme  de  ces  systèmes,  conditions  pour  qu'un  module  soit  le 
plus  grand  commun  diviseur  ou  le  plus  petit  commun  multiple  d'autres  mo- 
dules, etc. ). 

Steinilz  (E.).  —  Continuité  el  dérivée  (u.  58-6g). 


('  )  Voir  Bulletin,  t.  XXXI,  p. 
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Considérations  sur  la  continuité  et  la  dérivabilité  destinées  à  mettre  en  lu- 
mière, de  façon  naturelle,  l'existence  de  fonctions  continues  sans  dérivée. 

Wellstein  (J.).  —  Sur  la  théorie  des  fondions  et  des  invariants 
d'un  domaine  binôme  (p.  70-80). 

Quand  on  transporte  la  théorie  de  Galois  des  équations  algébriques  aux 
fonctions  algébriques  d'une  variable,  les  fonctions  définies  par  une  équation 
binôme  (dont  le  groupe  de  monodromie  est  cyclique)  se  présentent  d'abord 
à  l'attention;  l'auteur  veut  établir  qu'elles  méritent  aussi  d'être  étudiées  .111 
point  de  vue  de  la  théorie  des  formes  et  des  invariants  algébriques. 

Les  fonctions  binômes  dont  les  points  de  ramification  sont  donnés  par  les 
zéros  de  la  forme  binaire  d'ordre  n  :  f(  .r,  |x;)  —  ".  sont  uniformes  dans  le 
domaine  algébrique  T  défini  par /(  .r,  |x2  )  —  i,  ou  en  posant 

x.  =  -  >  x..=  -i         s"  =  f( x\  1)  ; 

les  intégrales  fondamentales  de  première,  deuxième,  troisième  espèce  s'expriment 
avec  des  formes  binaires  en  xt\x^. 

Si/(.r|i)  n'a  que  des  facteurs  différents,  l'intégrale  de  première  espèce  la 
p  us  simple 


les  autres  sonl 


,  =  —  /  (x{  dx2  —  x„  dxx  )  =  —  /  (x  dx); 
I    -J,!.r,|.r;)</<Jv 


quand  on  a  choisi  pour  ip„v(v  =  o,i,  ...,[*),  (u.-4-i)  formes  linéaires  indépen- 
dantes d'ordre  u.  quelconque  d'ailleurs  : 

[i  =  o,  1,  ...,  (n  —  3);        <fu=l'> 

le  genre 

(  n  -  1  )  (  ,1  -  1  ) 

/>  =  I  +  2  -+-...+  («  —  2)= 

Au  lieu  de  la  forme  habituelle,  l'auteur  prend  pour  l'intégrale  de  troisième 
espèce,  d'après  Weierstrass  et  Christofi'el,  la  fonction  R  qui  devient  infinie 
comme  un    logarithme    avec    le    poids  i  en    un  point    du    domaine    T,    aver    le 

poids auxn  points  à  l'infini  du  domaine:  si  l'on  transporte  ces  dernières  discon- 
tinuités aux  «  points  à  distance  finie  superposés  (.1,8*,  z.,bk  ),  (h"  =  1)  /(  s„  : _  1 
cette  intégrale  s'écrit  : 

fiV  izx)         (zx)-  lzx)-'-\/ly,/.r,         (zdx)\ 

L'intégrale  normale  de  troisième  espèce  est  alors 

11,,  r,(x)  =  R__(x\r)  -  R;(x|  t,) 
et  l'on  en  déduit  les  intégrales  de  seconde  espèce  à  la  manière  habituelle. 
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En  introduisant  par  la  substitution  à  déterminant  (  —  1)  : 

r  __,  ;      .  >>f(t,\t,).   T_t .     »  a/(«,K). 

les  variables  types  d'Hermile  Ç,  el  ;„,  on  obtient  la  forme  type 

«=/{•„*,)  =21  (r)««5rJV« 

qui    permet  de   représenter    typiquement    les   covarianls   de   formes  f(zn  «,), 
9  (  .r, ,  a;.,  ) ,  .... 

L'auteur  observe  qu'on  a  ici 

*E^lSl  =  A(f«)f*-i«S-i 

avec   f{xvx,)  =  oj,  «(a?,,  a^)  =  <?%•  c'est-à-dire    que    la    diflérentiation   par 
rapport  à  iûi  est  identique  au  rejet  (  Ueberschiebung)  avec  la  forme/. 

Toute  forme  linéaire  X  =  X,^;,  +1,1.  vérifie  donc  l'équation  de  Riccati  (gé- 
néralisée ) 

rfaX 


II  A 


où    11  = (aa')1a'Jr-af'J.~  *  est  le  bessien  de/. 

Au  moyen  des  formules  de  récurrence  qui  lient  les  formes  »v  (coefficients  de 
la  forme-type  de  /)  et  les  formes  cv  [coefficients  de  la  forme-type  de 
y(jr,,ar,)],  l'auteur  établit  aisément  les  équations  différentielles  satisfaites  par 
le  liessien 

t=  ("7f)  (aa,y-a»-*a',"-î         de        /(<„«,) 

el  par  une  forme  quelconque  ç  (<,,  /j)  d'ordre  A. 

L'équation  vérifiée  par  t  présente  un  intérêt  particulier.  Si  l'on  pose 

/       »        ("~?)2 
-/>(»,)  =       „_,      ' 


et  si  m,,  . ..,  m„  sont  les  valeurs  de  w,  aux  n  points  de  ramification,  la  fonc- 
tion p( m,)  ne  devient  infinie  qu'aux  points  u,,  . . . ,  eu,,  :  on  a  dans  le  voisinage 
de  •■., 

p(ti>,  )=    —  -t-  partie  continue, 

el  l'on  [)eut  choisir  la  limite  inférieure  de  l'intégration  de  façon  que  u>,  =  o  par 
exemple.  La  fonction  />(«,)  coïncide  avec  la  fonction  p  de  Weierstrass  toutes 
les  fois  où  elle  est  uniforme  en  m,.  Ceci  arrive  en  particulier  si  /  est  biqua- 
dralique  ou  l'une  des  formes  polyédrales. 

L'auteur  étudie  ensuite  les  équations  différentielles  vérifiées  par  les  fonctions 
rationnelles  du  domaine  T,  et  enfin  les  zéros  des  formes /et  <p  (et  leurs  fonc- 
tions symétriques  )  regardés  comme  dépendant  de  la  variable  o>£. 
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Abraham   {M.).  —  Sur   quelques    équations    différentielles    qui 
interviennent  dans  les  problèmes  de  vibrations  (p.  80-1  12). 

L'auteur  se  propose  d'étudier  les  vibrations  des  milieux  continus  en  cher- 
chant des  expressions,  indépendantes  des  coordonnées,  des  lois  physiques  qui 
régissent  la  propagation  des  ondes,  puis  en  introduisant,  comme  l'a  fait 
Lamé,  des  coordonnées  curvilignes  générales.  Les  symboles  delà  Géométrie  vec- 
torielle donneront  un  moyen  commode  de  parvenir  à  ce  but  quand  on  leur 
attribue  leur  sens  géométrique  (  Heuviside,  Electrical  papers,  t.  Lan.  .'1  1. 

Soit  a  une  quantité  scalaire,  fonction  uniforme  et  continue  de  la  position 
d'uo  point;  on  délinit  le  vecteur 

DI>=  —  Va 

par  la  condition  que  l'intégrale    curviligne,  prise    le  long  d'une  courbe  p  allant 
du  point  (1)  au  point  (  2),  soit  égale  à  a,  —  a,.  : 


i: 


Si  l'on  connaît  un   vecteur  ll!>  dont  l'intégrale  prise  le  long  d'une  courbe  fer- 
mée quelconque  ne  soit  pas  nulle,  on   définit  le  nouveau  vecteur 

£  =  curl.  VU 

par  la  condition  que  l'intégrale  de  surface  de  la  composante  normale  de  £, 
étendue  à  une  portion  3  de  surface  ouverte,  soit  égale  à  l'intégrale  curviligne 
de  1)b  le  long  du  contour  p,  qui  limite  celte  surface  : 

fc,d<:=  f*,d? 

la  normale  v  forme  avec  la  direction  choisie  sur  y  un  tétraèdre  direct).  Si  £ 
est  un  vecteur  pour  lequel  /  f,  di  prise  le  long  d'une  surface  fermée  n'est  pas 
nulle,  on  définit  la  quantité  scalaire 

S  =  div.  £ 

par  la  condition  que  l'intégrale  /  ld~  étendue  à  un  volume  -  soil  égale  à 
/    C,  d~.  en  prenant  pour  v  la  normale  extérieure  au  volume  : 

f  Z  d-.  =   f  C,  rfer. 

Si    l'on    choisit  des   coordonnées  curvilignes   orthogonales  [u,v,a      ..indui- 
sant à 

.  .         du1  dv'  i/o" 

de  façon   à  déterminer  de  manière  uniforme   un  point  par  ses  coordonnées,  les 
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composantes  île  l'ii  =  —  Ta;  sont,  suivant  lc>  tangentes  aux  lignes  coordonnées 

B„  =  -u£,  B„  =  -v£.         B  =_W^, 

Ou  av  ôfv 

ti.  v.  iv  étant  pris  positivement. 
Les  composantes  de  S  =  curl.   llii  seront  de  même  : 

«.-™[£(W-é(*)]-    - 

et  la  divergence  d'un  vecteur  S 

s  =  uvwfé(™)-  è(wb)  +  A(w)- 

On  supposera  le  milieu  tel  que  toutes  les  vibrations  s'y  propagent  avec  une 
vitesse  commune  c;  -î  désignera  le  vecteur  qui  caractérise  cette  propagation 
(déplacement  élastique  pour  les  vibrations  mécaniques,  forces  magnétiques 
pour  les  ondes  électriques).  La  variation  de  -T  sera  délinie  par  le  facteur  e^ct 
ou  S  est  une  quantité  complexe  à  partie  réelle  positive  (vibrations  amorties)  ou 
nulle  (vibrations  périodiques).  Un  vecteur  if  affecté  du  facteur  e-^cl  sera  dit 
vecteur  d'onde  sises  composantes  I    .  I    .  I-'.  vérifient  les  équations: 

dlrJ  </>-2  dz2 

B=  l-\  =  A  F ,,        SrJFI=AF, 

qu'on  peut  réunir  dans  la  condition  unique  : 

S     ?  V  du.  -T  -  curl.  curl.  .1'. 

M.  \brabam  définit  les  oncles  longitudinales  par  la  condition 

curl.  J*  =  o. 

les  ondes  transversales  par  la  condition  div.  ,7  =  o,  ce  qui  est  d'accord  avec 
ce  qu'on  sait  pour  les  ondes  planes.  (>n  a  alors  pour  la  propagation  des 
premières 

3    ~      -+-  V  div.  .7 

et  pour  celle  des  ondes  transversales 

VJ  -t'  =  —  curl.  curl.  -' . 

L'étude  des  unes  et  des  autres  comprend  celle  de  tous  les  mouvements  vi- 
bratoires d'un  milieu  homogène  et  isotrope  —  puisqu'un  tel  mouvement  pour 
un  solide  élastique  se  décompose  en  vibrations  longitudinales  et  vibrations 
transversales  (avec  vitesse  de  propagation  différente),  que  les  fluides  n'admet- 
tent que  des  vibrations  longitudinales  el  que  les  vibrations  électromagnétiques 
et  lumineuses  sont  transversales. 

La  recherche  des   vibrations  longitudinales  se  ramène  à  celle  d'une  quantité 
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scalaire  a  =  div.  à  qui  doit  satisfaire  .1  l'équation  S'<r  =  div.  As;  on  a  en  effet  : 

.1  =  +-  V  -. 

.-3- 

Pour  les  vibrations  tranversales  en  introduisant  le  vecteur  auxiliaire  y  défini 
par 

—  ^  y  =  curl.  J, 

eu  aura 

S  -Ï  —  curl.  y', 

d'après  l'équation  de  propagation.  [  Ce  système  coïncide  avec  celui  qui  régit  les 
vibrations  électromagnétiques  d'après  Heaviside  et  Hertz.]  Les  deux  équations 
précédentes  donnent  en  coordonnées  1  urvi lignes  les  six  équations  : 


qu'on  ne  ramène  pas  en  général  à  une  équation  unique. 

Ceci  a  cependant  lieu  si  J,  f('  étant  indépendants  de  l'une  des  variables  iv. 
U  e<  V  n'en  dépendent  pas  non  plus. 

En  posant    \  =  -r-ï.   \  vérifie  l'équa lifTérenticllc 

UVN  /VVU  dA\        d/WV  dA\"| 
'      ~    \\    Ldv'     V     du/       dv'    l      dv/J 
el    l'on  aura 

_&G,i=VW^,         &G„=UVV^ 

(une  seconde  solution  de  la  même  équation   donnerait  de   même  P„,  F.,  G„). 
Celle  équation,  rapprochée  de  celle  qui  régit    les  ondes  transversales  dans  la 
nié hypothèse  : 


1  V>V|V  \\T  5ï)  +  ov(. \W  £)] 


montre  que  ces  équations  ne  sont  identiques  que  si  \\  est  indépendant  de  u 
et  c  (on  peut  alors  prendre  W=  1  );  on  est  dans  ce  cas  si  les  surfaces  w  =  const. 
sont  des  plans  parallèles.  Il  n'y  .1  donc  qu'une  seule  équation  différentielle 
pour  1rs  vibrations  à  deux  dimensions: 


)  I M   <)/.  .        à     \    d'L 


Si  le  mouvement  vibratoire  est  symétrique  autour  d'un  axe,  on  peut  prendre 
pour  iv  l'angle  d'un  plan   méridien  passant  par  cet   axe  avec   un  méridien  fixe; 

Li  distance  d'un  point  a  l'axe  p   =  — •  ou  a  don,    pour  les  ondes  longitudinales 
....  r>    à  I   V  à<s\       1    d  /    V  ')-  H 
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et  l'équali -ri  A   pour  les  ondes  transversales  s'en   déduit  en   remplaçant  p 

par  -  ■ 

M.  Abraham  définit  dans  les  plans  iv  =  const.  la  position  d'un  point  par  ses 
coordonnées  cartésiennes  ~,p;  en  représentant  ce  plan  d'une  manière  conforme 
sur  le  plan  (  u,  v) 

z  ■+-  î  p  =  ■}  (  «  ■+-  v  i  ) 

le  rapport  de  deux  éléments  linéaires  correspondants  est 

£  =   1  =  |,|,'(B  +  M»H 

celui  de  deux  éléments  de  surface  est 

ïfî   =  I  fttl  +  lfJl'aA. 


L'équation  qui  régit  les  vibrations  à  deux  dimensions  est  alors 
(a)  ZSr'/i 


(J«3  OV2 


relie  îles  vibrations  longitudinales  I  symétrie  autour  d'un  axe) 


(à) 


à  ;  d<s  • 


p    iin  '  '  du  p   oV\    de/ 

don  l'on  déduit  celle  des  vibrations  transversales  (b')  en  remplaçant  7  par  A  et  p 


Quand  est-il  possible  de  satisfaire  à  ces  équations  par  le  produit  d'une 
fonction  de  u  par  une  fonction  de  v  ? 

Pour  (a),  il  faut  h  =  a(  »  )  —  P(f)  ;  pour  (6),  (  b'  )  il  faut  en  outre 
?  =  /.(»).  |i(v). 

La  première  condition  n'est  vérifiée  que  si  M  =  const.,  i'  ==  const.  sont  des 
ellipses  el  des  hyperboles  lu  um  il  orales  l  ou  cas  limites)  ;  dans  ce  cas,  la  seconde 
condition  est  aussi  satisfaite  (  Il    Weber). 

L'introduction  des  coordonnées  elliptiques  par  la  formule 

z  —  pi  --  /cos(  u      vi  i 
qui  donne  h  =</!2(cos  -ui  —  cos-r),  puis  celle  de  a;  et  y  : 
x  =  cosut,        v  =  cosf 


conduit  l'auteur  aux  trois  formes,  où  p  =  .V /'  : 

(a,)      Z/^.r--7=)=_v^^:±(v7^^^)  +  v      ,    fJyK 


à  (  , ;  <«,\ 


(6|)       \/.:    .r'-r-i  =  —  (■       a:')- 


(-.-^ 
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qui  possèdent  les  solutions  particulières  (fonctions  normales) 

''■„=  B„  (v)  C„(j7),         an=  L„(y)M„(ar),         A„  =  E.i.r  )  Il    i  X  . 

où  les  facteurs  vérifient  .les  équations  différentielles  linéaires  du  second  ordre, 
faciles  à  former  :  elles  possèdent  le^  points  singuliers  ±i,  et  leurs  intégrales 
sont  indéterminées  à  l'infini. 

Après  avoir  fixé  les  conditions  qu'entraîne  pour  les  solutions  particulières 
ainsi  obtenues  l'uniformité  du  vecteur  d'onde,  M.  Abraham  admet  que  tout 
état  vibratoire  de  période  et  d'amortissement  déterminés  se  laisse  repr<  ten- 
ter par  une  somme  de  fondions  normales,  et  calcule  les  coefficients  des 
divers  développements.  Il  retrouve  ainsi,  entre  autres,  des  résultats  partiels  de 
Mathieu,  Heine,  Niven. 

Enfin,  la  propriété  d' orthogonalité  des  fonctions  normales  le  conduit  à  une 
nouvelle  expression  des  solutions  des  équations  aux  dérivées  partielles  par  des 
intégrales  définies,  l'intégrante  étant  une  solution  convenable  de  ces  équa- 
tions. Il  en  déduit  en  particulier  l'expression  asymptotique  des  intégrales  au 
voisinage  du  point  à  l'infini. 

Alors  qu'on  se  bornait,  jusqu'à  présent,  à  l'étude  de  corps  voisins  de  la  sphère 
ou  du  cylindre  circulaire,  on  peut  aborder  (M.  Abraham,  Wied.  Ann..  t.  LWI) 
l'étude  des  vibrations  d'un  ellipsoïde  de  révolution  très  allongé. 

Bâtir  (L.).    —   Sur   les  racines   distincles   d'une    équation   algé- 
brique et  leurs  ordres  de  multiplicité  (p.   i  i3-i  19). 

Soient  F(y)  =  o„r"  —  «, y"~l  +  ■ .  .4-  a„  =  o.  une  équation  à  coefficients  con- 
stants, .<-,  la  somme  des  puissances  '/.  de  ses  racines  et  D„  II. .  ....  I1  les  déter- 
minants symétriques  déduits  du  Tableau 


K+.l  = 


.,  n  éléments  de  l.i  diagonale  principale  :  par  exem|  le, 
D,=     "'        '     : 


M.  Baur  a  n tré  1   1/.  .1  ,  t.  I.    que  -1  I1    esl  le  dernier  terme  non  nul  de  la 

suite    li D,„    l'équal F(j  0   .1    .    racines   distinctes   données   par 

l'équation 

s,,       s,        ...  *,_, 


Mr)  = 


Le  dis.  i  imm.int 
(0 


D  ..,:- 


a   r.  1=  ^- 
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où  les  X  sont  les  ordres  de  multiplicité  de  ces  racines. 
Si  l'on  se  donne  la  somme 


et  le  produit 


les  entiers   positifs  X,,  ....  Xs  sont  déterminés  (/'une  manière  unique  par  ces 
deux  équations,  d'où  résulte  que  l'égalité  (i)  où 


est   une  condition  suffisante  pour  que  F(y)  —  o  possède  des  racines  d'ordres 
de  multiplicité  >,,,  . . .,  À5  (quand,  bien  entendu.  D     ,  =  ...■=  D„=  0,  D   ^  o). 
L'auteur  termine  en  donnant  les  relations  qui  lient  les  Ds  aux  fonctions  con- 
sidérées par  Sylvester  dans  la  même  question. 

Liebmann  {H.).   —   Lignes   les  plus  courtes  et  les  plus  droites 
dans  un  complexe  linéaire  (p.  120-126). 

Exemple   simple   où    le    principe  de   la    moindre   action   13  /  yT  dt  =  0)   ne 

donne  pas  les  vraies  trajectoires  (en  supposant  une  condition   non  holonome). 

D'abord,  dans  le  cas  où  la  force  est  nulle,  les  trajectoires  sont  données  par  le 

principe  des   trajectoires   les  plus   droites  de   Hertz   (Geradesten  Bahnen): 

le  principe   de  la   moindre  action   0  /  ds  —  o  donne  les  lignes  les  plus  courtes 

qui  ne  coïncident  avec  les  précédentes  que  dans  le  cas  d'Iiolonomie. 

Dans  le  cas  non  holonome,  Ifs  trajectoires  dépendent  de  trois  paramètres, 
les  lignes  les  plus  courtes  de  quatre  paramètres  (il  faut  se  donner,  pour  les 
déterminer,  un  point,  la  tangente  et  le  rayon  de  courbure  en  ce  point). 

L'intérêt  de  l'étude  des  lignes  les  plus  courtes  est  d'ordre  géométrique  :  <  'est 
l'extension  de  la  théorie  des  géodésiques  à  des  équations  aux  différentielles 
totales  non  intégrables.  M.  Liebmann  considère  l'équation 

.;■  dy  —  y  dx  —  dz  =  o 
et  définit  les  lignes  les  plus  courtes  par  les  équations 
x  —  0  coss,        y  =  p  si  n  ■:, 
+  n)ti/i:+p:(/5!(i  +  f:|,         -=   /  f-da. 


p-c 


Si  l'on  pose  p' =  u,  on  peut  cerne 

-J  "  J  V("  +  !)[«(»  -H  I 


)-*-("-<'o);] 

l'auteur  étudie  les  diverses  formes  de  cette  courbe  (qui  n'a  ni  rebroussements. 
ni  inflexions)  et  en  déduit  les  formes  des  lignes  les  plus  courtes  dans  l'espace. 
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Pasch  {M.).  —  Sur  un  invariant  de  la   forme  ternaire  trilinéaire 

(p.  128-129). 

Hirsch  (-4.).  —  Sur  des  relations  l)i linéaires  entre  les  intégrales 
liypergéométriques  d'ordre  supérieur  (p.  i3o-i66). 

L'auteur  reprend  les  recherches  de  divers  auteurs,  Pochammer,  Hossenfelder, 
Goursat,  Jordan,  etc.,  sur  les  intégrales  hypergéométriques  d'ordre  supérieur 
pour  y  introduire  la  théorie  des  formes  et  parvenir  a  des  formes  normales  (au 
sens  de  F.  Klein  et  K.  Waelsch),  à  signification  claire,  des  équations  différen- 
tielles de  la  théorie.  Indiquons  brièvement  les  résultats  : 

Soient  a0,  o,,  ...,  «r(-n  (  '"  -+-  -  )  points  différents  et  à  distance  finie  du  plan 
complexe,  s„,  »,,   ....  sr+,  des  nombres  tels  que 


U  =  (u  —  a,  )'■-'  (u  —  a,  )'i-'  . . .  (  u  —  ar¥l )  Vu- ' ; 
une  intégrale  hypergéométrique  d'ordre  supérieur  est  l'intégrale  curviligne 

y  =  f\  du, 

prise    le   long   d'un    double   contour   (Jordan,    (l'ours   d'Analyse,    t.    III)   qui 
entoure  deux  des  points  aL. 

Si  l'on   regarde  y  comme  fonction  de  a„,  qu'on   remplacera  par  x,  y  vérifie 
l'équation  différentielle  d'ordre  r 

(*«  —  ')r!/>yir+  (*o—  0,-1  !?>  .>'!,-!  =  °. 

où 

(*o-0! 


(*«  — 0,= 


!(*„-■   -/■)! 


et    où      /'.   y  \,    par    exemple,   représente   le    r'*"1  rejet  (Ueberschiebung)   de 
f  avec  r 

l/>  y\r=  2.  f  ~  '  '" '"«/«.'',-«     (  notation  de  Hilbert); 

enfin  les  formes  /  cl  ?  sont 

r  +  1  r  -t-  1 

>•  =  '  A=l 

Cette  équation   appartient   à    la   classe   étudiée   par  Fuchs  :  pour  x  =  «,,    les 
racines  de  son  équation  déterminante  sont 


pour  x  =  x,  elles  sont 

p  =  (i  — »,),        (2-5,),         ....        (r-s,). 
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Les  intégrales  liypergéoméLriques,  par  L'ialroduction  de  variables  homogènes 
selon  la  méthode  de  Klein,  se  présentent  comme  des  covariants  transcendants 
des  formes  /  et  sp. 

Si  l'on  part  de  l'équation  différentielle  en  y  choisissant  arbitrairement  s, —  1, 
ordre  de  y,  la  forme  f(x)  d'ordre  ;■  +  1  à  racines  distinctes  et  la  forme  5(x) 
d'ordre  (/"  +  ]),  on  en  déduira  les  s,  et  l'on  reconnaîtra  que  l'équation  admet, 
comme  solutions,  des  intégrales  hypergéomélriques.  Supposons  que  les  parties 
réelles  de  sa,  s,,  ...,  sr+,  soient  des  fractions  positives  inférieures  à  l'unité; 
on  peut  alors  former  /•  intégrales  linéairement  indépendantes. 

Il  en  existe  (;•  +  1) 


liées  par  l'unique  relation 


yi  =   f'vda. 

r~  1 


M.  Hirsch,   à  l'aide  d'un    théorème  qu'il   a  donné  ailleurs  (  Cf.    aussi   Pick, 
Wiener  Berichte,  t.  CI),  forme  l'adjointe  de  l'équation  en  1  ;  elle  s'écrit 

(_i)'(0,_i)p|/,  T,ir+(-i)'-'((r,-i  )„_,!<?,  n)r-i=° 
avec  t,,  =  /■  —  1  —  st,  et  possède  (  /■  -+  1  )  intégrales 

Il  =  f    V  A>,         V  =  (  v  -  x  )*-*-.  \\(v-ax  )-l, 
X  =  1 
liées  par  l'unique  relation 


W_!___LV=0. 

**  \PX-1         P>  ' 


Les  fonctions  U  et  V  sont  à  multiplicateurs  I  o-,  et  —  I  inverses. 
L'équation  en  y  peut  être  sa  propre  adjointe,  si  /•  =  ip  et,  en  outre, 


elle  a,  dans  ce  cas,  la  forme  simple  \  f,  y  \lp—  o  et  on  l'intègre  avec  les  (ip  +  1  ) 
périodes    d'une  intégrale  hyperelliptique  de  première  espèce  de  genre  p 


,  f  - 


v7(«) 

qui  sont   liée    par  la  relation 

2](-0\r.-=o. 
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On  conclut  de  là  l'existence  de  relations  bilinéaires  entre  les  périodes  d'une 
intégrale  hyperelliplique.  Dans  le  cas  général,  si  l'on  pose 


V=     /         [J  ("-'<■,  ,)'Vli*-du        (1  =  1,  ...,  r;  [i  =  o,  i,  ...), 
«/«„       >  =  o 

/>  "i      r 

H=    /       fT*"- a\)~nv'dv        (y=1 »•;  v  =  o,  i,  ...). 

Ces  intégrales  irérifienl  les relations  bilinéaires 

2<W«=  (ïTirzry-     f-h-o-o, 

on  1rs  coefficients  C,.  sont  donnés  par 

C,j  =  siniiSj  sin  -  (  s  —  »,), 

C  .  =  —  cl~<'r'~'>  —  sin  t.s.  sin  -s  (  /  <  i), 

P,  ' 

C;  =  —  e'~i-'r''+,)  —  sinit^simrs         (y  >  i). 

L'introduction  des  intégrales j'r+„  ',rlI  dépendantes  dus  premières  conduit 

une  forme  plus  simple  de  ces  relations  bilinéaires. 
Soit 

r    =  o 

pour 


(u,  +  v)<  (;■  — i); 


(s  +  p.—  /•) 


pour 

-:  l'on  pose 


r  =  |r(l,|      (u,  v  =  o,  i,  ...,  /■-.). 

C  =  |C(,|,        Y  =  |Y[li|,        H  =  |HV;.|. 

r  =  (-,)gTi!^(,i.«o-('~l~;)'. 

C  =  (sinzs)r_1  I  I  sin-s. 


M.  Hirscli  calcule  également  Y  et  II   par  une  méthode   directe.  Il  calcule  aussi 

les  r    ,  ijui  sont  rationnels  en  «„,  a ar  pour  ii  +  v>(n  —  i)   au   moyen 

d'une   méthode  employée  par  Riemann   pour  établir  les  relations  bilinéaires 
entre  les  périodes  d'une  intégrale  abélienne. 
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Enfin,  il  retrouve  à  nouveau  les  relations  bilinéaires  entre  les  Y Ll  et  les  Hvi 
par  une  application  du  principe  d'Abel  (échange  du  paramètre  et  de  l'ar- 
gument 1. 

Juga  (G.).  —  Sur  la  détermination  des  constantes  d'une  surface 
minima  cerclée  (p.   166-170). 

I n  cercle  ne  peut  engendrer  une  surface  minima  que  s'il  reste  parallèle  à  un 
plan  1  Ënneper)  :  cette  surface  est  alors  définie  par 

.r  =  a{o)  -+-  p  cosir,        y  =  é(p)  -+-  p  siotv,         z  =  z(p), 

où   l'on  a 

p  =       '    _  1  ?  =  a  m  I  u,  y.), 

a  =:  p.*'  u  -+-  —,  [  tang  o  A»  —  E,  (  o  )  ] ,        6  =  0,        z  =  p.x  u. 

Dans  ces  formules,  \'.  désigne  une  constante  arbitraire,  x  le  module,  x'  son 
complément, 

E,(o)  =  E(«)  =   /^    A?  tf?. 

L'auteur  cherche  dans  quelle  mesure  on  peut  écarter  deux  cercles  de  rayons 
donnés  de  façon  que  la  surface  minima  cerclée  qui  les  contient  existe. 

Scluvering   (A.).    —   Sur  la    théorie   des  nombres  de   Bernoulli 
1  |».  i;i-i73). 
Mn  sait  qu'on  a 


M.  Schwering  indique  pour  le  premier  membre  la  nouvelle  expression 


«•J [h -i)l 


i{x  +  i)[x-i-2){x  +  3  )  A  (  X  -t-I  )  .  .  .  (  -F  -t-  /i  ) 

d'où  résultent  les  propriétés  classiques  des  nombres  B3,  B,,  .... 

Burnside  1  /T.).  —  Note  sur  le  groupe  simple  d'ordre  .jô4  (p.  174- 
176). 

Ce  groupe  est  complètement  défini  par  les  relations 

A"  =  i,        B2  =  i,        (AB)3  =  i,        (A3BAsA»B)J  =  i. 

Il  est  formé  par  les  substitutions 


cz  -i-  ci 


ad  — ■  bc  76  o         (  mod  2  ), 
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où  a,  b,  c,  d  sont  des   puissances  d'une  racine  de   la   congruence   irréductible 

x3  +  1  +  1  =  0         (  mod  7  ) 
et  engendré  par 

a'  =  xs  (A)        et         z'  =    Z^~X    (B). 

Brodai  (T.).  —  Sur  l'intégrale  de  Dirichlel  (p.  1 7  -  -  :>  a  7  > . 

L'auteur    se    propose,   en    reprenant   les   recherches   classiques   de   Dirichlet, 
Hiemann,  Dini,  Kronecker  sur  les  conditions  de  validité  de  l'équation 


.C'a- 


:/(  +  o)  (0<<1<X), 


d'aboutir  à  des  conclusions  qui   épuisent   dans  un  certain  sens  la   question   et 
de  retrouver,  par  une  déduction  simple,  tous  les  résultats  déjà  acquis. 
Il  considère  l'intégrale 

J=  f  /(•*•)  "'",""'r  dx      ("  c«<0 

et  observe  qu'on  peut  se  borner  i  supposer  /(  -+-  o)  =0,  la  fonction  /(x)  élant 
intégrable  (Riemann).  Il  admellra  même  que  l'ensemble  des  points  de  discon- 
tinuité de  toute  fonction  inlégrable  considérée  est  réductible  An  sens  de  Cantor. 

a.  Soit 

on  a 

lim  J_  =  0, 

lorsque 

lim  g(a)aa(a)  =  0. 

b.  Cette  conclusion  subsiste  si 

lim   g  (a)  logw*(  w  )  =  o. 


c.  Ou    a    encore    lim J„  =  0   dés    que   — - —    ou    10    /       — 

va  ./i      xv 


(a)  ,/_!_     iï(i) 

u> 
.rv(/)  est  une  fonction  uniforme  et  positive  qui  est  continue  sauf  pour  x  —  o, 
et    qui    croit    constamment    quand    x   lend   vers  zéro    [v  ( -H  o)  =  oc],    les   fonc- 
tions xv'(x),  /(x),  v(ar)   sont  intégrables   et   la   première,   au  moins,  abso- 
lument. 

Condition  principale.  —  Il  est  suffisant  pour 


r"  sinu-.r 

I     f{x)  — : dx  =  o        (o<a<i) 

. '„     ■  -""■ 

que  la  fonction  w(a)  qui  satisfait  à  l'une  des  conditions  (a,  b,  c)  puisse   être 


li  m 

M  =  «t/0 


S  *î     Pa^lù-  . 
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hoisie  telle  que  la  limite,  indépendante  de  e,  de 


m 


/      dx\   A-i     — ™ 


'  X  -+-  21  —  1 


X  —    !  I  -+-  I 


soit  rendue  plus  petite  que  toute  quantité  donnée. 

M.  Broden  déduit  de  là  trois  séries  de  conditions  plus  particulières,  qui  com- 
prennent les  conditions  diverses  de  Dini  et  Kronecker,  établies  ainsi  d'une 
manière  uniforme. 

Nielsen  i  Niels).  —  Sur  le  produit  de  deux  fonctions  cylindriques 
p.  229-242). 

Développement  de  .1  ■'  1  j  :)J  '  1  ./  )  :  formules  de  M.  Lommel. 
I  1 1  •  ■  série  de   puissances    >  brx"-'=  S  qui  est  une  fonction  paire  de  j-  peut 


être  développée  en  séi  1 


-j  *  '  ^]«,J'^'(^)''     1  ' 


■  pu  ;j.  v  désignent  pieux  constantes  quelconques  (entiers  négatifs  exclus);  le 
développement  est  valable  à  l'intérieur  du  cercle  de  convergence  de  S,  les  a 
sont  donnés  par 

/' 
X^  u-  -H  v  -+-  1  ni  -+-  1 
a;,  =  (p.  -hv  +  2/;)   y  - — -} —  B  (;x  —  m -ht,  v  +  ro  +  i)r(|i  +  v+/»+  m)  :•-"//„ 

0 
L'auteur  déduit  de   la  diverses  formules  de  M.  Neumann   et  de  M.    Lommel. 

Winian  (A.).  —  Sur  l'expression  des  groupes  symétriques  et 
alternés  de  permutations  comme  groupes  de  substitutions 
linéaires  d'un  nombre  minimum  de  variables  (p.  243-270). 

A  tout  groupe  fini  de  substitutions  linéaires,  M.  Klein  a  l'ait  correspondre  un 
problème  (  Formenproblem  1  qui  consiste  à  déterminer  les  variables  transfor- 
mées  en  partant  des  invariants  (formes  invariantes]  du  groupe  :  ce  problème 
comprend  la  résolution  algébrique  îles  équations.  Tous  les  groupes  isomorphes 
conduisent  à  un  même  problème  qu'on  peut  formuler  avec  le  nombre  minimum 
de  variables  :  c'est  le  problème  normal  de  Klein. 

L'équation  plu  cinquième  degré  a  été  résolue  par  Klein  au  moyen  des  formes 
binaires,  invariant-  du  groupe  de  l'icosaêdre;  il  a  montré  aussi  que  les  équations 
de  degrés  6  et  7  peuvent  être  résolues  avec  un  problème  normal  à  4  variables  : 
on  a  donné  [dus  lard  un  moyen  d'exprimer  le  groupe  alterné  de  tj  lettres  avec 
îles  substitut -  à   I  variables.  M.  Wiman  avait  déj  1  démontré  que,  pour  n  =  7. 

Bull,  des  Sciences  mathém.,    •'  série,  1.  XXXV.  (Juin   ton.)  R.6 
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le  nombre  minimum  de  variables  es!  7  —  2  =  5;  il  établit  ici  gue  le  groupe 
symétrique  ou  alterné  n  n  variables  [n  ->  ne  sont  isomorphes  à  aucun 
groupe  de  substitutions  de  moins  de  (  n  — 2  )  variantes. 

Si   les  racines    r c,  - liées  par  x,  +  x2  +  . . .+  x„  =  0,  on  peut   les 

regarder  c me  coordonnées  homogènes  surabondantes  d'un  espace  à  (n  —  2) 

dimensions  :   il   n'y   ,1    il ■    aucune    réduction    possible    dans    le    nombi 

\ ariables  pour  n\    7. 

llom  (./.).  —  Sur  une  équation  différentielle  linéaire  du  second 
ordre  avec  un  paramètre  arbitraire  (p.  270-292). 

L'autcuc  applique  ici  une  méthode  qui  lui  .1  servi  antérieurement  pour  l'étui  le 
des  intégrales  irrégulières  des  équations  linéaires  (Comptes  rendus,  17  jan- 
vier i-'é  1  à   li   conslrucl par  approximations  successives  d'une  expression 

asymptotique  d'une  intégrale  regardée  comme  fonction  d'un  paramètre  qui 
ligure  dans  l'équation  différentielle. 

Il  u  choisi  l'équation,  qui  intervienl  en  Physique  mathématique, 

(a)  gj|  ^)+(*'ï  +  C)/  =  o1 

où  A- est  un  paramètre  arbitraire,  qui  peut  être  complexe;  \.  B,  C  sont  des 
fonctions  réelles  de  la  variable  réelle  x  qui  sont  continues  ainsi  que  toutes 
leurs  dérivées  dans  l'intervalle  a  x  b\  \  et  11  sont  positifs  dans  cet  inter- 
valle. Une  intégrale  de  cette  équation  qui  prend  pour  x  -  a,  ainsi  que  sa 
dérivée,  nue  valeur  indépendante  de  /.  '  esl  une  fonction  transcendante  entière 
de  /.■  :  on  déduit  du  développement 


r=COsA-u.(?0-r.|2    .....)    -i„U,(i! 


qui  vérifie  formellement  l'équation  (a),  les  propriétés  caractéristiques  de  .1. 
en  particulier  son  allure  au  voisinage  du  point  essentiel  —  =  0,  et  aussi  les 
zéros  et  le  genre  <^-  cette  fond  ion  entii  re. 

On  sait  qu'il  existe  des  solutions  de  (a),  solutions  distinguées,  qui  satisfont 
aux  conditions 

dy       ,  dy       ,,  , 
/<)-  =  ')        pour        x  =  a,        —. — h  H  y  =  0        pour       x  =  b 

,/.r         •  <//• 

(h,  Il  positifs,  pouvant  être  nuls  ou  infinis)  lorsque  /.  esl  un  zéro  d'une  cer- 
taine fonction  transcendante  entière  !•'(/.-).  Parmi  ces  zéros  [valeurs  distin- 
guées), il  en  existe  une  infinité  qui  sont,  réels  el  positifs;  M.  Horn  montre  que 
cela  résulte  aussi  de  l'expression  asymptotique  des  grandes  valeurs  de  k-  el 
construit  les  expressions  asym] [ues  des  solutions  distinguées  correspon- 
dantes. 

Kokn  (G.).  —  Sur  les  cubiques  gauches  qui  touchent  la  dévelop- 
pable  formée  par  les  tangentes  à  une  autre  cubique  en  quatre, 
cinq  ou  st\  pi  nul-.  1  p.  292-0 1 8  1. 
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L'auteur  se  propose  «l'établir  que  la  Géométrie  du  système  de  deux  cubiques 
gauches  est  identique  à  l'étude  d'une  correspondance  (3,3)  :  il  a  déjà  donné 
ailleurs  (  Francfort,  1896)  la  correspondance  (m,  n)  comme  image  géométrique 
des  invariants  des  formes  doublement  binaires. 

Les  cubiques  gauches  qui  touchent  en  quatre  (ou  cinq)  points  la  dévelop- 
pable  A,  formée  par  les  tangentes  à  une  cubique  r,  se  partagent  en  deux  classes; 
celles  qui  touchent  A  en  six  points  forment  un  système  irréductible  :  l'auteur 
définit  géométriquement  ees  systèmes;  le  dernier  le  conduit  à  des  résultats 
particulièrement  intéressants. 

Sujet  du  prix  de  Mathématiques  à  décerner  en  1901,  proposé  par 
l'Académie  des  Sciences  de  Toulouse  (p.  3 19-820). 

Fricke  1  II.).  — -  Sur  un  groupe  simple  de  "m  j  opérations  (p.  32i- 
339). 

Développement  d'une  repr  sentation  concrète  du  groupe  simple  (déjà  signale 
par  .Mathieu),  retrouvé  par  Ode,  qui  permet  une  étude  de  ses  sous-groupes 
invariants. 

Soit 


O)  =  2  cos- 


la  ['lu-  grande  racine  de  l'équation 

le  groupe  1'  de  la  fonction  triangulaire  si  —  •  — .  —  ;  })  est  engendré  par  les 

'     7      / 
deux  substitutions 


pour  lesquelles  Y,,  =  i,  V;  =  1,  (V0V,)3  =  i.  Il  se  compose  de   toutes  les  substi- 
tutions, de  déterminant  j, 

/    »  +  /n'»-i        c  +  d \/a  —  1  \ 

x.  —  c  -t-  d  \pû>  —  1     a  —  b  (A!      1 . 

on  a.  b,  c,  d  sonl  des  entiers  du  corps  cubique  (  1  )  qui  vérifient  les  congruences 

(u2  -+-  u>  -+-  1  )  +  c  4-  d  =  0,         s(»!+u  +  i)+c  +  ii(»  +  i)so 

I  inod  2  1. 
a  +  b  +  d(u       a      b  (<o  ~  1)  -+-  c(u-+  u  -+- 1  )  s  o 

Si  a.  ù,  r,  d  sonl  divisibles  par  •.  les  congruences  sont  satisfaites  identique- 
ment; les  -itbsi  il  utions  correspondantes  forment  un  sous-groupe  I',  .  non  inva- 
riant, d'indice  63  dans  1'  qui  est.  le  groupe  d'un  heptagone  régulier  formé  d'arcs 
de  cercles  se  coupant  à  angles  droits.  La  correspondance  des  côtés  de  cet  hep- 
tagone  est  définie  par  7  substitutions  de  période  j.  dont  le  produit  est  1. 
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M.  Fricke  cherche  et  définit  le  plus  grand  sous-groupe  I',  de  1,  qui  est  inva- 
riant dans  T  :  V    possède  dans  rc,  l'indice  8,  donc  dans  I'  l'indice  S . 63  =  5o^. 

lui  faisant  correspondre  à  la  substitution  identique  l'ensemble  de-  substitu 
tions  de  rsM,  on  fait  correspondre  à  F  un  groupe  G,,,,,  complémentaire  de  r5M. 
Le  groupe  1"G3  se  réduit  alors  à  un  G4  nbélien,  don!  toutes  les  substitutions 
(sauf  l'identique)  ont  la  période  2.  Le  groupe  G;„,  possède  16  sous-groupes 
cycliques  homologues  G,  dont  chacun  laisse  deux  points  ii\es:  28  groupes  G9 
qui  contiennent  chacun  un  G,  avec  >ix  points  (ixes;  63  g)  mpes  '..dont  chacun 
laisse  quatre  points  fixes  :  36  +6  +1  =  '»•'{■  M.  Fricke  donne  aussi 

tous  les  sous-groupes  non  cycliques  de  G50l;  aucun  n'est  invariant  dans  G  ,  qui 
est  simple. 

Les  sous-groupes  les  plus  grands  de  G  -  ml  g  groupes  homologues  G  , 
auxquels  correspondent  dans  1",  9  groupes  homologues  1',:  l'auteur  les  utilise 
pour  construire  une  équation  algébrique  de  degré  9,  définissant  u  au  moyen 
de  J,  dont  le  groupe  de  monodromie  est  isomorphe  .1  G, ,,;  cette  équation  a 
déjà  été  donnée  par  M.  Goursal  Icta  Soc.  Scient  Fennicœ,  t.  XV);  elle 
resuite  de*  proportions 

J  :  J  —  1  :  1  =  i6(3m'+  'ict-khi  +  J     :  1  -  :  »• 

-t-i/jott3    -i68«3-t-  96a  -I-  32)2  :  gu"  {l\Su--h  3gu  , 

Horn  (J-).  —  Sur  les  équations  différentielles  linéaires  avec   un 
paramètre  variable  (  p.  340-062). 

L'auteur  reprend  pour  les  étendre  ses  recherches  antérieures  1  1/.  A.,  t.  LU) 

sur  l'allure  des  intégrales  d'une  équation  linéaire  du  second  ordre,  qui  sont  des 

ms  entières  d'un  paramètre  /. .  au  voisinage  du  point  essentiel  -  =  0. 

Il  ajoute  quelques  exemples  [fonction  de  Bessel  I         1  regardée  comme  fonc 

tion  de  n.  fonction  hypergé étriqué  de  Gauss,  regardée  comme  fonction  des, 

fs  ou  ■']  où  ses  expressions  asymptotiques  sont  en  relation  avec  des  développe- 
ments convergents  (produits  d'exponentielles  ou  séries  dont  h-^  termes  sont 
fonction  rationnelle  du  paramètre). 

l'ai'  exemple 


e,,-t-  -  + 


où  c„=  !  c'est-à-dire  que  si  l'on  pose 

«(1+1.gï)-H).oBH/      a  ^.^f.    Eg\ 

"  \  "        n  nx         nL  I 

u  riant  un  entier  positif,  F    tend  uniformément  vers  zéro  quand  n  croit  indé- 
finiment (son  argument  restant  compris  entre  —  -  —  l  et  -  —  8).   De   même, 

r(«,  p.  v.  ,  ,  >  ,        -■  «!•!  1  ■  p,|  L\  +  e-pi.e.P ,/l\, 

si  a  croit  indéfiniment,  son  argument  restant  compris  entre  0  et  - 
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Maschke  t '//.).  —  Démonstration  d'un  théorème  sur  les  groupes 
île  substitutions  linéaires  (p.  363-368). 

Soit  A  une  substitution  linéaire  définie  pur 


n  |; 


si.   pour  toutes  le-  substitutions    \.  I'..  C,   ...    d'un   groupe  fini,  on  a,  i  et  /. 

fiant  fixés. 

aa.  =  ba  =  ca  = . .  .=  o        f  /  ==  /.  ), 

le  groupe  est  intransitif,  c'est-à-dire  que  les  n  variables  se  partagent  en  deux 
groupes  de  n  —  r  et  /•  variables  qui  sont  transformées  séparément. 

Krazer    (A.).    —     Formules    générales     relatives    aux    fonctions 
thêta  (p.  3<>9- 416). 

L'auteur  reprend,  pour  les  compléter  sur  divers  points,  des  recherches  entre- 
prises avec  M.  l'rvm  (Neue  Grundlagen  einer  Théorie  der  allgemeinen 
Tlietafunrtionen,  Leipzig.  1892).  Une  méthode  de  transformation  des  séries 
qui  s'y  trouve  appliquée  aux  fonctions  Ihèta,  a  une  portée  plus  générale 
M.  Krazer  commence  par  l'exposer  en  détail  : 

Soit  la  série  multiple  absolument  convergente., 


£      /('".l  •••!'"„>. 


dont  le  terme  général  est  une  fonction  quelconque  des  indices  de  sommation 
ifli,  ....  «i  et  de  variables  qu'il  n'y  a  pas  lieu  de  préciser  et  où  les  indices 
ra„  ..  ,  m  entiers  varient  de  — *  à  -  y- :  supposons  qu'on  remplace  les 
indices  mi  par  d'autres  n  .  définis  par 


™f  =  2*ar-n-        (;J-  =  ' *'' 

où  r  est  un   entier  positif  et  les  a     des  entiers  pour  lesquels  A  =||a„„H  —  ".  on 
aura  en  posant 

f{ml\...\mq)=g(ni\...\n<l), 
l'égalité 

W  £      g('h\...\n„). 


où  il  s'agit  de  préciser  l'ordre  des  termes  du  second  membr 
On  a 


"»=    J^S-"';.  (v=,>    ••••  ?>' 


86  SECONDE    PAHT1E. 

ï,^,  désignant   l'adjoint    de    a       dans   A.    el   l'on    déduit    de  là.    en   remplaçant 
mt,    ....    tu  :    par    toutes    les   permutations   complètes  de   <j  entiers,   tous  les 
groupes  «,,  ....  n    à  considérer. 
Soit     ,.  le  plus  petit  reste  positif  de  »itt(mod|A|),  et 

m  ,  =  ±m:x-h  p„, 
on  aura 

«,=  ",+  ^  ^V'Pi»  ~' ''   ' 

où  les  h;  sont  entiers  el  satisfont  aux  congruences 
(A)  2/'.,»,      o(modr)        (u.  = g). 

Si  l'on  considère  alors  la  somme 

0,1 |A|— i       »,...,  +  «  _ 

2      2   ..,-S|...|„,-J>. 


Pv=  "2,  VP?      (:x  =  ' ?)' 

dans  laquelle  chaque  indire  varie  de  o  à  |A|— i  et  où  les  n\  varient  de — oc 
à  +oo,  mais  en  satisfaisant  aux  congruences  i  \  ),  M.  Krazer  établit  que 
chaque  terme  de  W  y  figure  a'  fois,  a'  désignant  le  nombre  de  solutions  des 
congruences 


'^  =■■..•'',       "i. I|A|)         (v  =  i,    ..., 


pour  lesquelles  les  x  sont  compris  dans  la   suite 
normales). 
L'intrnductiiin  du  facteur  discontinu 


(  solutions 


.  i /•—  i 


qui  est  égal  à   i  si  les  n{  satisfont   aux  congruences  (A)  el   à  zéro  dans  le  cas 
contraire,  permet  alors  d'écrire,  en  laissant  les  >>    complètement  arbitraires 

cette  fois, 


o,i l-M-i 


w=^  2    2    2  -^'"^^(^ll-l"'-!! 

P P»        *<    -.",     -    "■    ■"; 

avec 
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M.  Krazer  étudie  ensuite  la  détermination  de  z  :  ce  nombre  est  égal  au  pro- 
duit s:s,...  ■<lr-i-'  où  /  désigne  le  rang  de  la  forme  bi linéaire  >  " ,.rfX:-  s\  'c 
plu-  grand  commun  diviseur  de  /■  el  du  /.  diviseur  élémentaire  e\  de  la  forme 
précédente  |  II. -S.  Smith). 

Les  deux  derniers  paragraphes  de  cel  important  travail  sont  consacrés  à. la 
recherche  des  substitutions  linéaires  d'indices  les  plus  générales,  qui  trans 
forment   un   produit  de   n  fonctions  thêta  de  /<  variabli  -  en  une  somme  de  tels 

produits   el    .1    la   comparais les   formules   de   M.    Krazer  avec   les  formules 

particulières  déjà  co noues. 

Li  lien  thaï  1  11.    I  .  1.  —  Sur  les  courbes  intégrales  les  plus  courtes 
d'une  équation  de  Pfafl  (p.    j  1  --  \  ■■• 

Une  coagruence  étant  d'innée  par 

dx  _  dy  _  dz 

avec  ;•-- T,;-t- "- =  1 .  l'auteur  considère  les  courbes  intégrales  de  l'équation 
(  2  )  £  dx  —  i|  dy    -  Ç  dz  =  0 

(normales  aux  précédentes)  et,  parmi  ces  dernières,  celles  qui,  passant  par 
deux  points  p  ,  p..  sont  plus  courtes  que  les  voisines.  Klles  sont  définies  par  les 
équations 

1    f     dz  </>    .         1    il r        ii'         .y-r, 

!e5+  Piv'  ~ds  ~  Ç  1s r    pj  ~ds  ~~  dp  ~~  dz' 

il  x  _  _i_  /     dz  _  .  dy  J_ 

ds-    ~  RSV'   ds       *   ds)       li/ 


où  les  fonctions  K-,  P..  lu  satisfont  aux  deux  conditions 

n--  •;-='-    ^-ïk  +  i    ° 

Si   s  =  o.    on   se   trouve  dans   le   cas   d'une   équation    ;  d x  -+■  r;  dy  -+-  Ç  dz  =  0 


intégrable  et  l'on  a  —  =  0. 
Ri 


Rs 

Cette  équation  —  =  0,  jointe  â  1  2),  définit  le-  géodésiques  du  faisceau  (1) 

dans  tous  les  cas. 
I  lans  le  cas  général, 

,   /rflogs        j_\       »        Ki) 

R.  '       rfs      +  P.  '        ht  ds 


La  fond  ion  /<-.  définie  par 


/,-         '    </s-  '    ds'         '   ils- 
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est  ce  que  M.  Lilienlhal  {Fondements  d'une  théorie  de  la  courbure  îles  fais- 
ceaux de  courbes)  a  nommé  courbure  normale  relativement  au  faisceau  (i   : 

de  même, 

!L  -  V  (    dz       r  dy\  — 

K.  ~  Zd\'  ds       '  ds)  ds- 

est  la  courbure  gêodèsique  relalivemenl  à  ce  Faisceau.  L'auteui  donne  égale- 
ment la  signification  de  —  qui  s'annule  -i  (i)  représente  des  droites. 

\|in •-  avoii  établi,  par  une»  autre  méthode,  les  équations  différentielles  des 
lignes  les  plus  courtes,  l'auteur  les  transforme  en  un  système  simultané  de 
forme  élégante,  a  \  variables,  demi  il  indique  quelques  conséqueni  es  particulières 

Wellslein  (./.).  — ■  Sur  la   Iransl'ormation  des  coupures  des  sur- 
faces de  Riemann  i  p.    j33-  i  lg). 

Démonstration  géométrique,  basée  sur  des  considérations  d'  [nâlysis  situs, 
des  relations  fondamentales  qui  lient  les  coefficients  entiers  des  transformations 
linéaires  que  subissent  les  modules  de  périodicité,  quand  on  passe  d'un  -\  stème 
canonique  de  coupures  a  un  autre. 

Wellstein    («/"•).    —    Sur    la    théorie    de    la    classe   de    fondions 
«3  =  (s  —  a,  |...(*— a„)  l  p.   î  [o-448  1. 

\   cette  théorie,  1 r  laquelle   il  renvoie  a   un   travail   de  M.  Osgood  (Diss. 

Inaug.  Erlangen,  1890),  M.  Wellstein  apportedeux  contributions  intéressantes  : 
Introduction  d'un  système  de  coupures  réduit  à  une  forme  normale  par  des 
considérations  de  théorie  des  groupes.  Expression  des  modules  de  périodicité 
de  l'intégrale  de  première  espèce  par  trois  invariants  absolus  (  les  trois  modules 
du  di  imaine  I. 

Enriques  1  F.).  —  Sur  les  surfaces  algébriques  qui  possèdent  un 
faisceau  île  courbes  rationnelles  (p.  449~456). 

Un  faisceau  de  courbes  algébriques  sur  la  surface  algébrique  f'x,  y,  z)  =  0 
-r  définit  à  l'aide  de  deux  fonctions  rati lelles 

X  =  \ij-,  y,  z  1.         Y  =  \{x,  y,  ci 

liées  par  une  relation  identique  o(X,  Y)  =  0  dont  le  genre p  est  dit  génie  du 
faisceau.  Si  p =  o  le  faisceau  est  rationnel  ou  linéaire  et  x,  y.  z  s'expriment 
rationnellement  à  l'aide  d'un  paramètre:  chaque  courbe  du  faisceau  C  (corres- 
pondanl  .1  uu  système  de  valeurs  \,  Y)  peut  donc  être  rapportée  point  par 
point  à  une  dmite.  génératrice  du  cylindre  s  (  X,  Y)  =  o.  Il  semble,  à  première 
vue.  que  la  surface./ =  0  peut  être  transformée  birationnellement  en  ce  cylindre. 

Cette  conclusion   n'e-t    pas   légit ■   parce  que   la   représentation  de  C  sur  la 

droite  fait  intervenir  des  irrationnelles  arithmétiques  i|ni  peuvent  varier 
avec  C.  en  dépendant  algébriquement  de  x.  Y. 

Si  l'on  a  une  seule  courbe  C  rationnelle,  M.   Nœther  (  M.  .1.1    III  ,1  a  déi itrc 

qu  on  peut  la  transformer  rationnellement  en  une  c. mi. pic.  sans  faire  inter- 
venir d'irrationnelles  arithmétiques  :  il  3  aura  donc,  au  plus,  | passeï   à   la 
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droite  qu'une  irrationnelle  quadratique.  Une  surface  possédant  un  faisceau  de 
courbes  rationnelles  se  transformera  birationnellement  en  une  surfine  possédanl 
m    faisceau  de  coniques  r. 

Peut-on   maintenant  s'arranger  | ■  que  les  irrationnelles  arithmétiques  qui 

interviennent  dans  la  représentât le  C  sur droite  ne  varient  pas  avec  ■'.  i  ' 

M.  Nccllier  a  démontré  qu'il  suflîl  pour  cela  de  trouver  une  courbe  qui  coupe 
en  un  seul  point  chaque  courbe  C;  il  a  déterminé  une  telle  courbe  dans  le 
cas  p  =  o  (faisceau    linéaire)  et  établi  ainsi  que   la  surface  f{:c,  y,  z)  —  o  est 

rationnelle.  M.  Enriques  dé nliv  ici,  pourjs;    o,  l'existence  de  la  courbe  qui 

coupe  en  un  seul  point  chaque  courbe  C;  il  en  résulte  donc  que  :  Toute  surface 
algébrique  f(x,  y,  z)  =  o  qui  contient  un  faisceau  de  courbes  rationnelle-, 
(  nnicuràales)  peut  être  transformée  birationnellement  en  une  surface  réglée 
[le  cylindre  »(  X,  V  )  —  o  par  exemple]  ayant  le  genre  du  faisceau. 

Scorza  (G.).  —  Un  nouveau  ihéorème  sur  les  quartiques  planes 
générales  (p.  4^7-1*''  ) - 

On  sait  qu'il  existe  pour  une  quarlique  plane  C  une  infinité  de  points  don! 
la  cubique  polaire  est  équianharmonique,  leur  lieu  est  une  quartique  s  coea- 
riante  de  C.  M.  Scorza  montre  que  toute  quartique  générale  peut  être  regardée 
comme  covariante  de  36  autres  seulement,  qui  correspondent  à  sis  36  systèmes 
de  cubiques  hexa- tangentes  (de  deuxième  espèce)  dont  les  six  points  de  con- 
tact   ne  son!    pas  sur  une   conique. 

Osgood  (Il  .-F.).  —  Sur  les  fonctions  analytiques  de  plusieurs 
variables  (p.  462-464). 

Démonstration  du  théorème  suivant  :  Soit  !''(./■,  1)  une  fonction  uniforme 
dans  le  domaine  T  :  |.r|        I!.  |  1  |        S  et  telle  que  : 

a.  Pour  tout  point  j-  du  cercle  \x\  =  U.  F(.r,  y)  est  une  fonction  analytique 
de  r  clans  le  cercle  \y\  —  S,  la  même  propriété  avant  lieu  à  l'égard  de  la 
variable  y. 

b.  Dans  le  domaine  T  on  a  |  f'(  .r,  y  )  |  <  G,  G  étant  une  quantité  lixe  (on  ne 
sait  si  cette  condition  est  nécessaire);  abus  \(.r,  y)  est  une  fonction  analy- 
tique '/es  variables  r,  y. 

Greenkill  (A.-G.).  —  La  courbe  élastique  sous  une  pression  nor- 
male constante  1  p.  {65-5oo). 

Halphen  (F.  elliptiques,  1.  If,  Chup.  V)  a  donné  la  disi  ussion  mathématique 
de  ce  problème,  due  à  Maurice  Levy,  comme  application  des  fonctions  ellip- 
tiques. Le  sujet  est  capital  pour  l'ingénieur  :  stabilité  des  tubes  de  chaudières  à 
haute  pression,  résistance  à  la  flexion  des  cuirasses  minces  d'acier  des  torpilleurs. 

L'auteur  résume  ici  la  solution  d'Halphen,  exercice  sur  les  intégrales  ellip- 
tiques de  troisième  espèce,  et  traite  complètement  certains  cas  dans  lesquels,  les 
intégrales  étant  pseudo-elliptiques,  on  peut  calculer  numériquement  la  courbe 
au  moyen  des   Tables  existantes. 

Gordan  (P.).  —  Fondions  symétriques  1  p.  5oi-D28). 

M.  Gordan  a  poursuivi  les  recherches  entreprises  par  Mac-Manon  [American 
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Journal,  t.   II,  p.  12-14)   el   étudié  à   la  fois   les  sommes  s  des  puissances  des 

racines  d'une  équation  algébrique  comme   f :tion  des  coefficients  a  et  les  a 

comme  t ;i  ion  des  s 

Il  déduil  de  ses  résultats  l'expression  explicite  du  résultant  de  deux  équa- 
tions, du  discriminant  d'une  seule  équation  el   de  diverses   résolvantes   (sans 

faire  intervenir  les  détermi its)  el  aussi  l'expression  explicite  îles  coefficients 

numériques  de  ces  formations. 

Par  exemple,  si  l'on  pose 

/(x.  « )  =  y  ". •'■-  =  n (■ — %&)>   «;  =  y  ; 

et  -i  l'on  adopte  les  not  il  ions 

■«,  =  s,{a),        <z„  =  i/j  s  i, 
ni]  aura 

log/(ar,  a)=—  £±sf(a)x   =V(  -■)'-'  ^  ',r,'h  /)-,(a).c- 


ei 

g-  =  \ 

d'où  l'on  conclu! 

s.  (a)  =  2]  (-  '  )'•  -,'.'-,/,"'   /",  (  «  )■ 
i  In  a  de  même 

a.  =  •:_.  (  s)  =  2]  -A  ,-A  /~',l".,-,, —  Px (  *  )• 

M.  ('.uni. m  en  déduit  pour  le  résulta  cil   R  de/(;r,  a).  /(.r.  b) 

«  =  y .  ../r0'^"") — a«.[*-i(a)s>(*)]x'ts  ""  - 


la  somme  s'élendanl  à  tous  les  produits  donl  le  | I-  X,       ■/...--...  esl  -inn, 

el  pour  le  discriminant  A  >lr  /'(  .r.  «  ) 

A=.S  -a  'a  ''''i'Iv., aS-[*_,(a)*1(a)-ni]\[*_,(a)î5(a)-i«]x....1 

X     '■  ' 

la  somme  étant  étendue  à  tous  les  produits  dont  le  poids  esl  *s /h  (  m  —  1). 

Franel  (J.).   —  Sur  la   théorie   îles  séries  (p.   5a8-54g  .   (Lettre 
adressée  à  VI.  II.  \\  eber.  i 

11  s'agil  d'une  généralisation  de  la  formule  somma toire  (  Eu  1er,  Mae  Laurin  ), 
limitée  à  ses  deux  premiers  termes. 

S' lient  x0,  -j...  ...  des  nombres   non  négatifs  (  a0  i  a,  £  a    . ..)  ;   i ,.;..;..... .    la 
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suite  croissante   formée  des  j.  qui  sont  différents;  aùtat,a  ....  des  grandeurs 
quelconques,  complexes  n.  M.  Franel  pose 

g{  t)  =  £  a: 

où  i  est  tel  que  a,  =  /.  Cette  fonction  g(t)  est  constante   poui    ,-.        .;  t  <  j3t; 

lorsque  l  dépasse  f),.  elle  s'accroît  brusquement  de  \  a,,  où  r  est  tel  que  ar=  p;. 

Considérons  la  série  «,,!•'(  a„)-i-  a,  K(  a,) -K  . .  où  F(.r)  esl   une  fonction  bien 
déterminée  'le  x  avant  une  dérivée  unique  I  "  (  x  )  :  si  l'on  pose 


Sp  =  g{p)F(p)-   rPF'(t)g(t)dt. 

C'esl  l.i  formule  de  M.  Franel;  elle  ramène  la  recherche  de  la  convergence  ou 
de  la  divergence  de  la  série  i  l'étude  de  l'intégrale  définie  pour  des  valeurs  très 
grandes  de  p.  L'auteur  en  indique  des  applications  variées,  par  exemple,  quand 
on  connaît  l'expression  asymptotique  de  g't)  :  extensions  de  théorèmes  de 
Dirichlet  ou  d' Abel.  etc. 

Hoyer  (P.).  —  Solution  algébrique  du   problème  des  groupes  de 
substitutions  (p.  55o-56o). 

M.  Hoyer  ramène  la  détermination  de  tons  les  groupes  de  substitutions  de 
n  lettres  à  la  formation  effective  du  pins  grand  commun  diviseur  de  deux  fonc- 
tions connues  de  z  (dépendant  en  outre  de  «!  variables)  et  à  la  décomposition 
Je  ce  plus  grand  commun  diviseur  en  >es  facteurs  lunaires  (ce  qui  se  fait  ici 
rationnellement  ). 

Dickson  (L.-E.).  —   La  structure  du    groupe   linéaire  et  homo- 
gène  iléfini  par  l'invariant  A,  ej'  + ...  + /,„,;',„(  |>.  56l-58l  1. 

Pour  n;     \  il   n'existe  pas  de   groupe  continu  de   substitutions   lii res  à 

m  variables  laissant   invariant 

?rsi,ç;+...+ij:,: 

pour  ;■  =  2,  on  a  le  groupe  orthogonal. 

L'auteur  considère  ici  des  substitutions  dont  les  coefficients  sont  des  imagi- 
naires de  Galois  du  champ  G I' [p"]  où  p  >  2;  il  a  étudié  antérieurement  (Ame- 
rican Journal,  t.  XXI)  le  cas  r  2  el  donné  les  formes  réduites  et  le  groupe 
correspondant.  Dans  le  cas  actuel,   la  structure  du  groupe  dérive  de  celle  du 

groupe  défini    dans    le  chani p  G  I  '  |  /> '-'  |  par  l'invariant    \    çj'  ""'.  La   déeomposi- 
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lion  de  ce  dernier  conduit  aux  systèmes  de  groupes  simples  d'ordre  £i, 

".„,,,,,=  ^  {/><"-  (-1)"'}  />'■"  >[P<"-'  -<-')'->]  p-<"-^  ■ ..[/)--.]/.. 

où  d  est  le  plus  grand  commun  diviseur  de  m  et  p'  +  i.  Les  seules  exceptions 
sont  m  =  3,  p'=  2;  m  =  2,  /?*=  2;  m  =  2,  />'  =  3.  Pour  /h  =  2,  les  groupes 
-impies  ont  été  obtenus  par  Moore  (Chicago  Congress)  comme  généralisation 
du  groupe  modulaire;  pour  m  >  2,  les  ordres  les  plus  bas  des  groupes  simples 
sont 

Q       .  _-.  in>'|S,  i>,  .,  ,  =  a"><i'o.  il ..,..  —  6  ■  Jim.  -—     ,       '  >6 J- 

Q4      ,=  3  L65gao. 

Ce  travail  est  en  relation  avec  celui  de  Moore  (M.  A.,  t.  L);  si  \  appartient 
à  GF|  p-'\.  \  et  \f  sont  conjuguées  par  rapport  à  GF|  /<■  |  et  l'invariant  con- 
sidéré s'écrit  SE  î   (invariant  univt 

Nielsen  (JViels).   —    Sur   le  développement  de  zéro  en  série  de 
fonctions  cylindriques  (p.  582-587). 

On  a  pour  n  entier 

i     (x)  =  —    /      cos(  .<•  -in  v)  cos  2  n  v  dv, 

~  ■  0 

,I-"+,(.ri       -    j      sin(a:  sinw)  sin(an  4-i)e  rfv; 

M.  Nielsen  en  déduit   : 

.1  "j  sa;-) 


'(**) 


pour  /»  entier  positif  supérieur  a  ».  dans  l'intervalle  —  -     .;  -.  Les  séries 

du  premier  membre  sonl  absolument  convergentes  et  différentiables  ternie  à 
lernie  pour  n  >  0;  la  difTérentiation  finit  toujours  par  donner  des  séries  diver- 
gentes. 

Lœay  (A.).  —  Sur  la  caractéristique  d'une  forme  quadratique 
réelle  de  déterminanl  non  nul  (p.  588-D92).  (Extrait  d'une 
lettre  à  M.  Klein.) 

Soient  1/  le  nombre  des  carrés  positifs,  (  n  —  q)  celui  îles  carrés  négatifs;  la 
caractéristique  de  M.  Lœwj  est  le  plus  petit  des  Ay\\\  nombres.  M.  Lœwj  a 
montré  ailleurs  f  .1/.  A.,  t.  L)  que  cette  caractéristique  q'  suffit  pour  obtenir 
des  conclusions  précises  sur  les  transformations  réelles  de  la  forme  elle-même 
et  aussi  sur  la  détermination  des  diviseurs  élémentaires  du  déterminant  d'un 
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faisceau  de  formes  réelles  :  il  résume  ici  ses  résultats  et  en  indique  les  consé- 
quences. 

Si  pour  le  faisceau  u,P  -  vQ  de  formes  quadratiques  réelles,  2sest  la  somme 
des  exposants  de  tous  les  diviseurs  élémentaires  imaginaires  de  |aP  +  vQ|, 
on  a  pour  toute  forme  ordinaire  du  faisceau 

la  somme  est  étendue  a  tous  les  exposants  /<  des  diviseurs  élémentaires  réels, 
El  —  I  est  le  plus  grand  entier  compris  dans  — •  La  limite  inférieure  est  réelle- 
ment atteinte:  P  étant  donnée,  on  peut  trouver  Q  de  façon  qu'elle  le  soit. 

Scott  (Charlotte- Angas).  —  Preuve  du   théorème  fondamental 
de  Nœther  I  p.  5o,3-5i ,-  i. 

Démonstration  basée  sur  les  remarques  suivantes  :  si  le  théorème  est  vrai 
pour  une  courbe  d'ordre  N  passant  par  l'intersection  de  f  et  de  g,  il  l'est  aussi 
pour  les  courbes  d'ordre  inférieur.  Si  N  est  assez  grand,  les  conditions  imposées 
par  un  certain  degré  de  multiplicité  aux  points  communs  à  f  et  a  ^sont  indé- 
pendantes. 

Stàckel  [P.).    —    La   découverte    des   surfaces    à   un    seul    côté 
(p.  598-G00). 


Tome  LUI;   1900. 
Nœther  (M.).  —  Sophus  Lie  (p.  i-fi). 

Isenkrahe  (C).  —  Sur  une  manière  d'exprimer  tout  nombre 
premier  à  l'aide  d'une  formule  finie,  dépendant  des  nombres 
premiers  plus  petits  (p.  jji-44)- 

L'exposant  de  la  plus  haute  puissance  d'un  nombre  premier  ar  contenue  dans 
le  nombre  entier  x  est  donné  par 

Si  l'on  pose 

p  (;•,  x)  =  af  '   ' 
et 

P(  m.  x)  =  p(i,  x)p{2,  x)...p(m,  x), 


P   m,  x) 

où  dans  le  dénominateur  m  parcourt  les  indices  1,  2,  ....  m  de  tous  les  nombres 
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premiers   inférieurs   à   x.    En    passant    au   delà   de  am  „   nombre   premier  qui 
suit  am,  on  a  dune,  pour  i<a,JI+„ 


pi  ///.  x  )/><  m  +1,  x)  r    •'• 

P  (  m,  x )a\n"™-<-> 


i  si  l'on  t.ni  x 


'"   '        P(m,  x) 
La  fonction 

. . .  ,  ■''■  ['('».')        I    (  .r  -  i  )  !  1 

" l  '"•  *  >  =  i^TT)  +  TT^Tir  -[h^)\ 

est  i   -  r  lorsque  am  <  x  <  a„,+1  et  devient  i  +  .r  -  i  =  .r  quand  -r  atteint  am+1. 
En   donnant   a  .;•  toutes    les   valeurs   à    partir  de  «,„,  on    découvre   don,   ,, 
quand  F(  m,  .;•  )    =  x. 

Klein  (/<'.).  —  Sur  l'état  de  l'édition  des  Œuvres  de  Gauss 
(deuxième  Rapport)  (|>.  45-48). 

A  œnigsberger  {  L.).  —  Sur  l'irréductibilité  des  équations  fonc- 
tionnelles algébriques  et  des  équations  différentielles  linéaires 
(p.  5o-8o). 

I  ne  équal  ion  algébrique  de  la  forme 

p„ (  x  —  u  )y"  +  pt  ( x  —  a  )y"~l  -+-.  — h  ]>„   ,  ( X  —  a  )y  -h  p„(x  —  st )  =  o, 

dont  les  coefficients  sont  des  séries  de  puissances  convergentes,  pour  Lesquelles 

/>„(o),  ....  /' .  i  o  |  ne  s  .m  n  nient  pas  tous,  peut  touj 'S  par  multiplication  a  ver 

une  puissance  de  (x  —  a)  être  mise  sous  la  tonne 

(  i)  {a:  —  a)"P0(x  —  a)y"    ■  (x  —  a )"_1P, (a;  —  a,) y"-1 -h. . .+  P„(^  —  a)  =  o, 

où  les  P  possèdent  les  mêmes  propriétés  que  les  /<.  Cette  équation  (i)  est  irré- 
ductible, si  elle  n'a  aucune  solution  commune  y  avec  une  équation  de  même 
forme  et  d'ordre  inférieur  à  n.  Suivant  une  méthode  employée  par  Eisenstein 
pour  les  équations  numériques,  l'auteur  montre  que  : 
i  "  L'équation 

(x  —  i  )?"-'P„.y"-+-  (x  —  z)?("-,H-l''.P1y»-1-l-.  ..-h  (.r  —  2  )?+:v-i  P„._,y  +  I'„  =  0, 

où  p  est  un   entier  positif.  ;jl, a     ,     1  et   P0(o) P„  (  "  )  différents  de 

zéro,  est  irréductible. 

2°  Il  en  est  de  même  -1  l'on  ajoute  une  unité  à  tous  les  exposants  non  nuls 
de  {x  —  x)  lorsque  //  e^t  impair;  quand  11  est  pair,  la  seule  décomposition 
possible  est  en  un  produit  de  deux  polynômes  d'ordre  -  en  y.  M.  Kœnigsbergei 
établit,  par  des  méthodes  analogues,  de  nombreux  théorèmes  relatifs  aux  équa- 
tions différentielles  linéaires.  Bornons-nous  à  indiquer  le  dernier. 
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La  condition   nécessaire  et  suffisante  de  réductibilité  de  l'équation 

lielle 

|    i \r  —  a  Y'-'  P„.r  "  —  (  x  -  i  -  Pj  -..  . 

(M  '  l\    .  y    ,-  (a?  — a  i'-.l'..i-  =    i 

-  -i  donnée  par  l'identilé  algébrique  en  z 

(x  —  a)'"-l*oP„s»-+-  (.r  —  i)"   '+l»i  P,«»   i    -.  ..+  i.r  —  y.  i-,l' 

=  ST+—  —    •— —  —  '  d— "S  d— 'T 

(te  d-s        2!   (te*   dsJ 
où 

S  =  (a;  —  a)'Q0sv+(a;  -  a)v-'Q,s,-,  +  . . . 

T  =  (>-  ï)"-'R„;"-'-4-...+  R„_  , 

et  l'équation  (1)  possède  alors  toutes  les  intégrales  de 
(2)  {x  —  x)»Q,j-w-t-(*  —  a)—»Q,y»-1>+...H-Qïj'  =  0. 

Liebmann   (H.).  —  Sur  la   déformation  des   surfaces  fermée*  à 
courbure  positive  (p.  81-1  12). 

^près  avoir  rappelé  l'énoncé  d'Euclide,  précisé  et  démontré  par  Cauchy, 
d'après  lequel  un  polyèdre  convexe  est  entièrement  défini  par  ses  fat 
leur  arrangement,  et  celui  de  La  grange  (reproduit  par  Minding)  suivant 
lequel  une  surface  fermée  convexe,  analogue  à  un  ellipsoïde,  est  indéfor- 
mable, l'auteur,  qui  se  propose  d'établir  ce  dernier,  remplace  la  condition  de 
convi  site  par  la  possibilité  en  tout  point  d'une  représentation 

ax-  -    b  1 


où  a  et  b  sont  positifs.  La  surface  qui  possède  celte  propriété  est  ilile  ovaloïde. 
Une  déformation  infinitésimale  est  définie  par 


.1  condition  que  les  fonctions  analytiques  en  x, y  désignées  par  :,  r„  '-  demeurent 
Unies  et  vérifient 

dx  d\  -  -  ilv  dt\  +  ilz  </"_  —  0. 

M.  Liebmann  se  propose  d'établir  qu'un  ovaloïde  n'admet  aucune  déforma- 
tion infinitésimale  sans  déchirure.  Cela  n'exclura  pas  ta  possibilité  de  l'exis- 
tence d'une  surface  fermée  du  même  genre  qui  corresponde  à  la  premi.!'-  avec 
conservation  de  l'élément  linéaire.  Enfin,  le  théorème  ne  sera  établi  que  si  la 
courbure  est  partout  positive  :  l'auteur  fait  observer  qu'on  n'a  signalé  aucune 
surface  fermée  déformable  qui  corresponde  à   l'octaèdre  articulé  de   Bricard. 

Pour  la  sphère,  M.  Liebmann  démontre  qu'elle  est  le  seul  ovaloïde  de 
courbure  constante  et  qu'un  théorème  analogue  subsiste  dans  l'espace  à 
n  dimensions.  [  Dans  le  plan,  toute  courbe  fermée  convexe  peut  se  déformer  et 
le  cercle  est  la  seule  courbe  à  courbure  constante;  dans  un  espace  E„,  une 
surface  .1  (n  — 1)  dimensions  à  courbure  positive  ne  se  laisse  pas  déformer 
d'une  manière  continue  <  Schur  1.] 
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L<i  méthode  repose  sur  ce  f.iii  que  la  surface  <!<■  déformation  (lieu  du 
poinl  :.  ï),  "- 1  doit  posséder  partout  une  courbure  totale  négative  et  cependant 
demeurer  tout  entière  à  distance  finie  :  une  étude  préliminaire  montre  au  con- 
traire que  toute  surface  à  courbure  totale  négative,  pouvant  posséder  de- 
points  isolés  de  courbure  semi-négativej  s'étend  nécessairement  â  L'infini. 

Sommer  i  •/.).  —  Propriétés  locales;  des  multiplicités  (] tiad ra tiques 
dans  un  espace  à  quatre  dimensions  (p.  ï  i3-i6o). 

Il  -'agit  de  l'extension  aux  multiplicités  liomofocales 


des  propriétés  classiques  des  coniques  ou  quadriques  homofocales  I  lignes  de 
courbure,  géodésiques,  etc.)-  Cayley,  Segre,  Klein,  0.  Staudt  se  sont  déjà 
ccupé  de  diverses  généralisations  de  ces  dernières;  les  recherches  de  l'auteur 
se  rattachent  plus  directement  à  celles  de  Staudt  (.1/.  .1..  t.  XX).  Il  donne  en 
particulier  l'extension  de  la  construction  par  fils  de  J.-C.  Maxwell. 

Richmond  (f/.-JV.).  —  La  ligure  formée  par  six  points  dans  l'es- 
pace à  quatre  dimensions  I  p.  162-176  1. 

Le  but  initial  de  l'auteur  était  d'établir  que  la  figure  formée  dans  un  espace  R, 

par  six   points  1,   ....  6,  les   quinze   droites  u 56  qui    les   joignent   deux  à 

deux,  les  vingt  plans  [23,  ...  et  les  quinze  espaces  [234,  ■•■  donne  de  façon 
intuitive  les  propriétés  de  certaines  configurations  de  points,  droites  et  plans 
longuement  étudiées  :  (a)  les  quinze  droites  qui  joignent  deux  à  deux  six 
point,  , l'une  conique  i  hexagramme  de  Pascal  i;  (6)  certain-  groupes  de  quinze 
tangentes  doubles  d'une  quartique  plane:  ici  quinze  des  nœuds  ou  des  plans 
singuliers  d'une  surface  de  Ixuniiner,  etc.  Sa  conclusion  est   que   ces  propriétés 

sont    les  conséq -  immédiates  des  axiomes  projectifs  de   l'espace  à  quatre 

dimensions. 

Horn   (./.).    —   Sur  la   théorie   des   équations  linéaires  aux  diffé- 
rences (  p.  ï  78-192). 

M.   Poincaré  {Amer.  Journal,  t.   VII)  a   commencé  pour  une  équation   ,\t>\ 
différences 

Q  "„-i.  —  Qi«„-i-i  —  •  •  •■■  '!•,",.=  "■ 

où  les  O  sont  des   polynômes   en  X,  l'étude  de    lim  -*±1.   En  avant    égard  à   ce 

rc=*    ",. 
que  les  coefficients  des  séries  de   puissances  couver-,  nie-  ou   divergentes  qui 
satisfont  à  une  équation  différentielle  linéaire  à  coefficients  rationnels  satisfont 

telles  relation-  di    récurrence,  1' iui   continue  les  recherches  de  M.  Poin- 

.;;:    -1    parvient   à  une  expression   asymptotique   de   »     par  des   séries,  formées 

connu,'  les  séries  maies  de  Thomé,  qui  vendent  formellement  une  équation 

différentielle. 
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Si,  dans  l'équation  aux  différences 
(E)  y(x  +  m)  +  xkPly(x  +  m .  —  i)+i?1  P,y(x  +  m  —  2)  =  . .  .  +  x,nkPmy(x)  =  0, 
k  désigne  un  nombre  entier  (positif,  négatif  ou  nul)  et 

a\        ak 

P,  =  a-,  -i 1 :,-!-...  (  A  =  1 ,   . . . ,  m  ) 

'■'■xx1 

une  série  de  puissances  convergente  ou  asymptolique;  si  les  valeurs  absolues 
des  racines  de  otm+  a,a",_,  +  . . .+  a„,_,a  +  «m=  o  sont  distinctes  et  différentes 
de  zéro, 

l«.l>l«il>--->KI>o, 

l'équation  (E)  possède  m  solutions  linéairement  distinctes  représentées  asymp- 
totiquement  par  les  séries 

qui  vérifient  formellement  (E). 

Timerding  (H.-E.).    —    Sur    les    transformations    quadratiques 
univoques  d'un  plan  (p.  194-219). 
A  une  transformation  Cremona  du  plan 

r.  -y-i  ■r.<  =  'l',(x)  '■  *»(*)  :  *3(a;) 

qui  fait  correspondre  à  la  droite 

«îj'i-t-  «3^2+  ">y3=  °> 

la  courbe 

(oc)  ''l'I'l  (x)  +  it~'l'~(x)  +  «.,•!'.,(  oc)  =  0, 

M.  Timerding  associe  le  connexe  de  première  classe  défini  par  celte  dernière 
relation  ;  il  le  nomme  connexe  de  Cremona.  [M.  Guccia  (Rendiconti...  Palermo, 
t.  I)   a  déjà   étudié  relie   association.]  L'élimination   des  x  donne   une  relation 

>f(u,  y)  =  o 

qui  <lelinit  le  connexe  inverse  :  il  est  aussi  de  première  classe 

''.'^(r)  +  ».'f.(.v)  -  "a+3(r)  =  °- 

Après  avoir  signalé  les  relations  générales  entre  ces  divers  éléments,  indique 
en  particulier  la  possibilité  de  définir  simultanément  la  transformation  Cremona 
et  son  inverse  par  la  seule  équation 

8(k,  v)  —  0 
qui  est  l'équation  tangenlielle  de  la  courbe  (1),  l'auteur  étudie  en  détail  le  cas 
*;  =  2,, JT[H-  x:ix,-\-  a,,ar3        (f=i,5,3) 
Bull,  des  Sciences  mathem.,  2'  série,  t.  XXXV.  (Juillet  1911.)  R.7 


gS  SKCONDK   l'AKTlH. 

d'une  transformation  quadratique  univoque,  qui  conduit  à  un  grand  nombre  de 
propositions  géométriques. 

Hurwitz  {<4.).  —  Sur  l'application  d'un   principe  tic  la   théorie 
des  fonctions  à  certaines  intégrales  définies  (p.  220-224). 


Lœwy    (A.).    —    Sur    la    lliéorie 
linéaires  (p.  220-242). 


le    substitutions 


Pour  un  groupe  fini  de  substitutions  linéaires,  l'ensemble  des  équations 
caractéristiques  possède  un  nombre  nécessairement  fini  de  racines.  M.  lœivy 
nomme  groupes  </u  type  d'un  groupe  fini  tous  les  groupes  T  tels  que  l'en- 
semble des  équations  caractéristiques  de  ebaque  substitution  du  groupe  ne 
possède  qu'un  nombre  fini  de  racines.  Il  éludie  les  rapports  de  ces  groupes 
avec  les  groupes  finis  et  avec  les  groupes  quelconques  de  substitutions  linéaires 
et  signale,  parmi  ses  résultats,  le  théorème  suivant  :  Tout  groupe  non  fini  de 
substitutions  linéaires  qui  contient  une  substitution  au  moins  dont  l'équa- 
tion caractéristique  a  toutes  ses  racines  distinctes,  possède  aussi  au  moins 
une  substitution  S  qui  n'est  pas  d'ordre  fini,  c'est-à-dire  que  Sp  ?£  S  quel  que 
soit  p. 

Les  racines  des  équations  caractéristiques  pour  les  substitutions  d'un 
groupe  r  sont  nécessairement  des  racines  de  l'unité. 

La  somme  diagonale  «,,  -+•  «,,-+-. . .+  a„„,  pour  chaque  substitution  d'un 
groupe  T,  n'est  susceptible  que  d'un  nombre  limité  de  valeurs  et  s'exprime 
rationnellement  à  l'aide  de  racines  de  l'unité. 

A  tout  groupe  r  non  fini  qui  possède  une  substitution  dont  l'équation  carac- 
léristique  a  ses  racines  distincte-.,  correspond  une  forme  semi-définie  d'Hermite 
invariante  par  toutes  les  substitutions  de  V. 

Busche  (E.).   —   Contribution  au   calcul  des  différences  et  à   la 
lliéorie  îles  nombres  ^p.    'jl-î^i). 

L'auteur  donne  d'abord  la  généralisation  d'une  identité  d'Abel  dont  Kronecker 
,1  fait  souvent  usage. 

Supposons  que  dans  l'intervalle  (2.  fi)  tic  l'axe  réel  (a  exclus,  Jï  inclus), 
figurent  les  nombres 


"v   +1=  "v„+2  =  -  -■=  "„a  '  *'/|,+  l=  *v,,+3 


£„,  ; 


Soi  1/   (b)  l'indice  (-(-  ou  — )  du  nombre  b  qui  satisfait  aux  conditions 

b„  ,,,,  =  "<  b. 


«x«  = 


,  i-. 


et  b  (a)'  l'indice  du  nombre  a  pour  lequel 
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on  a  l'identité,  où  fa,  f,,,fc  sont  des  fonctions  uniformes  quelconques, 

2]     A(a*(*))/c(Mc)> !/„(*)  -/.(^-i)l 
+     2]     A(6y(«)')/«(*J.(c))|/b(y)-/l(r-i)| 

+     ^]     /.(c,(a))'A(ct(6)')j/c(3)-/e(J;  -i)| 

=  /.(».)/„(  «*)/,(»,)  -/„(''■  )AK)/,K)- 

Pour  la  brièveté,  ou  a  seulement  écrit  la  formule  avec  trois  systèmes  de 
points  a,  />.  c,  mais  elle  s'étend  immédiatement. 

Une  première  application  de  cette  formule  conduit  M.  Busche  à  une  généra- 
lisation d'une  formule  relative  à  [x]  sur  laquelle  Gauss  a  fondé  sa  troisième 
démonstration  de  la  loi  de  réciprocité;  une  autre  permet  de  retrouver  une  for- 
mule de  Dirichlel.  Leur  ensemble  apporte  une  contribution  importante  à 
l'étude  de  la  fonction  [x]. 

Cazzaniga  \{T.).  —  Précis  d'une  théorie  élémentaire  îles  déter- 
minants cubiques  d'ordre  infini  (p.  272-288). 

L'auteur  a  étudié  (Annali di  Mat.,  1897-1899)  les  déterminants  quadratiques 
d'ordre  infini;  un  grand  nombre  des  résultais  obtenus  peuvent  s'étendre  aux 
déterminants  cubiques.  Il  se  préoccupe  surtout  ici  des  propriétés  générales  et 
des  critères  simples  de  convergence. 

Définitions.  Propriétés  générales.  Régies  de  convergence.  Déterminants  mi- 
neurs. Développements.  Règles  de  multiplication. 

Pringsheim   (A.).    —    Sur    la    théorie    des    suiles    doublement 
infinies  (  p.   2i)0-32  1). 

Développement  systématique  de  la  théorie  des  suites  doubles.  M.  Pringsheim 
y  introduit  et  utilise  les  notions  de  convergence  (et  divergence)  uniforme 
des  lignes  (ou  des  colonnes)  qu'il  étend  sous  la  dénomination  de  limitation 
(et  non  limitation)  uniforme  des  lignes. 

Pai  exemple,  si  les  lignes  convergent,  il  exislepour  tout  e  et  chaque  ligne  v 
un  nbre  minimum  m    pour  lequel 

|",;-  «v|  =  e>         H-in'v        (v  =  o,  1,  ...), 

a'  désignant  la  limite  de  la  ligne  v  :  la  convergence  des  lignes  est  uniforme  si 
les  m\  ont  une  limite  supérieure  finie;  non  uniforme  dans  le  cas  contraire. 

Dans  le  cas  où  les  lignes  ne  convergent  pas,  il  existe  pour  chacune  d'elles  v 
une  plus  petite  limite 

lim  0'  =  a'J, 

et  une  plus  grande  limite 

I  i  m  a1'  =  a? 
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(Du  Bois-Reymond,  Cauchy);  leur  valeur,  quand  elle  est  la  même,  est  lima". 
Pour  chaque  s.  on  a,  si  vSre,  un  uombre  minimum  m    tel  que 

ay—tgargâ--  +  z,        V-^rri,        (v  =  n,  ...), 

les  lignes  sont   uniformément  limitées  si   les   m[  ont  une  limite   supérieure 
finie. 

Le-,  rniiiliiii-iiis  néces-.mvs  ei  suffisante*  ,1e  nm  ver^enec  île  la  suite  a'  sont 
que  les  lignes  (ou  les  colonnes),  à  l'exception  d'un  nombre  fini  d'entre  elles, 
soient  uniformément  limitées  et  que  la  limite 

lim     lim  a'' 


London  (F.)-  —  Sur  les  suites  et  les  séries  doubles  (p.  322-3~o). 

Travail  indépendant  du  précédent,  consacré  à  l'étude  générale  des  suites 
doubles  faite  en  vue  de  ses  applications  à  la  ronvergence  des  séries  doubles. 

Extension  des  notions  de  limites  supérieure  et  inférieure  d'indétermination 
(Du  Bois-Reymond).  Etude  de  la  suite  diagonale  a°0a\  ...  et  des  suites  paral- 
lèles. Suites  horizontales  et  verticales.  Convergence  latérale.  Applications  aux 
-eiies  doubles  :  la  convergence  latérale  est  une  condition  nécessaire  et  suffi- 
sante de  convergence  si  les  lignes  et  les  colonnes  convergent. 

Dedekind  (/?.).  —  Sur  le  double-groupe  (Dualgruppe)  engendré 
par  Irois  modules  (p.  3^i-4o3). 

Dans  la  quatrième  édition  des  Leçons  de  Dirichlet  sur  la  Théorie  des 
nombres,  l'auteur  a  signalé  le  double  groupe  qui  se  déduit  de  trois  modules 
par  la  formation  répétée  du  plus  grand  commun  diviseur  et  du  plus  petit 
commun  multiple  de  deux  modules;  ce  double  groupe  comprend  en  général 
>s  modules.  M.  Dedekind  développe  ici  les  lois  de  ce  double  groupe  et  quelques 
considérations  générales  sur  les  doubles  groupes. 

Soient  a  +  b  le  plus  grand  commun  diviseur  (ou  la  somme),  a  —  b  le  plus 
petit  commun  multiple  (ou  la  dilférence)  de  deux  modules  a,  b;  on  a  pour 
l'une  et  l'autre  opération  la  loi  commutative  et  associative  (avec  leurs  consé- 
quences quand  on  le*  applique  à  un  domaine  fini).  On  a  en  outre  les  deux  lois 

a -h  (a  —  b)  —  a,        a  —  (a  +  b)  =  a, 

d'Où    I' 'Uielllt 


Toutes  les  fois  où  deux  opérations  ±  permettent  de  déduire  de  deux  élé- 
ment- a.  h  d'un  système  G  (fini  ou  infini)  deux  nouveaux  éléments  a  ±  b  du 
même  système,  en  suivant  les  lois  précédentes,  on  dit  que  G  constitue  vis-à-vis 
de  ces  opérai -  un  double-groupe  (Dualgruppe). 

L'ensemble  des  modules  est  un  double-groupe  vis-à-vis  des  opérations 
p.  ..  e    d.  (a,  h  i  et  [i.  p.  c.  ni.  (a,  b  ). 

Propriétés  générales  des  doubles-groupes.  Le  double-groupe  D  engendré  par 
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trois  modules.  Le  symbole  (m,  n)  dans  le  double  groupe  D.  Les  idéaux.  La  loi 
des  chaînes;  sa  relation  avec  celle  des  modules.  Les  espèces  dans  les  groupes 
de  modules,  finis. 

Dehn  (M.).   —    Les    théorèmes   de   Legendre   sur   la  somme    des 
angles  d'un  triangle  (p.  /jo4-.'|3g). 

D.  Hilbert  (Leipzig,  i8gg),  dans  ses  recherches  sur  les  fondements  de  la 
Géométrie,  a  fait  appel  à  cinq  groupes  d'axiomes  : 

Axiomes  de  liaison,  d'ordre,  des  parallèles,  de  congruence  et  enfin  axiome 
d  Archimède. 

Legendre,  dans  ses  essais  de  démonstration  de  l'axiome  des  parallèles,  a  établi 
les  propositions  suivantes  : 

i°  Dans  un  triangle  la  somme  des  angles  ne  peut  dépasser  deux  droits; 

2°  S'il  existe  un  triangle  où  la  somme  des  angles  soit  deux  droits,  il  en  est 
de  même  pour  tous  les  triangles. 

Pour  sa  démonstration,  Legendre  a  fait  expressément  usage  de  l'axiome  d'Ar- 
chimède,  mais  on  sait  qu'on  peut  construire  une  Géométrie  sans  faire  appel  ;'i 
l'axiome  d' Archimède;  les  théorèmes  de  Legendre  y  sont-ils  valables'.' 

M.  Dehn  a  établi  que  le  second  théorème  peut  se  conclure  des  groupes 
d'axiomes  I,  II,  IV  (le  troisième  qui  comprend  l'axiome  des  parallèles  ne 
devant  pas  intervenir);  la  même  chose  e?t  impossible  pour  le  premier.  Il  ■<  <lu 
naturellement  développer,  suivant  la  méthode  de  Hilbert,  une  Géométrie  non- 
legendrienne  et  résume  ses  divers  résultats  dans  le  Tableau  suivant  ; 


Somme  £ 
des  angles 

NOMBRE    1)1 

PARALLÈLES 

\  uni:  droite, 

TASSANT    PAR    UN    POINT. 

o. 

'■ 

*. 

L  >  2  dr. 

.'.en,,,,  elliptique. 

Irnpossil 

Grnui.  iion-lcgeiidriennc. 

S  =  2  dr. 

Impossibili 

lé. 

i  iéom. 

euclidienne. 

Géom.  semi-euclidienne. 

S  <  2  dr. 

Impossibilité. 

Impossibilité. 

Géom.  hyperbolique. 

Rohn  (K.).  —  Quelques  théorèmes  sur  les  groupes  réguliers  Je 
points  (p.  44°"449)- 

II  s'agit  des  systèmes  réguliers  de  points  qui  représentent  les  diverses  molé- 
cules d'un  milieu  cristallin. 

Un  groupe  illimité  de  points  est  dit  régulier,  s'il  est  possible  de  fixer  pour 
chacun  d'eux  un  arrangement  des  points  du  groupe  qui  soit  le  même  quand  en 
passe  d'un  point  à  un  autre. 

Il  n'y  a  lieu  de  considérer  ici  que  des  groupes  où  deux  points  sont  toujours 
à  une  distance  finie. 

Le  système  des  points  qui  entourent  un   point  P  du  groupe  peul   être  amené 
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à  coïncider  avec  celui  des  points  qui  entourent  P,  par  un  déplacement,  ou  par 
un  déplacement  suivi  d'une  symétrie. 

Dans  ce  dernier  cas,  les  points  du  groupe  se  partagent  en  deux  classes  qui 
satisfont  à  la  première  condition. 

L'ensemble  des  déplacements  (translation  suivie  d'une  rotai Schraubungen  i 

i|iu  amènent  P  sur  I',  et  l'ont  correspondre  à  chaque  point  du  groupe  un  antre 
point  du  groupe  forment  un  groupe  de  déplacements  I";  on  peut  amener  tout 
point   P  .1  c :ider  avec  t ont  point  P,  par  un  de  ces  déplacements. 

M.  linlni  établit  alors  le  théorème  fondamental  d'après  lequel  le  groupe  T 
ne  peut  renfermer  que  des  déplacements  pour  lesquels  les  rotations  finies 
sont  congrues  (modaïc)  à 


l-'nlin  -i  \  ri  lî  ilr-.imirnt  <l<  n\  <lr  it,  di-j.l,n  .  iiMiit  -  mm  ,i  loujoiirs  une  rela- 
tion de  la  forme 

A«BpA«iB?i  ...  =  i. 

Wendl  {E .).  —  Sur  la  décomposition  de  xm  —  a  dans  un  corps 
<  1 1 1  ■  - 1 1  -  <  >  1 1 1  j  1 1  <  '  i  p.  {5o  /£  56). 

M.  Vablen  (Jeta  mathematica,  t.  SIX)  a  établi  que,  dans  le  domaine  des 
nombres  rationnels,  les  seuls  binômes  réductibles  se  déduisent  île  ;"'  —  i  et  j1  —  i 

par  la  substitution  (  ;,  —  )  où  c  est  rationnel:  M.  Wendt  démontre   ici  que  la 

condition  nécessaire  et  suffisante  pour  la  réduclibilité  de  xm  —  a  dans  un 
corps  K  est  que  a  soit  le  produit  de  la  n''""  puissance  d'un  nombre  rationnel 
dans  K  et  de  la  niimc  puissance  d'une  fonction  rationnelle  de  t  dont  les  coeffi- 
cients sont  des  nombres  rationnels;  s  est  une  racine  primitive  de  ;"  =  i  et  n  un 
diviseur  de  ni. 

Si  le  corps  K  ne  renferme  aucune  fonction  rationnelle  de  :  à  coefficients 
rationnels,  on  a  seulement  deux  cas  de  réduclibilité  :  r  si  a  est  la  n " ""  puis- 
sance d'un  nombre  de  K.  n  divisant  //;  :  a"  si  »i  et  a  •  >i > t  les  formes  m  =  '|S, 
a  —  \r\  où  2  est  un  nombre  entier  et  y  rationnel  dans  K, 

xiS  +  '\yi  =  ( X-*  —  ?-  vxs  -+-  2 y-  )  ( x-*  -+-  ïyx* -\    <.y"-) 

Si  le  corps  K  renferme  une  fonction  rationnelle  de  s.  c'est-à-dire  ~i  e  vérifie 
une  équation  rationnelle  de  ce  corps  de  degré  inférieur  à  celui  de  ç(  x),  le  binôme 
x"  —  a  n'est  réductible  que  dans  deux  cas  :  i°  si  a  est  la  puissance  «  d'un  nombre 

de  K,  s  étant  un  diviseur  de  n  ;  2°  si  n  =  2'  et  a  =  —  I  '- .  où   h  appartient  à  /. . 

I  ahlen  (  Th.).  —  Démonstration  du  théorème  de  Lindemann  sur 
la  fonction  exponentielle  (p.  457-460). 

Cette  démonstration,  inspirée  par  celle  de  M.  Hilbert,  ne  fait  appel  qu'à  des 
considérations  élémentaires  el  écarte  tout  symbolisme  analogue  à  celui  employé 
par  M.  Gordan  dans  la  même  question. 
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Osgood  (  iV.-F.).  —  Deuxième  Note  sur  les  fonctions  analytiques 

de  plusieurs  variables  (p.  ^6\-A(i4)- 

L'auteur  éclaircit,  sans  la  résoudre  définitivement,  une  question  qu'il  a  posée 
ilans  un  travail  antérieur  (M.  A.,  t.  Lit). 

Christoffel  (E.-B.).  —  Sur  la  définiiion  complète  (Vollwer- 
thigkeit)  el  la  continuité  (1rs  expressions  analytiques  (p.  [65- 
49  0- 

Soient  ((x)),  x„  x,,  ..,  xn  un  système  de  variables  réelles,  /  une  expres- 
sion analytique  /(.r,,  ...,  xn)  ou  f{(x))  choisie  de  façon  à  permettre  une 
détermination  de  sa  valeur;  M.  Christoffel  se  propose  de  préciser  le  choix 
précédent,   c'est-à-dire  de  fixer   les  conditions   pour  que  de   tout  système   de 

valeurs  des  arguments  .r,.  x ,  x:l,  on  puisse  déduire  une  valeur  numérique 

de/  entièrement  déterminée. 

Une  discussion  approfondie  des  notions  de  continuité,  de  points  singuliers 
d'une  expression  analytique,  etc.,  l'amène  à  conclure  que,  si  une  expression 
analytique  f  possède  une  définition  complète,  le  calcul  lit  terni  circule  sur 
ses  arguments  est  numériquement  valable  quelle  que  soit  la  valeur  de  ces 

arguments,  c'est-à-dire  qu'on  peut  regarder  1rs  art; 'cils  comme  des  nombres 

complets  (nombres  rationnels). 

Fano  (G.).  —  Sur  les  équations  différentielles  linéaires  el  homo- 
gènes dont  les  solutions  fondamentales  sont  liées  par  des  rela- 
tions algébriques  (p.  492-000). 

Exposition  systématique  des  recherches  entreprises  par  l'auteur,  sur  le  conseil 
de  M.  Klein,  pour  relier  par  des  considérations  géométriques  les  recherches 
de  Fuchs,  Schlesinger.  Wallenberg  à  celles  sur  les  variétés  algébriques  « j 1 1 ■ 
admettent  un  groupe  de  transformations  projectiles  (Klein,  Lie.  Laguerre  et 
Halphen)   et  à  celles  sur  le  groupe  de  rationalité  de  MM.  Picard  et  Vessiot. 

Soit  à  chercher  toutes  les  équations  différentielles  linéaires  d'ordre  n  dont  le 
groupe  de  rationalité,  regardé  comme  groupe  projectif  de  l'espace  K„_l.  trans- 
forme en  elle-même  une  variété  algébrique.  Si  celte  variété  algébrique  est 
définie  par 

(0  /,<>„,     ...,T1;,)=0  U  =  t,     ...,    A) 

sans  qu'on  ait  identiquement,  pour  un  système  fondamental  de  solutions  de 
l'équation  différentielle, 

A  (ri y.)  =  °- 

M.  Fano  montre  qu'on  peut,  par  la  résolution  d'une  équation  algébrique  à 
coefficients  rationnels  connus  et  par  des  opérations  rationnelles,  obtenir  des 
fonctions  t,, ( x)  qui  vérifient  identiquement  les  relations  (1)  sous  la  forme 

ti,=  30.X.+  *ir!-  +  - •  ■-+- "iri''      ('  =  ',  ■  ••>«), 

où  les  *  sont   connus.  L'équation   différentielle,  vérifiée  par  les  t,,  (qui  est  en 
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général  d'ordre  re),  peut  être  calculée  effectivement  et.  une  t'ois  les  r  connus, 
on  en  déduira  les  rc  par  des  opérations  rationnelles.  Le  cas  d'une  seule  relation 
algébrique  est  particulièrement  intéressant. 

Si  l'équation,  vérifiée  par  les  r,,  est  d'ordre  inférieur  à  n.  après  sa  résolution, 
il  y  aura  lieu  de  chercher  les  solutions  fondamentales  y  qui  satisfont  à 

x0y  -4-  2,  i-'  —  ..  .+  et,y(0=  o. 

c'est-à-dire  que  les  t,  ne  donneront  que  (  n  —  /)  solutions  fondamentales   i 

Après   avoir   retrouvé  les  résultais  connus  sur  l'équation   du  troisième  ordre 

dont   les  solutions   fondamentales  vérifient   une   relation    algébrique,    M.    Fi 

montre  que  toute  équation  linéaire  d'ordre  n  qui  possède  comme  solution 
une   courbe  normale    rationnelle  d'ordre  (n    —  i)   a   tous  ses    invariants  de 

La  guerre  nuls  et  //eut  être  transformée  en  —7^  =  0  en  posant 

y  =  oz,        x  =  <?(£)■ 

Si   l'on   suppose   qu'il   existe   entre   les  solutions  y, 1,    d'une   équation 

d'ordre  n  une  relation  quadratique  homogène  (qu'on  peul  supposer  à  déter- 
minant non   nul),  on   ne  sait   pas  en   c I ut e  de  résultats  généraux.  M.  Fano 

a  étudié  les  cas  simples  où  n  _  5  et  où  une  courbe  intégrale  appartient  à  une 
multiplicité  algébrique  d'un  petit  nombre  de  dimensions  (   :3  ). 

D'autres  parties  de  son  important  travail  se  rapportent  aux  équations  diffé- 
rentielles d'ordre  n  : 

a.  Dont  une  courbe  intégrale  est  algébrique  [elles  s'intégrent  algébrique- 
ment ou  par  quadratures  (sauf  si  la  courbe  intégrale  est  une  courbe  normale 
rationnelle  d'ordre  n  —  1)]; 

b.  Dont  une  courbe  intégrale  se  trouve  sur  une  sur/ace  algébrique  à  deux 
dimensions  (M.  Fano  indique  les  cas  où  l'équation  ne  se  ramène  pas  aux  qua- 
dratures) ; 

c.  Dont  une  courbe  intégrale  se  trouve  sur  une  variété  algébrique  n  tirés 
dimensions  (à  part  des  quadratures  et  des  opérations  algébriques,  l'intégration 
se  ramène  à  celle  d'équations  des  ordres  suivants  :  4;  3  et    >;    t,    ■  et  2). 

Kluyver  (J.-C.).  —  Le  théorème  de  Slaiidt-Clausen  (p.  591-592). 

Korn  (A.).  —  Sur  des  solutions  du  problème  de  Dirichlet  qui 
peuvent  être  trouvées  par  une  combinaison  des  méthodes  de 
Neumann  et  Schwarz  ^p.  593-608). 

La  combinaison  îles  deux  méthodes  de  Neumann  et  Schwarz  permet  à  l'auteur 
de  former,  pour  l'espace  intérieur  à  une  surface  fermée  quelconque  à  courbure 
continue  m,  des  solutions  du  problème  de  Dirichlet,  sous  les  conditions  sui- 
vantes imposées  aux  valeurs /de  la  fonction  cherchée  sur  u  : 

a.  Il  existe  une  fonction  F,  définie  dans  l'espace  compris  entre  '■>  et  une  sur- 
face intérieure  w,  aussi  voisine  de  w  que  l'on  veut,  uniforme  et  continue  dans 
cet  espace  ainsi  que  ses  deux  dérivées  premières  et  y  possédanl  des  dérivées 
secondes  finies,  qui  prend  sur  la  surface  w  les  valeurs/. 
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b.  Il  existe  une  fonction  potentielle  F  de  l'espace  limité  par  u  et  u  qui 
prend  sur  w  les  valeurs/1. 

Une  proposition  analogue  a  lieu  pour  l'espace  extérieur  à  u.  M.  Korn  indique 
encore  une  généralisation  de  la  condition  (b). 


Tome  LIV,  1901. 

Neumann  (C).  —  Sur  la  méthode  de  la  moyenne  arithmétique, 
en  particulier  sur  les  compléments  apportés  aux  recherches 
correspondantes  de  Poincaré  par  les  travaux  de  A.  Korn  et 
E.-R.  Neumann  (p.   1-48). 

Nouvel  exposé  par  M.  C.  Neumann  de  sa  méthode  de  la  moyenne  arithmé- 
tique 011  il  utilise  les  idées  émises  par  Poincaré  (Acta  mathematica,  t.  20) 
sous  la  forme  que  \.  Korn  leur  a  données  {Lehrbuch  der  Potentieltheorie, 
Berlin,  1899),  du  moins  les  propositions  établies  sans  l'intervention  du  prin- 
cipe de  Dirichlet,  de  manière  à  laisser  tomber  la  condition  de  convexité  imposée 
à  la  surface  fermée  -  sur  laquelle  on  fixe  les  valeurs  de  la  fonction  potentielle 
cherchée. 

Stàckel  (P.).  —  Friedrich  Ludwig  Wachter.  Contribution  à 
l'Histoire  de  la  Géométrie  non  euclidienne  (p.  5o-85). 

Stàckel  (P.).  —  Sur  les  trajectoires  d'une  certaine  classe  de  pro- 
blèmes de  Dynamique  (p.  8G-90). 

Dans  divers  travaux,  M.  Stàckel  a  signalé,  depuis  1891.  une  classe  remar- 
quable de  problèmes  de  Dynamique  où  les  équations  différentielles  du  mouve- 
ment, à  n  variables,  possèdent  au  moins  n  intégrales  quadratiques  et  se  laissent 
complètement  intégrer  par  quadratures.  Il  montre  ici  qu'une  trajectoire  rem- 
plit, en  général,  d'une  façon  dense  un  espaa-  a  n  dimensions. 

Soient 

-.,-.'/'.,)[(*  =  ',  ■■■,  ")■  (?  =  o.  1 n)] 

n(n-t-i)  fonctions  arbitraires  des  arguments  p^\  formons  les  déterminants 

r?apl  =  *=_£<?«ji*«|!         (<*:  ?  =  ' »), 

^'?=V  "?«»*«?         (?  =  <<  •••,"). 
si,  dans  un  problème  de  Dynamique,  on  a,  pour  la  force  vive, 

z*  *,,  \  dt  ) 

et  pour  la  fonction  des  forces, 
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ce  problème  possède  les  intégrales  quadratiques 


où  les  Ca  sont  des  constantes  arbitraires,  et   les  équations  du  mouvement  sont 


v  f  ^dp-  =/_T.     y  f  . 


\  V,'  /',  I 
où  l'on  a  posé 


«M3  (? 


'l'a  (  l'a  )   =  2  ?a0  +  2  Cl  ?«l  +  ■  •  ■  +  2  C„  ?«»• 

En  général,   s'il   existe   des   mouvements   possibles,   on  peut,  pour   un  certain 
domaine  des  valeurs  c, c„,  poser 

+«(/>«)  =  (/'.-"JC,  — />«  )'/.«(/'«)- 

où  aa,  &„  sont  réels  et  constants,  de  sorte  que,  pour  «„=/>„=''„.  'iv(/>a)  8arc'e 
un  signe  constant  positif.  Dans  le  domaine  où  les  p  satisfont  à  ces  inégalités 
et  où  <t>  ne  s'annule  pas,  les  intégrales 


21  ; 


(p  =  > ") 


a 

définissent   /),,    ...,   />„    comme   des   fonctions    uniformes    continues   et    paires 
de  t. tn  avec  les  n  systèmes  de  périodes   îu,,,  . . .,  3  wa„   (a  =  1 n  ) 


f 


''"    <?*?dP* 

*  ■;;■>:'■ 


Si  ces  périodes  sont  indépendantes,  on  peut  choisir  les  entiers  m,,  de  façon 
que  chacune  des  expressions 

soit  aussi  voisine  de  zéro  qu'on  le  veut. 

Minkowsk\  (//.)•  —  Sur  l'approximation   d'un  nombre   réel  par 
des  nombres  rationnels  (p.  91-124). 

Parmi  les  divers  développements  en  fraction  continue  d'un  nombre  réel  a, 
qui  possèdent  pour  numérateurs  ±1  et  pour  dénominateurs  des  nombres 
entiers   positifs,   il   en   est    un   (celui   qui   converge   le   plus   rapidement)   pour 

lequel    les   réduites  —  sont    formées   avec    les   couples  (x,  y)    premiers   entre 
eux  (y  >  0),  qui  satisfont  à  la  condition 

\{x  —  ay)r\  <  -• 
Le  cas  a  —  n  H —  est  écarté. 
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M.  Minkowski  arrive  à  cette  proposition  par  une  étude  géométrique  (suivant 
la  voie  ouverte  par  Klein)  du  système  de  deux  formes  linéaires  oix-h^y, 
yx  +  Sy  à  coefficients  réels  quelconques,  où  x  et  y  sont  des  entiers,  positifs 
égalifs,  indéterminés. 

Ricci  (G.)  et  Levi-Civita  (T.).  —  Méthodes  de  Calcul  différen- 
tiel absolu  el  leurs  applications  (p.  126-201). 

M.  Ricci  a  déjà  résumé  (Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  1892,  p.  167) 
l'algorithme  qu'il  a  baptisé  Calcul  différentiel  absolu  et  qui  n'est,  au  fond,  qu'un 
calcul  de  covariants  différentiels  pour  une  forme  quadratique  de  différentielles 
di le  forme  fondamentale.  MM.  Ricci  et  Levi-Civita,  dans  le  très  intéressant 
exposé  qu'ils  donnent  ici,  examinent  en  détail  les  nombreuses  applications 
qu'ils  ont  fait  l'un  et  l'autre  de  la  méthode  de  M.  Ricci. 

I.  Algorithme  du  Calcul  différentiel  absolu.  —  Si  l'on  a,  pour  un  change- 
ment de  variables  des  .r,,  ....  xn  en  yt,  ■••■.1'„> 

aidxx  +. ..+  andx„  =  b, dyl  + . . . -t-  bndyn, 
on  a  aussi 

VI  (>X: 

'    ai  TT  ' 

le  système  des  a  est  dit  système  covariant  d'ordre  1.  Il  en  est  ainsi  si  les  a, 
sont  les  dérivées  d'une  fonction  'ï(xv  ...,  xn).  Pour  un  système  covariant 
d'ordre  m,  on  a 

',r;..rm  ^  ■      ,.,.....,„    dy        i)yr  ''.>'r„, 

Les  éléments  dx ,  dxn  forment  un  système  contrevariant  d'ordre  1 

dy    ypd 

—*  il.r. 
1. 

et  pour  un  système  contrevariant  d'ordre  m,  on  a 

—  àx     àx         <Jx. 


Si  l'on  pose 

y.   .  =  y  se- 


les  Vr  p  forment  un  système  covariant  d'ordre  m  composé  d'un  système 
covariant  d'ordre  m -h  p  et  d'un  système  contrevariant  d'ordre  p.  On  com- 
pose de  même  un  système  covariant  d'ordre  p  et  un  système  contrevariant 
d'ordre  m  -t-  p. 

Si  l'on  choisit  une  forme  quadratique  (forme  fondamentale) 

<t>  =  /   ar,dx\  il.r  , 
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comme  élément  linéaire  à  n  dimensions  d'une  variété  V„,  les  ar,  forment  un 
système  covariant  d'ordre  2.  Si  l'on  désigne  par  a<")  les  éléments  du  système 
réciproque  des  aP)>  on  a  les  identités 

a("l  =  V«  rv  a  '»>aM, 
le  système  contrevariant 

Xt'."-,-'«)=       Y       o"V,W.>  ...a',.,',SX,  ,     , 
— .  »i«s...«i» 

est  dit  réciproque  du  système  covariant  X,  ,  ,  par  rapport  à  9.  Christoffel  a 
établi,  par  le  calcul,  que  si  l'on  pose 

àait       [if]      [A/1  1,7.-1      v        Uk] 

r 
les  formules 


permettent  de  déduire,  de  tout  système  covariant  d'ordre  m,  un  système  cova- 
riant d'ordre  (m  +1).  C'est  là  ce  que  M.  Ricci  appelle  dérivation  covariante 
selon  f. 

On  définit  la  dérivation  contrevariante  d'un  système  contrevariant  en  pas- 
sant au  système  réciproque,  dérivant  ce  dernier  et  repassant  de  nouveau  au 
système  réciproque. 

Pour  qu'un  système  Xr  r  r  r  soit  le  dérivé  covariant  d'un  système  d'ordre  m, 
il  faut  et  il  suflit  que  les  éléments 


soient  identiques. 

II.  Géométrie  intrinsèque.  —  Les  équations  -r-nr  =•••=  t— 7  définissent  une 

congruence  de  lignes  C  de  V„;    les  >.  "  sont    les  coordonnées  contrevariantes 
de  la  congruence  et  les 

en  sont  les  coordonnées  covariantes.  de  sorte  que 


In  système  de  n  congruences,  deux  à  deux  orthogonales,  est  dit  ennuple 
orthogonal  :  on  le  délinit  par  n  systèmes  contrevarianls  X,ir'(/i=  1,  ....  n), 
satisfaisant  aux  conditions 


£*P*tlr=lM  (A,  *=I,   ...,»), 

T„,l=0,  (A^*),  Tl;i,,=  I. 
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Tout  système  covariant  Xr  r,    r     s'écrit  alors,  d'une  seule   manière,  sous  la 
forme 

Xr,r,...rm=  ^  C'H  ,!,,.  ..h„  *.,|  „  \\r,  ••-  \m\  rm  ■ 

/;,,/,. /;,„ 

où  les  C,,  n     ;,     sont  des  invariants. 

Si   l'on  se  déplace  le  long  do  la   ligne  de   la  congruence   [h]   d'indice   infé- 
rieur h,  on  aura 

EL  =  y  EL  >,!o. 

àsh       —.  dxr    h 

Pour  les  lignes  coordonnées,  les  propriétés  métriques  relatives  à  la  courbure 

résultent  de  l'expression  des  dérivées  des  \jp.  Ces  dérivées  satisfont  à  > 

équations  qu'on  peut  écrire 

T/,u+T;u  =  °        (''.  *i  '  =  •>  ••■>  ") 
en  posant 

On  en  conclut  aussi 

\I,.  =  2]th,-\|,\|.i 

'■) 

,             ...        .                                n-  (  n.  —  1  )  ,  .  .     .  , .  . 

et  les  fki-  indépendants  en  nombre  sont  les  invariants  métriques,  lies 

simplement  aux  courbures  des  lignes  coordonnées. 

Quand  on  passe  aux  dérivées   intrinsèques  du   second  ordre,  on  a,  pour  une 
fonction  quelconque  /, 

lf_li  =  v,,  _r  )ÉL. 

dsk    ris,,        dsh    ôsi       £,\<m      11»'   <)Si 

Pour  qu'une  des  congruences  coordonnées,  [n]  par  exemple,  soit  normale, 
c'est-à-dire  formée  des   trajectoires  orthogonales  d'une  famille  de  surfaces,  il 

faut  et  il  suffit  qu'on  ait  les  relations 

Y„n  =  Y*»»        (a>  a'  =  »■  2>  •••<  "  —  ')• 
On  peut  alors  poser 

fr  =  H-^nlr  =  é^,i\r 

et  la  fonction  ij/  est  déterminée  par  le  système 
n-  1 

+,=   Adr-t"   V^.Al.-. 

où  v  est  une  fonction  indéterminée. 
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Pour  que   la   famille  de   surfaces,   ayant   les   lignes    \n)   comme    trajectoires 

n  — 1 

orthogonales,   suit   isotherme,   il   faudra  v  =  —  \    y  £..    Les  conditions  d'inté- 
grabilité  de  ipi  exprimées  avec  les  invariants,  seront  alors 

ih  ,)-;,  „  "v 

dsJ  +  lK    +T»..+  2|T,..(Ta.-Tw)  =  o, 

n— I  n— 1 

"dt  +  2Y -"=  *f  +  1  — »"     (/'-  *  =  ' «—>• 

Pour  que  les  lignes  coordonnées  [n]  soient  géodésiques  (la  variation  pre- 
mière de     I  ds  entre  deux   points  de   la   ligne  est    nulle),   auquel   cas  on   dira 

que  [n]  est  une  congruen.ee  géodésique,  il  faut  ■;,„„  —  o  (i  =  i,  ...,  n  —  i). 

Si    la  confluence  \  n  }  n'e-l    pas    géodésique,  en  regardant  V„  comme   contenu 
dans  un   espace   euclidien  S,l+nl,  on   peut  attribuer  à  chacune  de  ses  lignes  une 
courbure  géodésique  :  on   mène   par  le  point  P  considéré   un   vecteur  de  S„+rn 
«  —  î 

tangent  à  V„,  de  longueur  y  =   N   (y,,,,,)'  et  dont  la  direction  soit  la   tangente 

à  la  ligne  menée  par  P,  qui  appartient  à  la  congruence  dont  le  système  coordonné 
covariant  est 

c,  =  "fï \-|, 

Les  invariants  yikl  ne  sont  pas  indépendants  :  si  Ton  pose 

V/u,U  —   -fo  -fe         r- £  ITti/lT/H        fjlll  +  IjftiïjH        Y/nY-ali 

ils  doivent  vérifier  les  relations 

q,r,s   l 

""  'es  ",,r  ,i  sont  les  symboles  de  Riemann,  attachés  à  la  forme  fon- 
damentale. Ces  relations  sont  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  les  — 

fonctions  distinctes  y,j,  puissent  être  regardées  comme  les  invariants  [coefficients 
de  rotation  )  d'un  ennuple  orthogonal  dans  la  variété  V„  de  ds"-  =  \   «rJ  il.i  r  dx,. 

MM,  Ricci  et  Levi-Civita  passent  alors  aux  applications  de  leur  calcul:  nous 
nous  bornons  à  en  signaler  le  sujet.  Le  lecteur  pourra  ainsi  en  apprécier  la 
variété  et  l'intérêt. 
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Applications  analytiques.  —  Classification  des  formes  quadratiques  de  diffé- 
rentielles. Invariants  absolus.  Paramètres  différentiels. 

Applications  géométriques.  —  Etude  des  variétés  à  deux  dimensions.  Sur- 
faces de  l'espace  ordinaire.  Extension  de  la  théorie  des  surfaces  aux  espaces 
linéaires  à  n  dimensions.  Groupes  de  mouvements  dans  une  variété  quelconque. 
Étude  complète  des  groupes  de  mouvements  d'une  variété  à  trois  dimensions. 
Relations  avec  les  recherches  de  Lie  et  de  Bianchi. 

Applications  mécaniques.  —  Intégrales  premières  des  équations  de  la  Dyna- 
mique. Intégrales  linéaires,  quadratiques  :  conditions  d'existence.  Surfaces 
dont  les  géodésiques  possèdent  une  intégrale  quadratique.  Transformation  des 
équations  de  la  Dynamique. 

Applications  physiques.  —  Cas  de  réductibilité  à  deu\  variables  de  l'équa- 
tion \u  =  n  (potentiels  binaires).  Champs  vectoriels.  Equations  en  coordon- 
nées générales  de  l'éleclrodynamique,  de  la  théorie  de  la  chaleur  et  de  l'élas- 
ticité. 

Hirsch   (A.).   —   Sur  les   relations    bilinéaires  entre   les   périodes 
des  intégrales  de  faisceaux  réciproques  de  formes  (p.  aoi-322). 

Si  l'on  choisit  convenablement  les  solutions  fondamentales  de  deux  équations 
différentielles  linéaires  à  coefficients  rationnels,  adjointes,  les  substitutions 
qu'elles  éprouvent,  quand  la  variable  tourne  autour  d'un  point  singulier,  sont 
contragrédientes.  Il  en  est  de  même  pour  deux  faisceaux  de  fonctions  de  même 
espèce  (Art)  que  ces  solutions  fondamentales,  au  sens  de  Schlesinger  (Hand- 
buch  der  Théorie  der  linearen  Differentialgleichungen,  t.  II,  p.  120).  On 
désigne,  sous  le  nom  de  faisceaux  réciproques,  deux  faisceaux  qui  subissent 
des  substitutions  contragrédientes,  quand  la  variable  décrit  un  chemin  fermé; 
lorsqu'il  n'existe  pas  pour  les  fonctions  de  points  d'indétermination,  les  fais- 
ceaux réciproques  ne  sont  autres  que  ceux  que  nous  venons  de  signaler. 

Une  période  de  l'intégrale  d'une  fonction  multiforme  est  la  valeur  d'une  de 
ces  intégrales,  prise  le  long  d'un  contour  fermé  renfermant  des  points  singu- 
liers de  la  fonction  ou  suivant  un  chemin,  qui  va  d'un  de  ces  points  singuliers 
à  un  autre. 

M.  Fuchs  (Journal  de  Crelle,  t.  LXXVI  et  Sitzungsberichte,  Berlin.  1892  I 
a  étudie  les  relations  bilinéaires  entre  les  périodes  des  intégrales  des  solutions 
fondamentales  de  certaines  équations  différentielles  linéaires,  en  partant,  comme 
Weierstrass  l'avait  fait  pour  les  périodes  des  intégrales  hvperellipliques,  du 
théorème  d'Abel  sur  l'échange  du  paramétre  et  de  l'argument.  L'importance 
des  résultats  obtenus,  pour  le  développement  de  la  théorie  de  ces  intégrales  (et 
des  fonctions  inverses),  a  engagé  M  Hirsch  à  les  reprendre,  en  se  plaçant  au 
point  de  vue  de  la  théorie  des  invariants  des  formes  algébriques  et  regardant 
les  solutions  de  l'équation  différentielle  (i)  comme  des  formes  transcendantes 
homogènes  :  le  point  de  ramification  à  l'infini  de  l'équation  différentielle  (sup- 
posée régulière  au  sens  de  Fuchs)  est  remplacé  par  un  paramètre  variable,  et 
les  périodes  des  intégrales  de  ses  solutions  sont  étudiées  comme  fonctions  de  ce 
paramétre;  elles  vérifient  aussi  une  équation  différentielle  linéaire  (2).  Les 
périodes  des  intégrales  des  solutions  de  l'équation  différentielle  adjointe 
à  (  1  ),  regardées  comme  fondions  du  même  paramètre,  satisfont  à  l'équa- 
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tion  adjointe  à  (2).  On  conclut  de  la  l'existence  de  relations  bilinéaires  entre 
les  périodes  des  intégrales  de  deux  faisceaux  réciproques. 

Le  travail  de  l'auteur  est  divisé  en  trois  parties  :  la  première  a  pour  but  la 
formation  de  l'équation  différentielle  vérifiée  pa  li  -,  et  l'établissement 
des  relations  bilinéaires  qui  les  lient.:  la  seconde  contient  l'élude  des  relations 
bilinéaires  de  seconde  espèce,  qui  découlent  du  théorème  d'Abel  (échange  du 
paramètre  et  de  l'argument);  la  troisième  est  consacrée  au  développement  des 
relations  de  première  espèce,  obtenues  en  généralisant  la  méthode  d'intégra- 
tion le  lonu  d'un  cont -,  par  laquelle  Riemann  a  établi  les  relations  bilinéaires 

entre  les  périodes  des  intégrales  abéliennes.  et  a  la  démonstration  des  inégalités 
vérifiées  par  les  périodes. 

Richmond    (//.).     —    Sur    les    surfaces    minima    (Rectification) 

(p.  3a3-324) 

A  rencontre  d'une  affirmation  de  S.  Lie,  la  seule  surface  minima  réelle  du 
douzième  ordre  est  définie  par  les  équation< 

.r  =  /,    11  —  3 m- -<-  3 u  :  (  11-  —  1 
y  —-  I.    c  —  3  >■«'-  —  3  v  :  ( u 

Z  =   1,1,1,. 

Zindler  1  À.).  —  Sur  le  nombre  des  variables  essentielles  dans  un 
groupe  continu  à  /•  paramètres  (  p.  325-328). 

Le  nombre  de  variables  nécessaires  pour  représente!  Ions  1rs  types  de  groupes 
à  /•  paramètres  est  au  plus  / ■ —  )    pour  /■  impair,  -  ( h  1  )  pour  r  pair. 

Geiser   (C.-F.     el    Maurer   (L.).    -—    Ehvin    Bruno    Chrisloffel 
(p.  329-346). 

Notice  nécrologique.  Discours  de  Windelband.  Publications. 

Christoffel  </-,.-/!..  —  Théorie  complète  des  fonctions  thêta  de 
Riemann  (p.    I  ,-    igg 

Dans  la  théorie  habituelle,  on  ne  s'occupe  que  des  sommes  de  Jacobi  avec  les 
modules  et  les  arguments  de  Riemann,  sommes  qui  peuvent  être  identiquement 
nulles:  ce?  éléments  sont  parfois  insuffisants  pour  représenter  des  expressions 
dans  toute  leur  région  d'exisli  m  1  pai  1  temple,  les  fonctions  algébriques  qui 
possèdent  //  minus  du  premier  ordre  donnes  et  admettent  le  Ions  des  cou- 
pures fondamentales  des  multiplicateurs  1  rai  ines  de  l'unité  1  donnés.  M.  Chris- 
toffel a  observé  qu'on  peut  définir  des  fonctions  â  gén  raies  unifoi  mes  et  con- 
tinues sur  la  surface  de  Riemann  coupée  (à  conni  «ion  simple),  en  donnant  les 
multiplicateurs  relatifs  aux  coupures  fondamentales. 

Quand  on  abandonne  leur  mode  d'expression  au  \en  des  intégrales  nor- 
males de  première  espèce  11. up.  on   peut  encore   les  représenter  par  une 

expression    qui    garde    toujours    la    même   forme.    Cependant,   il   est    bon  de  se 


aa>  Po~U* 
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borner  aux  fonctions  de  Riemann,  quand  on  veut  représenter  les  fonctions 
algébriques  et  leurs  intégrales  sans  introduire  d'irralionnalités  superflues  :  les 
seules  nécessaires  sont  les  valeurs  des  intégrales  normales  de  première  espèce 
et  leurs  différences  (modules  de  périodicité). 

Après  une  démonstration  de  la  convergence  de  la  série  Sr  de  Jacobi,  formée 
avec  les  modules  de  Riemann,  M.  Christoffel  étudie  les  fonctions  &  définies  par 
leurs  paramètres  :  L>ans  le  cas  où  &||u  —  ej|  est  identiquement  nul,  en  vertu 
du  choix  des  paramètres,  il  montre  qu'on  peut  former  une  suile  secondaire 


qui,  sans  être  identiquement  nulle,  représente  une  fonction  S  avec  ces  para- 
mètres. Celte  suile  secondaire  n'est  pas  entièrement  déterminée  par  les  para- 
métres :  les  zéros  t„  e,,  ...,  e  de  la  fonction,  qui  résultent  des  paramètres  e,, 
e,,  ...,  e  ,  ne  comprennent  que  p  points  nécessaires, •  c'est  un  système  de  points 
de  première  espèce,  entièrement  déterminé  par  o  de  ses  points. 

Toute  loin  lion  Si  avec  les  paramètres  e,,  ...,  e  est  représentée  par  une  suile 
secondaire. 

On  peut  alors  établir  que  les  p  sommes 

"n(  £,)+...-+-  'V(£P)         (!*  =  '*  ••■>/>) 

prennent  (  mod  périodes)  tout  système  de  valeurs  vp  ...,  v  . 

L'étude  des  fonctions  &,  caractérisées  par  leurs  zéros  i„  ...,  e  ,  et  celle  des 
constantes  de  Riemann  K„  ...,  K  ,  faite  d'abord  pour  un  domaine  hyperellip- 
tique,  terminent  ce  travail,  qui  constitue  un  important  complément  à  la  théorie 
classique  des  fonctions  S  de  Riemann. 

Pascal  [E.).    —   Fondements  d'une    théorie   des   équations    aux 
différentielles  totales  du  second  ordre  (p.  4oo-4i6). 

(Traduction  allemande  par  A.  Schepp,  du  Mémoire  italien.) 
Soit  le  système 

diXn__ Ml+, —  y    -^/,u  dxitdx]l'=-  0, 
M 

d*x,k  —  2,  x/,i.,i dleh dxk  =  o, 
A,  A 

où  les  X  sont  des  fonctions  de  toutes  les  variables  x,,  ...,  xn;  pour  qu'i' 
admette  une  solution  représentée  par  m  relations  entre  les  x,  c'est-à-dire,  soit 
complètement  intégrable,  il  faul  et  il  suffit  que  l'on  ait 


(  i  =  i,  . ..,  m), 


Su//,  des  Sciences  mathëm.,  2e  série,  t.  XXXV.  (Août  ign.) 
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conditions  seulement  linéairement  indépendantes, 

à  cause  des  identités 

[j/,/,i]-t-[JU,i)  =  [/,l,ji]. 

M.  Pascal  développe  aussi,  pour  les  systèmes  précédents,  une  théorie  du  mul- 
tiplicateur. 

Petrovitch  (M.).  —  Sur  une  manière  d'étendre  le  théorème 
de  la  moyenne  aux  équations  différentielles  du  premier  ordre 
(p.  417-436). 


Étant  donnée  une  équation 

dy 

il.r 


*\x,y) 


et  le  point  initial  (x„,  v„  i  d'une  intégrale  réelle,  on  saura  toujours  former 
deux  autres  équations 

s  =  F,  (»,«),        _=1.  ...(..,,■) 

et  fixer  un  intervalle  comprenant  .>■„,  de  façon  que  y  y  soit  déterminé,  fini, 
continu  et  compris  entre  les  valeurs  correspondantes  des  intégrales  11,  v  qui, 
pour  x  =  xn  prennent  la  valeur  r„. 

Après  avoir  établi  celte  proposition  et  fixé  les  cas  d'exccpl M.  Pélrovilcli 

en  indique  d'intéressantes  applications  aux  équations 

È-^/o.     (g)V=/<.>, 

et  à  d'autres  de  forme  plus  générale;  il  obtient  ainsi  des  indications  sur  l'al- 
lure des  courbes  intégrales  dans  un  intervalle  fini. 

Hensel  (A".).  —  Sur  la  théorie  des  fonctions  algébriques  d'une 
variable  et  les  intégrales  abéliennes  (p.  4^7--î'»7  I. 

M.  Hensel  développe  ici  sa  théorie  des  foin  lions  algébriques  d'une  variable, 
qu'il  a  étendue  (Acta  Matheniatica,  t    XXIII)  aux  fonctions  de  deux  variables. 

Il  admet  simplement  qu'en  tout  point  (x  =  «,  y)  de  la  courbe  \\(x,  y)  =  o, 
ou  de  la  surface  de  Riemann  correspondante,  une  fonction  rationnelle  quel- 
conque 'h[x,  y)  peut  se  développer  en  série  de  puissances  convergente 

t!  1  \  l 

r,  =  (x  —  a)*xa„-f-a,(:F  —  a)«  +  ..  .)  =  (x  —  a)*E(x\a), 

où  a„  =t  o;  le  nombre  f  est  l'ordre  de  r,  au  point  a. 

Le  problème  qui  domine  toute  la  théorie  est  la  détermination  d'un  système 
de  fonctions  rationnelles  cm  et  v,  linéairement  indépendantes,  qui  possèdent 
en  h  points  donnés  arbitrairement  sur  la  surface  I',,  \'.,,  ....  I',,  les  ordres  X„ 
X2,    ...,    À,,.    M.    Hensel    indique    un    procédé,    constamment    applicable,    pour 
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obtenir  par   un    nombre   fini   de  calculs  élémentaires   un   tel  système  fonda- 
mental. 

A  chaque  point  I\  on  fait  correspondre  un  diviseur,  représenté  aussi  par  P, 
et  l'on  dit  que  la  fonction  \{oc,  y)  possède  au  point  P  le  diviseur  P?,  si  son 
ordre  en  ce  point  est  p. 

Les  diviseurs  Q  =  P}>  PJ' . . .  Pj;''  forment  un  domaine,  qui  comprend  les  élé- 
ments du  corps  K,  car,  à  chaque  élément  ;.  correspond  le  diviseur  G-,  formé  par 
ses  zéros  et  ses  pôles,  mais  il  existe  des  diviseurs  Q,  auxquels  ne  correspond 
aucun  élément  %.  M.  Hensel  partage  les  diviseurs  en  classes  :  la  classe  princi- 
pale E  est  formée  par  les  diviseurs  Q-;  une  classe  est  formée  de  tous  les  divi- 
seurs Q,  qui  s'obtiennent  en  multipliant  l'un  d'entre  eux  par  tous  les  diviseurs 
de  E. 

Le  problème  fondamental  consiste  a  trouver,  dans  une  classe  de  diviseurs  H, 
un  système  de  multiples  linéairement  indépendants  d'un  diviseur  Q. 

(  Le  cas  général  peut  être  ramené  aisément  à  celui  où  R  =  E.) 

Le  nombre  de  ces  multiples  j—  ne  dépend  que  des  deux  classes  Q  et  R  : 
c'est  l'invariant  le  plus  important  du  corps  algébrique. 

Dans  la  seconde  Partie  de  son  travail,  M.  Hensel  étudie  les  intégrales  abé- 
liennes.  Si  %  et  t,  sont  deux  éléments  de  K,  puisque  -^  appartient  aussi  à  K,  on 
peut  faire  correspondre  à  toute  différentielle  da  =  \dx  un  diviseur  équiva- 
lent W„,  dont  les  facteurs  premiers  déterminent  les  points  non  réguliers  de 
l'intégrale  :  soit  io„  la  constante  d'intégration  qui  correspond  au  point  P,  les 
diviseurs  premiers  du  dénominateur  de  W„  donnent  les  infinis  de  c»  —  u„  et 
leur  ordre,  ceux  du  numérateur  donnent  les  zéros. 

Aux  dillerenlielles  c/w,  correspondent  tous  les  diviseurs  d'une  classe  \V  i  classe 
différentielle),  qu'on  peut  étudier  comme  une  classe  quelconque.  Le  problème 
fondamental  est  la  recherche  de  toutes  les  intégrales  linéairement  indépen- 
dantes, qui  sont  régulières  partout,  sauf  aux  points  P,,  P„,  ...,  P,,,  où  elles  ont 
des  ordres  déterminés.  M.  Hensel  résout  algébriquement  ce  problème;  le  i  alcul 
du  nombre     -pr!  donne  le  théorème  de  Riemann-Roch.  Si  l'on  prend 


on  trouve  les  intégrales  élémentaires  de  première,  deuxième  et  troisième  espèce, 
d'où  l'expression  d'une  intégrale  quelconque  à  l'aide  de  celles-là. 

Tirnetding  (Il .-E .).  —  Sur  les  16  points  doubles  et  les  16  plans 
doubles  de  la  surface  de  Kummer  (p.  498-002). 

Wolfskehl  (P.)-  —  Sur  un  problème  d'Arithmétique  élémentaire 

(p.  5o3-5o4). 

Quels  sont   les  entiers   i\,   tels  que   les  '-f(N)   nombres  premiers  avec  N   et 
inférieurs  à  N  soient  tous  des  nombres  premiers  ? 
Ce  sont  3,  ij,  6,  8,  12,   iS,  24,  3o. 

Liebmann  (//.).  —  Nouvelle  démonstration  de  l'indéformabilité 
d'une  surface  fermée  convexe  (  p.  5o  j-">  1  ~  ). 
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Supposons  qu'on  considère,  dans  une  forme  S  de  la  surface  fermée  convexe 
considérée,  les  droites  qui  joignent  ses  divers  points  M  (  ./  .  r.  s)  à  un  point 
P(«,  b,  c)  pris  à  son  intérieur.  Si  l'on  imagine  chacune  d'elles  liée  invariable- 
ment au  trièdre  formée  en  M  par  la  normale  MN  à  la  surface  et  les  tangentes 
aux  deux  courbes  u  =  const.,  v  =  const.,  qui  passent  en  M,  dans  une  déforma- 
tion de  S  qui  entraine  ces  droites,  les  extrémités  P  des  segments  Ml'  viendront 
se  placer  sur  une  suface  2. 

Si  l'on  envisage  seulement  une  déformation  infinitésimale,  les  variations  de  a , 
b,  c  sont  îj,  ej3,  5Y.  M.  Liebmann  considère  la  surface  lieu  des  points  (a,  ji,  -,  i, 
qu'il  appelle  surface  polaire  :  elle  se  réduit  à  un  point  lorsque  la  déformation 
se  réduit  à  un  déplacement  et  réciproquement.  Dans  le  cas  général,  elle  est  tout 
entière  à  distance  finir  et  à  courbure  négative  en  tout  point  sans  exception; 
ces  deux  propriétés  s'excluent  l'une  l'outre.  Une  surface  fermée  convexe  n'est 
donc  pas  susceptible  d'une  déformation  infinitésimale,  qui  ne  se  réduise  pas  à 
un  simple  déplacement. 

Celte  démonstration  remplace  celle  que  M.  Liebmann  avait  donnée  (.1/.  A., 
t.  Mil),  qui  était  beaucoup  plus   compliquée  et  présentait   des   points  délicats. 

Broden    (T.).    —    Sur   les   fonctions   qui    ont    une    infinité    non 
dénombrable  de  points  de  discontinuité  (p.  5i8-53o). 

Wellstein  (J-).  —  Sur  la  théorie  des  corps  algébriques  (p.  5:<i- 
54o). 

I, 'auteur  s'est  proposé  de  développer  la  théorie  d'un  corps  algébrique  K  de 
plusieurs  variables,  défini  par  une  équation 

(')  F(^>  &u  ••  -i  3>)  =  o, 

de  manière  que  la  fraction  1   et  les  \ ariables  .r,, ,  xr  y  jouent  le  même  rôle 

que  des  fonctions  rationnelles  quelconques  de  y,  xv   ...,  xr.  Si  l'on  désigne- 
en  effet,  par 

•ff(r.    «p     •••>   *r)  (P    =»l     •■■>    '') 

;•  fonctions  rationnelles  de  y,   a?,,    ....  -r,,  algébriquement   indépendantes,  en 
tenant  compte  de  (1),  on  peut  adjoindre,  d'une  infinité  do  manières,  aux   rela- 

1 s 

«f  =¥»(**i r'> 

une  fonction  rationnelle 

1  =  <?(y,  ^11  •••■.  xr) 

de    telle   sorte   que  y,  xv    ....   xr  s'expriment   rationnellement,   au   moyen   de 
;, £r  et  T),  qui  sont  liées  par  une  seule  relation  algébrique 

(»)  -M',.  ; U=° 

définissant  le  corps  K  au  même  titre  que  (1). 

Ile (j lei\L.).  —  Sur  la  théorie  des  résultants  (p,  ;j 4  '  —5 44)- 
Kilhrte  (//.).  —  Sur  les  strictions  (p.  540-002). 
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La  ligne  de  striction  d'une  famille  de  courbes  tracées  sur  une  surface  est  le 
lieu  des  points  qui  sont  sur  chaque  courbe,  à  la  distance  minimum  des  courbes 
infiniment  voisines. 

Cette  notion  peut  s'étendre  aux  familles  de  surfaces  ou  aux  congruences  de 
courbes:  M.  k'uline  indique  comment  on  peut  faire  cette  extension. 

Schônflies  {A.).  —  Sur  des  fondions  dérivables  partout  oscil- 
lantes (|).   D32-563). 

M  Schônflies  est  parvenu  à  caractériser  les  fonctions  continues  partout  oscil- 
lantes, qui  possèdent  en  tout  point  une  dérivée  déterminée,  fonctions  dont 
MM.  KOpcke,   Brode n,  Steinitz  avaient  donné  des  exemples. 

Di/cson  (E.-L.).  —  Le  groupe  alterné  de  litiii  lettres  et  le  groupe 
linéaire  quaternaire  congruentiel  (mod  2)  (p.  564-56g  1. 

M.  Moore  a  indiqué  un  groupe  abstrait  holoédriquement  isomorphe  an 
groupe  alterné  de  /.  lettres;  il  est  engeudré  par  les  opérateurs  E,,  ...,  Et_2 
satisfaisant  aux  conditions 

E»  =  E?+1=(EiEI.+I)'=(E,.E).)J=i        (f,  i  +  i,j=i,  2,  ...,/c-î;  i-hi<j). 

M.  Dickson  donne  ici  une  démonstration  élémentaire  de  ce  fait.  Il  indique 
ensuite  pour  G,  ,  deux  groupes  isomorphes  holoédriques  dont  l'un  est  formé 
des  substitutions  linéaires  et  homogènes  à  quatre  indices  (mod  2). 

Landau  {E.).    —    Sur   les    valeurs    asvmptotiqties    de    quelques 
fonctions  de  la  théorie  des  nombres  (p.  D^o-Dgt). 

Soit   «.(À-)    la    fonction    définie    par  les   conditions   suivantes   :    1"   u.(i)  =  o; 

2"  u(/.  )  =  ",  si  /.  possède  un  diviseur  carré;  3°  ;j.(A-)  =  ( — 0",  si  /,-  est  le  pro- 
duit de  w  facteurs  premiers  différents.  M.  Landau  démontre  ici  rigoureusement 
qu'on  a 


3  ~  "    \  A-  =  1        '        / 


en  utilisant  les  résultats  nouveaux  dus  à  M.  de  la  Vallée-Poussin  sur  la  distri- 
bution des  nombres  premiers.  Il  indique,  en  outre,  diverses  évaluations  asymp- 
lotiques  des  deux  fonctions 

=  yim    et    /(g)  =  y^*>'°g*. 


Par  exemple,  si  l'on  désigne  par  OF(.r  )  une  fonction  dont  le  rapport  àF(i) 
reste  compris  entre  deux  limites  finies  quand  x  augmente  indéfiniment,  on  a 
les  formules 

f(x)^-l-i-0(e^^^),        g(x)  =  o(- '-==), 

\  logxeeV1°i!'oe1/ 

dont   M.   I.andau  développe  quelques  conséquence-. 
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Landau   (E.).   —   Sur  le   nombre  moyen  de  décompositions  de 
lims  les  nombres  de  i  à  x,  eu  trois  fadeurs  (p.  5ga-6oi). 

Soit  T3(v)  le  nombre  de*  décompositions  de  v  en  trois  facteurs  et 

v=  i 
M.  Landau  établit  la  formule 

t3(x)  =  -  x\ogx  +  (3C  —  i).z.-log.r +-  (3C--  3C  +  3C.-+-  \)x  +  0\x*lo%x), 

qui  est  d'accord  avec  un  résultat  antérieur  de  M.  Kranel.  Il  rappelle  ensuite 
les  résultats  obtenus  par  M.  Piltz  (Dissertation  inaugurale,  Berlin,  1SS1)  pour 
l'évaluation  asymptotique  de  tk(x),  à  l'aide  de  la  proposition  suivant  laquelle 
on  déduit  de 


/     dx. 


V=l  m     '      ' 

l'égalité  asj  mptotique 


Capelli  (A.).  —  Sur  la  rédtictibililé  de  x" —  A,  dans  un  champ 
quelconque  de  rationalité  (|>.  (J02-6o3). 

liéclamation    de   priorité   au   sujet   des    propositions   établies   par   M.    Wendt 
i   1/.  .1.,  l.  IJV). 

ffansen  ( O.  —  Sur  la  sommation  de  la  série  de  Lambert  (p.  6o  \- 

Go"). 

M.  Hansen  démontre  la  formule 

î 

-  y»   i      '  i 

à  l'aide  des  expressions  (Jordan,  Cours  d'Analyse,  t.  II), 

8'(v,  a)  ,      v>      a-"' 

.,       \   =  ~  cotitv  +     -  \        /     ,„,  s.n  i  m  m 

b(v,  q)  —>   i  —  q-"' 

et 

9'3(v,  q  i        ,      v  ,  „       9'" 

Jules  Drach. 
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Gundeljinger  (S .) .  —  Sur  les  critères  qui  permettent,  en  coor- 
données projectives  générales,  de  discerner  la  position  d'un 
point  par  rapport  au  tétraèdre  de  référence  (1-16). 

Le  problème  proposé  a  été  résolu  pour  la  première  fois  par  Mùbius,  dans  le 
cas  des  coordonnées  barycentriques.  L'auteur  en  reprend  la  solution  par  un 
procédé  plus  simple  et  l'étend  au  cas  d'un  système  quelconque  de  coordonnées 
projectives. 

A.  Lkmme  fondamental  —  Soient,  rapportées  à  un  système  de  coordonnées 
cartésiennes 

A' 5^  a'  u  +  b'  v  -+-  c'w  H-  1  =  o,        As  a"u  +  b"v  +  c"a>  +  1  =  0. 

les  équations  tangentielles  de  deux  pointa  A'  et  S." ;  soit 

*'A'-f-x"A"=  (•<-+-  •/.")  A  =  0, 

l'équation  tangentielle  d'un  point  A  de  la  droite  A' A".  Si  l'on  pose 

,  *    „  =  v,        ,  *"  „  =  r, 

X    H-  X  X   -+-  X 

le  point  A  est  entre  A'  et  A"  si  —  >  0,  en  dehors  du  segment  A'  A"  si  r-j  <  o. 
Ile  plus,  le  point  A  est  plus  près  de  A'  que  de  A"  si  V — X"  >  0. 

R.  Critères  pour  un  triangle  de  référence  en  coordonnées  barycentriques. 
—  Soient 

A,=  a,«  +  6,i'  -+-  ctn>  -+-  1  =  0        (t  =  i,  a,  3), 

les  équations  tangenlielles  des  trois  sommets  du  triangle  de  référence, 

x.  A,  -+-  x;  A, -H  Xj  A3=  (x,-t-  x,H-  x,)  A  =  o, 

l'équation  tangentielle  d'un  point  A  quelconque  du  plan  du   triangle.  Ce  point 
a  pour  coordonnées  barveentriques  x,,  x2,  x3.  On  pose 

\=    ,  !' ,  .      ('  =  ■■  '■■■  ; ■• 


D'après  cela,  le  lemme  fondamental  permet,  d'après  les  signes  de  X,,  X,  \v 
de  discerner  la  position  du  point  A  par  rapport  au  triangle  A,A.A3.  Si  les  >, 
sont  tous  positifs,  le  point  est  à  l'intérieur  du  triangle.  Si  un  seul  des  a, 
soit  \  est  positif,  le  point  est  dans   l'angle  opposé  par  le  sommet  à  l'angle   \,. 
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Si  un  seul  îles  / .  soit  /,,,  est  négatif,  le  point  est  dans  la  région  située  à   l'inté- 
rieur île  l'angle  A,,  au  delà  du  côté    V  \ 

C.  Critères  pour  un  tétraèdre  de  référence.  —  En  désignant  de  même 
par 

K,  A,  -H  X .  V.    -  ''■;  V;+  *<   ^«  =  (  *i  +  *î+  XJ  +  x<  )A   =  "■ 

l'équation   langentielle  d'un  point  A  de  l'espace,  et  posant 

■*■-=,,+  »,+  „+,,  (•  =  '•    ''3'^ 

les  signes  des  p.,  permettent  de  discerner  la  position  du  point  A  par  rapport  au 
tétraèdre  de   référence  A,A,  A3At. 

Si  tous  les  p.  sont  positifs,  le  point  est  à  l'intérieur  du  tétraèdre.  Si  deux 
des  u,  soient  p.,  et  p.,  sont  positifs,  les  deux  autres  étant  négatifs,  le  point  A  est 
dans  le  comble  correspondant  à  l'arête  A,  A..  Si  un  seul  des  u.  est  positif, 
soit  u,„  le  point  est  dans  le  trièdre  opposé  par  le  sommet  au  trièdre  A,.  Si  un 
seul  des  u,  est  négatif,  soit  u,,,  le  point  est  à  l'intérieur  du  trièdre  A,,  au  delà 
de  la  face  A,A3A4. 

D.  Cas  général.  —  Si  l'on  a  des  coordonnées  projeclives  (iuelron(]ues  x,, 
x„  x3,  xt,  on  considère  les  quatre  quantités  jd,,  />.,  p3,  />,  définies  par  l'équa- 
tion 


où  ht  est  la  hauteur  du  tétraèdre  de  référence  relative  au  sommet  A,,  ei  la 
distance  à  la  base  correspondante  du  point  (i,  i.  i,  i).  Alors  il  n'y  a  qu'à  rem- 
placer dans  les  énoncés  précédents  pl  par  -p^ — —  • 

-Pi.  xl 

E.  Remarques  sur  la  théorie  analytico-géométrique  des  sphères.  —  Soient, 
dans  un  système  de  coordonnées  rectangulaires. 

/,        i  .r  —  a,):-t-(.r  —  b,y-+(z  —  c,)-—  '';  =  °         (('=  i,  -•,•"',  'i), 

le-  équations  de  quatre  sphères.  Si  l'on  considère  une  sphère 

•/ ,  k,  -+-  x,  />., -l-  x3 Â'3 -t-  x( k\  =  o, 

les  coefficients  x,  sont  les  coordonnées  barycentriques  de  son  rentre  par  rapport 
au  tétraèdre  formé  par  les  centres  des  quatre  sphères  données.  Introduisons  de 
plus  pour  une  sphère 

K       k„  ( x-  -+-  y-  +  :-  )  -+-  2  /,„ , ,r  +  2  /, ,  ,  y  +  a  l:A  z  +  k„  =  o, 
la  forme  quadral  ique 

(i<,  K)  =  .■/.„„/.■,,-  -•/.;,  -  •/.        ■/■ 

Alors  la  sphère  orthogonale  aux  quatre  sphères  données  a  pour  équation,  en 
coordonnées  barycentriques, 

x>(*„  k\)+  •x.x.U,.  k,)  +...+  xj (/-4,  k,)  =  o. 
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L'article   se   lermine  par  la  recherche  des  sphéies  qui  coupent  sous  le  même 
angle  ou  sous  des  angles  supplémentaires  plusieurs  sphères  données. 

Perron  (Oskar).  — Sur  un  théorème   de  M.  Poincaré.  (  i  —  - 3y) . 

I.  Soit  une  fonction  Dv  définie  pour  les  arguments  v  =  0,1,  2,  . . .,  et  satisfai- 
sant à  l'équation  aux  différences 

D,+r+  a["  D„+,_,  --  al'   D„+,   ,-)-...  4-  a™  D„=  o, 

dans  laquelle  les  coefficients  a.  tendent,  pour  v  infini.  \ers  des  limites  a r  Si 
les  racines  p,,  0,,  ....  cr  de  l'équation 

ïr-t-  «,  or-'  —  a.. y-'1  -+- . .  .  —  ar  =  0 
ont  des  modules  distincts  et  si 

|P.I>lhl>...>lfc|. 

M.  Poincaré  a  démontré  que  le  rapport  f'* '  tend,  lorsque  v  augmente  indéfini- 
ment, vers  une  limite  égale  à  l'une  des  racine-  :  [Amer.  Journ.  0/  Afathem., 
t.  VII,  i885).  En  général,  dit-il,  la  limite  est  égale  à  p,;  ce  n'est  que  dans  des 
cas  exceptionnels  qu'elle  est  égale  à  une  autre  racine. 

En  réalité,  comme  M.  Poincaré  l'a  indiqué  plus  tard,  pour  chaque  équation 

aux    différences   de   la    nature   indiquée,  le  rapport      '^'  tend   vers  p,  si   Dv  est 

l'intégrale  générale;  ce  ne  serait  que  pour  des  intégrales  particulières  que  ce 
rapport  pourrait  tendre  vers  une  autre  racine.  Mais  la  démonstration  de 
Poincaré  n'apprend  pas  si  ce  cas  se  présente  effectivement.  11  en  est  cependant 
ainsi,  d'après  des  recherches  de  M.  Pincherle  (  Acla  Mat  hem.,  t.  XVI,  1893),  si  du 
moins  les  a.  sont  des  fonctions  rationnelles  de  v  et  si  ar  j£  0.  L'auteur  donne 
du  théorème  de  M.  Poincaré  deux  démonstrations,  l'une  qui  est  celle  de 
\1.  Poincaré  lui-même,  un  peu  modifiée  et  simplifiée,  l'autre  un  peu  plus  com- 
pliquée, mais  qui  conduit  aux  résultats  de  M.  Pincherle,  débarrassés  des  restric- 
tions indiquées  plus  haut. 

'?.  En  posant 

aW  =  a,.-f-  /..'  .         lim  xt''  —  o        (i  =  1,  2,  ...,  5), 

l'auteur   introduit,  avec   M.  Poincaré.   r  nombres  \  .'  .  \  ,' X,''1  au  moyen 

des  équations 

Dv-m  '  =  Pi  XV  +  P,  X«   1-...4-P,   V    . 

Dv+r.,=  py-i  \;'      pr-i  x£      ...     0;:  '  v  . 

On  a 

\/<-  d  =  PjXÇ')  +£  «iï  X^I  (/  =  .,  2,  ....  r). 

*=1 

où  les  coefficients  eL    tendent  vers  zéro  quand  v  augmente  indéfinimeut. 
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Si    l'on    exclut    le    cas    OÙ,  à  partir  d'un   certain  rang,  tous  les  II    sont    nuls. 

pour  chaque  valeur  de  v  I' 1rs  \  '   est  différent  rie  zéro;   -<>it   \  "  le  plus 

grand  en  module  de  ces  nombres  :  si  plusieurs  ont  le  même  plus  grand  module. 
on  prendra  pour/v  le  plus  petit  indice  possible.  L'auteur  démontre  que  lorsque  v 
croit,  l'indice  /,  ne  peut  pas  croître;  par  suite,  à  partir  d'un  certain  rang,  il 
conserve  une  valeur  constante/. 

-V 

Cela  étant,  si  /.   est  différent  de  /,  le  rapport  — —  tend  vers  zéro,  d'où    résulte 

x,y) 

facilement  la  conclusion  que  le  rapport      '*'  tend  vers  p.. 

Cette  démonstration  ne  prouve  nullement  que  la  limite  «oit  en  général 
égale  à  p,.  File  a  l'avantage,  sur  la  suivante,  de  ne  pas  supposer  nécessaire- 
ment  p,  =  o. 

3.  L'auteur  démontre  maintenant  le  théorème  général  suivant  : 

L'équation    aux  différences   admet    r    intégrales  particulières   indépen- 

D(" 

i/antes  II,.'1.  H..2',  ....  !>.','    telles  que — —  tende  vers  -■   pour  v  infini. 

Ce  théorème  une  fois  démontré  entraîne  comme  conséquence  immédiate  que, 
si  l'on  prend  l'intégrale 

d,=  CjD./  +r+1  d:/m  +...+  ct  n;       (ci  =  o) 

le  rapport  — — ^  tend  ver-  -, 

Pour  démontrer  le  théorème,  l'auteur  remarque  qu'il  est  vrai  pour  P  =  i,  et 
il  le  suppose  par  suite  vrai  jusqu'à  p  —  i.  Il  met  alors  l'équation  aux  différences 

-mii-  la   l'orme 

[D»+.-(Pi+8v+,_i)Dv+r   ,]■     (*,+  s,v  i[l',  ...,-f?,-^..  ,  .,)  Dv+r_,]+... 

+(*,._,+  ^1)[Dv+l-(Pi  +  K)  Dv]  =  o 

et  il  admit,  ce  qui  sera  démontré  dans  le  dernier  paragraphe,  que  les  ; t'  et  8, 
peuvent  être  choisis  de  manière  à  tendre  vers  zéro  pour  v  infini,  lin  posant 
alors 

(p,-t-8v)  D.,— Dv+,=  E„ 

E  satisfait  à  une  équation  aux  différences  d'ordre  r —  i  pour  laquelle  les 
racines  p  sont  o,,  c^.   ....  or.  Cette  équation   aux  différences  admet  donc  /•  —  r 

E" 

intégrales  correspondantes  I    ;  .  I   ,; E.'    telles  que  — —  tende  vers  p. 

''•/ 
Si  l'on  pose 

i,'  '  i  y  ' 

1-7  '-V-I-I  '-i  +  i 


°v        P,+  8,  ""    (Pi+8»)(Pi+Sv+i)        (Pi  +  S»)(Pi+Bv+1)(p, 
D.;    =  (p,+  80)  (p,+  ô,)...(o,4-  s»-i). 

on     obtient    p    intégrales    de    l'équation    aux    différences    données    et    le    rap- 
port  — '-?—  'end  vers  p    pour  chacune  des   valeurs  t  =  i,  2 /■.  Le   théorcm< 
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est  donc  démontré.  Mais  l'auteur  a  été  obligé  de  faire  la  restriction  essentielle 
que,  pour  chaque  valeur  de  v,  le  dernier  coefficient  a r  —  i:]'  de  l'équation  aux 
différences  est  différent  de  zéro. 

4.  L'auteur  démontre  la  possibilité  de  choisir  les  quantités  désignée-  [dus 
liant  par  s'/'  et  Bv,  île  manière  qu'elles  tendent  vers  zéro.  Il  suffit  de  faire  la 
démonstration  pour  les  quantités  Sv  assujetties  à  satisfaire  aux  équations  sui- 
vantes en  nombre  infini 

z  ,'     +  h,  Ô  7.,'"  +  4..Î.  .        , 

o  =  y.,"—  r.      _  +  -1— .'    '   '-■  -f-   ■ ^ ;    ■*'  l J-... 

Pl+SV-tr-2  (Pl+Ov+r-î)  (  Pi  +  Sv+r-j) 

*S.v|-t-ôr  ,8, 

(Pl+  5v+r-î)  (Pl+  8v+,       ,J (P,  +   8J  ' 

où  les  b  sont  déterminés  par  l'identité 

pr-t-  alpr+.  ..-+■  ar=  (o  —  p,)  (pr_l  —  ô^c---*-. . .-+-  br _,). 

Busche  (E.).  —  Sur  la  théorie  de  la  fonction  [a?].  i.ii|-.r  |. 

L'application  de  la  méthode  géométrique  d'Eisenstein  permet  d'arriver  à  des 
formules  nouvelles  relatives  à  la  fonction  [.r],  définie  comme  le  nombre  entier 
satisfaisant  aux  inégalités 

x  —  i  <  [x]  =  x. 

I.  On  considère  dans  un  plan  rapporté  à  deux  axes  de  coordonnées  rectangu- 
laires un  rectangle  ABCD  dont  les  sommets  ont  pour  coordonnées  des  moitiés 
de  nombres  entiers  Le  principe  de  la  méthode  consiste  à  compter  de  plusieurs 
manières  différentes  combien,  dans  chacun  des  Lriangles  ABC,  ACD  se  trouvent 
de  points  à  coordonnées  entières  en  excluant  ceux  qui  se  trouvent  sur  le  péri- 
mètre du  rectangle.  C'est  ainsi,  par  exemple,  que,  si  le  point  A  a  des  coordonnées 

entières,  si  AI!  et  AD  ont  des  longueurs  -g,  —h,  où  g  et  h  sont  des   nombres 

pairs,  on  a.  en  considérant  l'un  des  triangles  ABC  et  ACD,  l'égalité 


^       [fj=       I      [f} 


2.  Celte  méthode  pourrait  être  généralisée,  soit  dans  le  plan,  en  prenant  un 
rectangle  ABCD  quelconque,  soit  dans  l'espace,  où  l'on  aurait  par  exemple  la 
formule 

i=l  v=i ;=i 

dans  cette  formule  a,  b,  c  désignent   des  entiers,   et    Min  (p.,  v)  désigne  le  plus 
petit  des  nombres  p.  et  v. 

3.  Dans  ce  qui  suit,  nous  désignerons  par  g-,  /(  des  entiers  pairs,  par  m,  n  des 
entiers  impairs.  Le  calcul  direct  du  nombre  des  points  à  coordonnées  entières 
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qui  se  trouvent  à  l'intérieur  du  rectangle  AIÎCD  et  du  nombre  de  ceux  qui 
trouvent  sur  la  diagonale  AC,  conduit  aux  formules  suivante-. 

Si    A    a    des  coordonnées   entières    et    si    AB=-g  =  a,    AD=-/(  =  6, 

enfin  g  =  —  8  désigne  le  plus  grand  commun  diviseur  de  a  et  de  l>,  on  a 
1 


I[tHi- 


0(6-0- 


<7  — ' 


Si  AB  et  AD  ayant  les  mêmes  longueurs,  A  a  une  abscisse  entière,  l'ordonné 
étant  la  moitié  d'un  nombre  impair,  on  a 


ZP^J-ztf-iH'G'-H-- 


(-)iS 


Si  AB  et  AD  ayant  toujours  les  mêmes  longueurs,  les  deux  coordonnées  de  A 
sont  les  moitiés  de  nombres  impairs,  on  a 


2F^ 


)h 


Pour  traiter  les  autres  cas,  l'auteur  introduit  la   notation  suivante; 


(a\b) 


-X[t]> 


(a|i)  =  (i|4)  =  (i|i)  =o. 


Le  symbole  (a\b)  est  lié  au  symbole  de  Jacobi  par  les  équations 

)(»'l-»0 


2-r ;  =  (-.)"" >,     (-)  =  (- 

m   /  \  m  ! 


où  les  fractions  qui  sont    dans   les  premiers  membres,  sont  supposées    irréduc- 
tibles. Si  l'on  pose  alors  m  =  8m',  h  —  S/)',  on  a 


I  [S]  =  I|¥+ïH*'i -•>-♦-*' 

et  de  même,  en  posant  m  =  S»;',  »  =  S/i', 


E[g=i[^^]='^' 


)  -H  m' n'- 


o- — i        m' 
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On  peut  de  ces  dernières  formules  éliminer  les  quantités  ( h'  \m')  et  («'  |m'), 
en   leur  substituant  les  congruences  suivantes  par  rapport  au   module  2  : 


z[ï] 


(mod 


L'auteur  indique  un  certain  nombre  d'autres  congruences  analogues. 

4.  La  détermination  du  caractère  des  résidus  biquadratiques  pour  deux 
nombres  impairs  du  corps  K(/),  conduit  à  considérer  des  expressions  de  la 
forme 

S  (-0*  [/(*)]'. 

dont  le  reste  par  rapport  au  module  4  intervient  seul.  f(x)  désigne  dans  celte 
formule  une  fonction  réelle  linéaire  entière  de  l'argument  réel  et  entier  x. 
On  est  conduit  alors  à  considérer  les  mêmes  rectangles  ABCD,  mais  en  affec- 
tant du  signe  —  certains  des  points  à  coordonnées  entières  qui  leur  sont 
intérieurs. 

Par  analogie  avec  le  symbole  (a  \  b)  on  peut  introduire  ici  le  symbole  ((a\b)) 
défini,  lorsque  a  et  b  sont  premiers  entre  eux,  par  la  formule- 

£(-l)JTx]   =(("li»;        ((a  I  •))  =  (('!  *))  =  (('! '))=•<>> 

et  l'on  a 

((a  |  6))  -t-  ((b  |  a))  eh-  [f  ]'[!]'  ("""•  4)- 

Le  calcul  de  ((a\b))  est  rendu  simple  par  la  formule 

((—  a-t-2u.6|ô))  =  -((a|é))  —  T^T         (mod  ',). 

5.  L'auteur  démontre  un  certain  nombre  de  congruences  par  rapport  au 
module  4  ;  citons  les  deux  suivantes  : 

Ë 

1 

6.  Si  les  entiers  g,  h,  m,  n  sont  liés  par  la  relation 

"il  —  hm  =  2£  =  ±2. 
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il  existe  entre  les  symboles  [(g\m)),  (C'1'O)  "ne  relation  simple 

n-l 

■(  — t)    !       fm  —  n\- 


((g-|»»))-((A|«))  = 
De  cette  congruence  on  déduit,  en  posant  g  =  2a,  h  =  ib,  la  suivante 

i|ui  fournit   un   moyen  simple  pour  calculer  le  symbole  I —  I  qui  entre  dans  la 

loi  île  réciprocité,  en  réduisant  —  en  fraction  continue  et  se  ramenant  an  calcul, 
m 

m—n  m  ~  3    il  —  l 

par   les  réduites   successives,   île   £     2     ( — i)    -         -    . 

Rémoundos  \  Georges).  —  Sut  la  tendance  des  systèmes  maté- 
riels à  échapper  au  frollemenl  (58-65). 

Cette  Note  se  rattache  à  une  Note  portant  le  même  titre  cl  publiée  par 
M.  Appell  dans  le  Tome  CXXXIII  du  même  journal. 

Soit  un  système  matériel  soumis  à  des  frottements;  on  suppose  que  le  poten- 
tiel des  forces  extérieures  reste  inférieur  à  une  limite  fixe  L,  et  l'on  pose 

*  =/,  N,vl-t-/„N,v;-^...  +  /rN/1v/„ 

où  les  f  sont  les  coefficients  de  frollemenl,  les  N  les  valeurs  absolues  des 
réactions  normales,  les  v  les  valeurs  des  vitesses  de  glissement  relatives 
des  points  matériels  au  contact  dans  les  divers  corps  frottants  associés  deux 
à  deux. 

Cela    étant   si  »(£)  désigne  une    fonction    qui    tend    vers    zéro  ou  reste  finie 

lorsque   t  augmente    indéfiniment,  mais   de  manière  que   l'intégrale    I  <s(t)dt 

tende  vers  -f-  co,  il  existe  une  suite  indéfinie  de  valeurs  de  t  (  croissant  indéfini- 
ment) et  satisfaisant  à  l'inégalité 

Si  l'on  prend  en  particulier  la  fonction  o(t)  =  - — —  i  l'auteur  démontre 
que  l'étendue  d'un  intervalle  exceptionnel  suffisamment  éloigné  est  négli- 
geable par  rapport  au  temps  qui  s'est  écoulé  jusqu'au  commencement  de  cet 
intervalle. 

Voronï  {Georges).  —  Nouvelles  applications  des  paramètres 
continus  à  la  théorie  des  formes  quadratiques.  Deuxième 
Mémoire  :  Recherches  sur  les  paralléloèdres  primitifs.  Seconde 
Pailic  :  Domaines  des  formes  quadratiques  correspondant  aux 
différents  types  de  paralléloèdres  primitifs  (67-181). 
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La  première  Partie  de  cet  important  Mémoire  a  paru  dans  le  tome  CXWIV 
du  même  journal. 

Skction  IV.  —  Types  différents  de  parallëloèdres  primitif  s. 

55.  Sur  le  nombre  des  facrs  à  n  —  1  dimensions  d'un  paralléloèdre  pri- 
mitif. —  Rappelons  qu'un  parai léloèdre  primitif  II  correspondant  à  une 
forme  quadratique  positive  ^Zat-xtx-  est  défini  par  les  inégalités  indépen- 
dantes 

££«;,***,-»— ±aS«  la      0,         •/.=..  2 t), 

où  chaque  système  d'entiers 

±  {'».**,    ••••/„.).  (*  =  !,*,. ...T), 

représente  le  minimum  de  la  forme  quadratique  dans  l'ensemble  composé  de 
tous  les  systèmes  de  nombres  entiers  qui  sont  congrus  au  système  ±(fa)  par 
rapport  au  module  2.  La  forme  llr/  (x,x(  ne  possède  dans  cet  ensemble  que 
deux  représentations  =l/cl)  du  minimum. 

Le  nombre  des  systèmes  ±(lik)  est  au  plus  égal  à  2" — 1.  L'auteur  démontre 
que  ce  nombre  est  certainement  atteint.  Le  nombre  des  faces  à  n  --  1  dimensions 
du  paralléloèdre  H  est  donc  égal  à  2(2" —  1). 

•56-59.  Définition  du  type   de  parallëloèdres   primitifs.    —  Désignons    par 

(a.,),  (a,,).  ...,(*„) 

les  5  sommets  du  paralléloèdre  II:  chacun  d'eux  («,()  appartient  à  n  faces  de  1! 
et  chacune  de  ces  faces  est  donnée  par  une  équation  de  la  forme 

SSa;7$  l  '/, .  —  !ïi(,/',*  =  n.        (  ;•  -  1.  j n;  k  =  i,i s)- 

Chaque  sommet  est  donc  caractérisé  par  n  systèmes  de  nombres  entiers 

(l'A  -.'(h  I '/À  I,         (*  =  i,ï,  ...,*), 

dont  le  déterminant  ±utk  ne  s'annule  pas.  Tous  les  sommets  sont  donc  caracté- 
risés par  un  ensemble  de  s  symboles 


Si  maintenant  les  sommets  d'un  autre  paralléloèdre  primitif  II'  sont 
caractérisés  par  les  mêmes  symboles,  on  dira  que  R  et  11'  appartiennent  au 
même  type 

Si  l'on  envisage  maintenant  l'ensemble  (Rj  des  parallëloèdres  congruenls  à  II. 
chaque  sommet  de  (R)  peut  être  défini  à  l'aide  de  «  —  1  équations 

SSaiilu.lp,+  2Sa  lit=  \.        (/.  =o,i,  2,  ..,//;. 

où  les  (  n  1  systèmes  (/,-,),  (/,,),  ...,(/,„)  caractérisent  n  —  i  paralléloèdres 
de  l'ensemble  (R)  qui  sont  conligus  par  le  sommet  considéré  (si  le  sommel 
appartient  au  paralléloèdre  initial  R  l'un  des  systèmes  lik)  est  formé  d'entiers 
tous  nuls  el  \  esl  nul  |.  Tous  les  sommets  congruents  au  sommel  donné  sont 
caractérisés  par   les  71—1  systèmes  (la  +  /,),  (1,,-i- IJt  ■■■•  ('.-„—',)>  où   l'on 


128  SECONDE  PARTIE. 

désigne    par    l  /,  i   un    système    de    nombres   entiers    arbitraires.  Tout   tvpe   de 

parai léloèdres  primitifs  est  alors  défini  par  les  systèmes  qui  caractérisent  

n  + 1 
sommets  incongruents.  Chaque  système  (  ltk  )  peut  d'ailleurs  être  remplacé  par 
une  fonction  linéaire  à  coefficients  entiers 

Uk  =  llkXl-Jr  l.:kJT.  +  .  .  .+  I „kX„. 

Si  P(v)  est  une  face  à  v  dimensions  des  paralléloédrcs  de  l'ensemble  (  R  ), 
elle  est  caractérisée  par  n  +  i  —  v  fonctions  linéaires  k0,  ur  ...,  «„_.,.  Si  j„_v 
désigne  le  nombre  de  faces  incongruentes  à  v  dimensions  des  paralléloèdres  pri- 
mitifs appartenant  au  type  examiné  et  si  Sv  désigne  le  nombre  de  faces  à  v 
dimensions  d'un  paralléloèdre  primitif  correspondant,  on  a 

S,=  («+i  —  v )  i„_v. 

60-62.  Définition  de  l'ensemble  (L)  de  simplexes  caractérisant  un  type  de 
paralléloèdres  primitif  s.  —  On  appelle  corrélatif  au  sommet  des  paralléloédrcs 
de  l'ensemble  (R)  caractérisé  par  les  n  systèmes 

[II,),  (In),  ■■-,  (',„) 

le  simplexe  (triangle  clans  l'espace  à  deux  dimensions,  tétraèdre  dans   l'espace 
h  trois  dimensions)  ayant  les  n  -f  i  sommets 

(/,„)>  Ci) (/,.)■ 

L'ensemble  (L)  des  simplexes  corrélatifs  aux  différents  sommets  de  l'en- 
semble (R)  caractérise  un  type  de  paralléloèdres  primitifs. 

I.e  nombre  des  faces  incongruentes  à  n  —  v  dimensions  de  l'ensemble  (L)  est 
égal  à  <!„-„. 

L'ensemble  (L)  de  simplexes  remplit  uniformément  tout  l'espace.  De  plus 
tout  point  à  coordonnées  entières  est  nécessairement  un  sommet  d'un  des 
simplexes  de  l'ensemble  (  li). 

63-G8.  Propriétés  des  symboles  Sv  et  av.  —  Considérons  les  différentes  faces 
incongruentes  P,.(v)à  v  dimensions  des  simplexes  de  l'ensemble  (L)  et  dési- 
gnons par  m.j['  le  nombre  des  points,  intérieurs  à  la  face  Pk(v),  dont  les  coor- 
données sont  des  fractions  positives  ou  nulles,  inférieures  à  i  et  ayant  m  pour 
dénominateur.  Il  existe  pour  chaque  face  I^fv)  un  entier  positif  »!"  et  de 
plus  uj'    entiers  afflL  tels  que  l'on  ait 


l(v       V  (  "l  -  " //<■  )('»  +  ■-  "Tk  )■■■(»'  +  v  -  '  ~  a')u-  ) 


On  déduit  de   là  la  formule 


111 

v  =  0  X  =  1  II  =  1 


('"  -"/'/,)  ('"+>-  «'/,  *)...(' 


1+1  PoU-U 
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qui  est  une  identité  par  rapport  à  m.  Cette  formule  conduit  en  particulier  à  la 
suivante 


I 


d'où  l'on  déduit 
On  a  de  même 


S,     {n-  -1  —  v)A("-v)(m'*)„,=1; 


où  4M  désigne  la  différence  vième  de  la  fonction  x". 

Si   c„   est   égal    à  «  !   on   a    également  0".,  =  A,v)  (  mn)f((_.,.  C'est  ce  qui  arrive 
nécessairement  pour  n  —  2,  3,  '|,  mais  non  nécessairement  pour  n  =  ô. 

Signalons  encore  les  formules  remarquables 


2(-.)x=o,  2:<-^=' 


cette    dernière   généralise    la    formule    célèbre   d'Euler   relative  aux  polyèdres 
convexes. 

69-72.  ftégu/ateurs  et  caractéristiques  des  arêtes  des  paralleloèdres  pri- 
mitifs. —  Soit  un  simplexe  L  corrélatif  à  un  sommet  (a,)  et  caractérisé  par 
les  systèmes 

(',„),  (O,  •••,(<',„)• 

Si  (aa)  est  un  sommet  adjacent  à  (a,),  le  simplexe  L,.  qui  lui  est  corrélatif 
sera  coutigu  à  L  par  une  face  \\  à  n  —  i  dimensions;  L;  se  déduira  de  L  en 
remplaçant  un  de  ses  sommets  (/,.)parun  autre  sommet  (lj/.).  On  appellera 
caractéristique  de  la  face  Pt  par  rapport  au  simplexe  (  L  )  le  système  d'entiers 
premiers  entre  eux  [pik)  défini  par  les  conditions 

V  pik  I,;  >  Sj,  V  /',(  ?lV,  =  S4,         (  A  =  0,  1,  2 /!  ;  /;   .-_  A-  ). 

La  caractéristique  de  P(   par  rapport  à  L(  est  (  —  p,k)-  On  a  de  plus 

Le  coefficient  p,  e^l  positif  et  s'appelle  le  régulateur  île  l'arête  [a;,  ait],  ou  de 
la  face  corrélative  P,.  Il  est  le  même  pour  toutes  les  arêtes  congruentes. 

On  peut  déterminer  le  régulateur,  au  moyen  du  seul  système  des  simplexes  (  L), 
comme  une  fonction  linéaire  des  coefficients  de  la  forme  quadratique  ZZa  .r  i  . 
Si.  en  elïet,  on  détermine  n-t-i  constantes  SrJ.*'  par  les  conditions 

/;,,  =  2]»»  /„,     £&;*>  =  :,     («  =  0,1, 2,.  ..,«>, 

/■=o  c=o 

on  a  la  formule 
//«//.  (/es  Sciences  mathern.,  2"  série,  t.  YXXV.  (Seplembre  igu  )  It.ç) 
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L'auteur  indique  un  moyen  simple  pour  faire  le  calcul. 
73-78,    Transformation  fondamentale  de  la  forme 

ïïi-i^^^  +  jïji  —  ïïfli//-iïj/ 
L'auleur  introduit  la  fonclion 

h'iLt(x„x, x„)  =^  V  aijx.xi+  a  V  i,j,-  V  y  a:jllkllk—  2^  x.l[kl 

qui  est  définie  pour  chaque  simplexe  L.  Si  l'on  définit  « -i- i  variables  \  parles 
conditions 

la  fonclion  F(i.   est  linéaire  par  rapport  aux  coefficients  «,  ,  car  on  a 

Si  L!<*>  est  le  simplexe  qui  se  déduit  de  (L)  par  la  translation  (/,  ),  on  a 
F(L„(  j~,+  /,,  . . .,  xn-\~  l„)  —  F.  i  j-, x„). 

Si  enfin   I.    esl   le  simplexe  contigu  à  L  parla  face  l\.  on  a 

(*)  F|L|(.r-r  .;-, r  I    !        i   .  x r„)  +  -  Pt  / .  /J,,i  (  Ci,  —  x) 

où   les   notations   sont    les    mêmes    que    précédemment.   Celte    formule   (*)   est 
susceptible  de  nombreuses  applications. 

Si  xt,  #j,  ...,  x„  sont  des  entiers  quelconques  qui  ne  soient  pas  les  coor- 
données d'un  sommel  du  simplexe  L.  l'auteur  démontre  la  formule  impor- 
tant- 

F,,.^*,,  x„  ...,xn)  =  2^i  Atp,        ou        /'!><>. 


dans  laquelle  Fii.i  et  les  ;.:  dniveni  être  n-gardés  comme  des  fonctions  linéaires 
des  coefficients  indéterminés  a  de  la  forme  quadratique  ï£ai,r.  De  là 
découle  le  théorème  fondamental  : 

Supposons  que  les  régulateurs  p,  [k  =  i,  a -  correspondant  aux  diffé- 
rentes faces  incongruentes  à  n  —  i  dimensions  des  simplexes  (L)  soient 
déterminés  par  les  égalités 


p*=2]  Yàj''i  "■>'    "' 


Pour  qu'une  /orme  quadratique  m.ai,xixl  définisse  un   ensemble  (R)   rfe 
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paralléloèdres  primitif  s  appartenant  au  type  caractérisé  par  l'ensemble  (L) 
de  simplexes.  il  faut  et  il  suffit  que  les  inégalités 


--^y,?:?".^*  (*  =  !,»,...,«) 


aient  lieu. 

D'ailleurs,  chaque  forme  quadratique  satisfaisant  à  ces  inégalités  est  définie 
positive. 

79-84.  Définition  des  formes  quadratiques  à  l'aide  des  régulateurs  et  des 
caractéristiques  correspondants.  —  Soit  P  une  face  à  n — i  dimensions  des 
simplexes  de  l'ensemble  (  L)  ;  on  peut  toujours,  en  la  remplaçant  au  besoin  par 
une  face  congruente.  la  supposer  caractérisée  par  les  systèmes 

(o),-(fn).  (*.-»)>  ■■•>(',,»-.); 

l'auteur  désigne   par  w  le  plus  grand   commun   diviseur  des   n    déterminants, 
d'ordre  n  —  i,  qu'on  peut  former  au  moyen  des  n  — i  systèmes 

(/„),(/„),...,(/,„_,). 

A  7  faces  incongruentes  an  —  i  dimensions  Pt  des  simplexes  (L)  on  peut 
ainsi  faire  correspondre  -  entiers  positifs  u,;  soit  p4  le  régulateur  et  (p:i)  la 
caractéristique  de  P4.  Par  une  analyse  arithmétique  analogue  à  celles  des 
n"  63-68,  l'auteur  démontre  la  formule  fondamentale 

Dans  celle  formule,  les  çk  doivent  être  regardés  comme  des  formes  linéaires  d es a„, 
et  la  formule  est  une  identité  par  rapport  aux  xt  et  aux  a 

Section  V.  —  Propriétés  de  l'ensemble  (A)  des  formes  quadratiques  cor- 
respondant aux  différents  types  de  paralléloèdres  primitifs. 

85-86.  Définition  du  domaine  des  formes  quadratiques  correspondant  à 
un  type  de  paralléloèdres  primitifs.  —  A  chaque  type  de  paralléloèdres  pri- 
mitifs admettant  un  système  de  régulateurs 

t^Y^Pu  a:,        (*  =  ',»,  •■•,») 

correspond   un   domaine  A  de  formes  quadratiques  défini  par  les  inégalités 

Pk=yyP^ai>0. 


donne  naissance  a  un  ensemble  (  R  )  de  paralléloèdres  primitifs  appartenant  au 
type  considéré. 

Les  régulateurs  pn  p3 p,„  seront  dits  les  régulateur-  indépendants  si  tout 

autre  régulateur   p,  est   une   combinaison    linéaire   d<-   p, pnl  à  coefficients 
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positifs,  sans  qu'on  puisse  trouver  parmi  les  m  régulateurs  p„  y.:.  pm,  ....  un 
moindre  nombre  jouissant  de  la  même  propriété. 

87-00.   Propriétés   des    régulateurs   indépendants.   —   Soit   L   un    simplexe 
caractérisé  par  les  systèmes 

(lu),  (/„)-•■■,  (•„,)• 

et  supposons  que  parmi  les  régulateurs  p„.  p„  ....  p„  de  n  faces  l'un  au  moins, 
o0  par  exemple,  soit  indépendant.  Soit  L,  le  simplexe  conligu  à  L  par  la  face 
opposée  au  sommet  (l,k)  et  soit,  dans  Lt,  (l'//c)  le  sommet  opposé  à  cette  face. 
Posons  enfin 


•ik=  y  &i*/,r,    V"'',  =  '    t*  =  °**'*i 


Les  propriétés  précédemment  démontrées  des  régulateurs  montrent  que 
négatif.  En  particulier  Sq  '  est  négatif;  l'auteur  démontre  que  pan 
les  2rJ.0)  il  y  en  a  au  moins  deux  positifs;  soit 

&y»<°,    ....    &r<o,    &>o;,=o 


OpIO) 


l>0, 


Si    l'on   remplace  dans  le   simplexe  L   les  sommets   (  lit  )  (  k  =  o,  i,  a "/.  ) 

successivement  par  le  sommet  ( J'    ).  on  obtient  les  simplexes 

L,„  L„  ...,  L,, 

qui  sont  contigus  au  simplexe  L  par  des  faces  à  n  —  i  dimensions  dont  les 
régulateurs  sont  proportionnels  à  p„.  Les  régulateurs  des  autres  faces  de  I.  ne 
sont  pas  proportionnels  à  p„.  Ces  X -f- 1  simplexes,  joints  au  simplexe  L,  com- 
posent un  polyèdre  convexe  Iv  à  n  -4-  >  sommets,  possédant  u.  —  /.  faces  an  —  i 
dimensions  et  n  sommets,  et  ()v-t-a)(n  —  u.)  faces  a  n — i  dimensions 
et  n — i  sommets.  Ce  polyèdre  convexe  est  d'ailleurs  conligu  à  d'autres 
polyèdres  convexes  analogues,  définis  par  le  régulateur  indépendant  p0.  Kn 
appliquant  le  procédé  exposé  aux  différents  simplexes  incongruents  de 
l'ensemble  (L)  qui  admettent  des  faces  ayant  pour  régulateur  p„,  on  déter- 
minera les  polyèdres  convexes  incongruents  K,  K, Ku_,  qui  sont  com- 
posés de  groupes  correspondants  de  simplexes  appartenant  à  l'ensemble  (L). 

91-95.  Reconstruction  de  l'ensemble  (L)  de  simplexes  en  un  autre 
ensemble  (V  )  de  simplexes.  —  En  conservant  les  notations  précédentes, 
remplaçons  dans  le  simplexe  L  un  sommet  (  lll%  )  ( k  =  jjl  — t—  i ,  . . . ,  n)  par  le  som- 
met (t'j    )  ;  on  obtient  ainsi  n  —  \x  simplexes 

Ces  nouveaux  simplexes  composent  aussi  le  polyèdre  k:  ils  n'appartiennent 
pas  à  l'ensemble  (L).  Si  l'on  fait  cette  opération  pour  tous  les  simplexes 
de  (L),  (le  régulateur  p0  étant  denné),  on  obtient  un  ensemble  (  L'  )  de 
simplexes  qui  remplit   uniformément   'espace  à  n  dimensions,  cl  qui  peut  être 
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partagé  en  un  nombre  fini  île  classe*  de  simplexes  congruenls.  L'ensemble  (L') 
a  en  commun  avec  l'ensemble  i  L)  les  simple\es  dont  aucune  des  faces  n'admet 
le  régulateur  p0. 

Si  un  simplexe  de  (L')  n'appartient  pas  à  (L),  les  régulateurs  de  ses  faces 
sont  de  l'une  des  formes  St p0  ou  p, . -+-  5( .o0,  Z^  désignant  un  coefficient  numé- 
rique positif  ou  négatif,  p,  un  régulateur  de  l'ensemble  (L). 

96.  Algorithme  pour  la  recherche  des  domaines  île  formes  quadratiques 

...           ,          .        ,         .           ,       ,           .  n  (  » ■  -f-  i  )  .  • 

qui  sont  continues  a  un  domaine  donne  par  les  faces  a  —  i  dimen- 
sions. —  Supposons  qu'un  domaine  A  de  formes  quadratiques  correspondant 
à  un  type  de  paralléloédres  primitifs  caractérisé  par  un  ensemble  (L)  de  sim- 
plexes soit  défini  par  les  inégalités  indépendantes 

(  k  —  i ,  2 ,  . . . ,  m  ) . 

Soit  p  un  régulateur  indépendant;  reconstruisons  l'ensemble  (L)  en  un  autre 
ensemble  (L'),  à  l'aide  du  procédé  exposé  plus  haut.  Soient  p.,  o'.,,  ...,  o-  les 
régulateurs  des  faces  des  simplexes  (L').  Le  domaine  A'  défini  par  les 
inégalités 


dimensions.  Les  deux  domaines  A  et  A'  sont  contigus  par  la  face 


—  i  dimensions  déterminée  par  l'équation 


97-99.  Ensemble  (A)  des  domaines  de  formes  quadratiques  correspondant 
aux  différents  types  de  paralléloédres  primitifs.  —  L'algorithme  précédent 
permet  de  déterminer  les  domaines  A,,  A,,  ....  A,7I  contigus  au  domaine  A  par 

ses  faces  à —  i  dimensions,  puis  de  déterminer  les  domaines  contigus 

aux  domaines  précédents  et  ainsi  de  suite.  L'auteur  démontre  quel'ensemble  (  A) 
composé  de  tous  les  domaines  de  formes  quadratiques  qui  correspondent  aux 
différents  types  de  paralléloédres  primitifs,  partage  uniformément  l'ensemble 
de  toutes  les  formes  positives.  Cet  ensemble  (A)  peut  être  partagé  en  classes 
de  •! aines  composées  de  domaines  équivalents.  Le  nombre  des  classes  diffé- 
rentes est  fini.  L'algorithme  exposé  permet  par  suite  de  déterminer  tous  les 
représentants  A,  A,,  ....  A  ,  des  différentes  classes  de  domaines  appartenant 
à  l'ensemble  A  .  Ces  \>  domaines  peuvent  servir  à  la  réduction  des  formes 
quadratiques  positives  :  une  forme  sera  dite  réduite,  si  elle  appartient  à  un  de 
ces  domaines. 

100-101.  Sur  les  paralléloédres  imprimitifs  correspondant  aux  formes 
quadratiques  positives.  —  Les  formes  quadratiques  positives  qui  donnent 
naissance  au\  paralléloédres  imprimitifs  sont  celles  <|in  appartiennent  à  l'une 
des  faces  de  l'ensemble  (A).  Une  telle  forme  peut  être  regardée  comme  la 
limite  d'une  suite  infiniede  formes  intérieures  à  un  même  domaine  A.  Par  suite, 
chaque  parai léloèdre  imprimitif  peut  être  envisagé  comme  une  limite  de  paral- 
léloédres primitifs  appartenant  tous  au  même  type. 

102-104.  Domaine  principal  de  l'ensemble  (A).  —  L'auteur  applique  la 
théorie  générale  à  la  forme  quadratique 

/  =  nx\  -+-  nx\  +...+  nxj,  —  2X,  ,r,  —  2X,j,  — . . . —  2X,{_,  x„. 
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Cette  forme  donne  naissance  à  un  paralléloédre  primitif  R.  En  posant 

»,  =  — a?„  ».  =  —  -r ,  "„  =  —  -2*„,  »„  =Xi  +  x7+..  .  +  xn, 

ce   paralléloédre  R  peut  être  défini  par  les  inégalités  suivantes: 

'"  +  '«/       °> 
2  (il  —  i)  -+-  a  («jj  H-  «A  )  ïo         (  /i„  <  /i,), 

A  (H  —  >.  -+-  l)  -+-  2  («/,„"+"  "/,  ■+•••+  Uln_)  =  °  (A,<A,<.  ..<  A-A_,), 

I  II  —  1  (U/:    -+-  (//;    -h  .  .  .  -+-«,,         )£0  (A„<  A,<.  ..<  A,,..,),! 


Si  l'on   remplace  les  inégalités  écrites  par  des  égalités,  mais  en  supposant 

que  A„.  A, A„_,  aient  des  valeurs  déterminées,  on  obtient  un  sommet  du 

paralléloédre  qu'on  désignera  par  le  symbole 

(A0,  A„  ...,/(„); 

en   effectuant  toutes  les  permutations  possibles   des  indices  o,   i,  2,  ...,  n,  on 
obtient  (n  +  i)!  sommets  du  paralléloédre  R.  D'après  le  n"  fi(j,  on  a 

S,=  (n  +i  —  v)A("-,'(j/i")m=I         (v  =o,  i,  i,  ...,n). 

Le  simplexe  correspondant  au  sommet  (A„,  /i,,  ...,A„)  est  caractérisé  par 
les  fonctions  linéaires 

ufi  ,         «A  -+-  u/t  .         . . . ,         h/;  -*-  u/t  H- . . .  -f-  uhn  : 

le*  simplexes  qu'on  en  déduit  par  permutation  circulaire  des  indices  A„,  A,,  . . ., 
An  sont  congruents  au  premier. 

Deux  simplexes  qui  ne  différent  que  par  la  transposition  des  deux  premiers 
indices  A0  et  hl  sont  contigus  par  une  face  à  /?  —  i  dimensions,  dont  on  déter- 
mine facilement  la  caractéristique  et  le  régulateur.  Si  A0  =  i  et  A,=y  sont 
différents  de  zéro.  la  caractéristique  est  — x,  -t-  x^  et  le  régulateur  est 


Si  A,  =  o,  la  caractéristique  est  —  xt  et  le  régulateur 

Pjo  =  a,\  +  an  -+-  •  ■  •  +  ",„■ 
Si  A„  =  o.  la  caractéristique  est  jr;  et  le  régulateur 

p0/.  =  a;1  -+-  cr(,  -+■ . . .  -+-  a^,. 
Dans  tous  les  cas,  en  convenant  de  poser  x0  =  o,  la  caractéristique  est 
—  xi,a  -+-  x/,,. 
Le   domaine   A  correspondant   au   type  de  paralléloèdres  considéré  est  défini 
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par  les  inégalités 


2]  "<-"' 


i<j:  j =  2,  3. 


«). 


L'auteur  l'appelle  le  domaine  principal  ;  il  l'avait  déjà  étudié  dans  un  Mémoire 
précédent  (même  journal,  t.  CXXXII1).  Toutes  les  formes  du  domaine  prin- 
cipal sont  données  par  la  formule 

YéTé  aiixixi=^i  p.»*? +2]  2]  PiA*'— ^j)2- 


105-110.   Domaines    de  formes   quadratiques  contigus  au   domaine   prin- 
cipal. —  Toutes  les  faces  à  


ï  dimensions  du  domaine  principal  sont 


équivalentes;  d'ailleurs,  si  n  =  2  ou  3,  l'ensemble  (A)  est  composé  d'une  seule 
classe  de  domaines  équivalents  au  domaine  principal. 

Si  n  2  4,  tous  les  domaines  contigus  au   domaine  principal  sont  équivalents 
à  celui  qui  est  contigu  par  la  face 


En  appliquant  le  procédé  exposé  plus  haut,  le  système  (L')  correspondant  est 
formé  d'abord  des  simplexes  de  l'ensemble  (L)  représentés  par  des  sym- 
boles (/(„,/(, A„),  dans  lesquels   les   indices  i  et  2  ne   sont  pas  con-écutifs 

(h0  étant  regardé  comme  consécutif  à  tï„);  ensuite,  de  nouveaux  simplexes 
n'appartenant  pas  à  (L)  et  caractérisés  par  les  fonctions 


[»,,  Il ...  Il,  +  U..-+-  Ufr  ,    ■ 
[  «,,    Uv   «,+    «;,    .  .   .  ,    i 

[h„  h3,  ...,h„- 


K,+  U7  +  .  ..+  «),n]i 


Le   nombre    des  simplexes  incongruents  de   l'ensemble  (L')  est  encore  égal 
n\:  les  paralléloédres  primitifs  correspondants  ont  donc   aussi  (/i+i)!   som- 


L'auteur  détermine    les  caractéristiques  et    le 
icuvel  ensemble  (L);  en  posant 


ïulateurs  des  faces  de    ce 


P'/s  =  ~ 

P 

P;,  =  ?„+?■ 
(i.j  =  o,  3,  . 

Pf2 

=  P,jH-P,         Piv=Pij 

on 

obtient  : 

Régulaieure. 

Caraclcrislique*. 

Nombres. 

i° 

Pf!> 

± 

[xl  +  x2—  ast— 

«y), 

.•  (  n  -  3  )  ! 

• 

Pii' 

± 

,ml  —  x:). 

2  (  n  —  ï  )  ! 

3° 

tiv 

± 

(X,—  xt), 

2(71-2)! 

4° 

f-M  +P'lI1 

— 

{xt —  a?,.), 

(1,-1)!  -2(7Î-  2)1 

5° 

Pis  +  P'n. 

xi~  x,)' 

(  n  -  i  )  !  —  2  (  7i  -  2  )  ! 

6» 

P<7< 

± 

(xg  —  Xj), 

i  //  —  .)!  —  2  (  ,1  —  3  )  ! 

7" 

P'<7  +  P'tj> 

± 

(Xi —  Xj), 

2  (  n  -  3  )  ! 
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Les  formes  quadratiques  du  domaine  A' sont  données  par  la  formule 

^y,  ai,xixi=Zi^i  fij(*i~ a7/)1+PÎ»u        («.y  =0,1 n), 

'</ 

où  l'on  a  posé  x„  =  o  el 

u  =  («  —  2)  x\  -+-  (n  —  2)t;  +  îj5  — •••— 2-f»+  '.r,  j'  —  2  ./',.*';  — . .  ■  —  ix,x:l 

—  ÎI.Ij  — ...  —  1X..X  n. 

111.  Paralléloèdrei  à  deux  dimensions.  —  Les  paralléloèdres  primiLifs 
sont  tous  du  même  type  :  ce  sont  les  hexagones  de  Lejeune-Dirichlet.  Les 
seuls  paralléloèdres  imprimitifs  sont  les  parallélogrammes.  L'hexagone  de 
Lejeune-Dirichlet  n'est  pas  autre  chose  qu'une  projection  orthogonale  d'un 
parallélépipède. 

112-113.  Paralléloèdres  à  trois  dimensions.  —  L'ensemble  1  A  des  domaines 
déformes  quadratiques  ternaires  est  composé  d'une  seule  classe  de  domaines 
équivalents  au  domaine  principal  A  déterminé  par  les  inégalités 

a  --  //—  //"  -  0,        a  -+-  b"  —  b  ;:  0,        a"  +  b  -+-  b     0, 
—  b  -  0,        —  b  1  0,        —  b 

Chaque  forme  de  ce  domaine  est  de  la  forme 

'/.x  —  \'y2-t-  Vz2  +  u  (  r  —  z  )-  —  u/(  z  —  x  i:—  u."  1  x  —y)-, 

où  les  coefficients  (régulateurs)  sont  positifs  ou  nuls. 

Il  y  a  an  seul  type  de  paralléloèdres  primitifs;  chacun  de  ces  paralléloèdres 
I le  •',  sommets  el  n  faces,  dont  s  sont  des  hexagones  de  Lejeune- 
Dirichlet  et  6  des  parallélogrammes. 

Les  paralléloèdres  imprimitifs  se  partagent  en  quatre  espèces  différentes. 
Ceux  de  la  première  espèce  sonl  des  parallélépipèdes.  Ceux  de  la  deuxième 
espèce  sont  des  prismes  à  base  hexagonale.  Ceux  de  la  troisième  espèce  sont  des 
dodécaèdres  parai lélogram mal iqnes.  Ceux  de  la  quatrième  espèci  sonl  des  dodé- 
caèdres à  -5  faces  hexagonales  et  8  faces  parallélogrammatiques. 

114-I1S.  Paralléloèdres  à  quatre  dimensions.  —  Les  paralléloèdres  primitifs 
du  premier  lype,  correspondant  au  domaine  principal,  onl  120  sommets 
et  3o  faces.  Ceux  du  second  type  ont  le  même  nombre  de  sommets  el  di 
faces-,  les  formes  quadratiques  du  domain.-  corrcspondanl   A   sonl  doni 

la  formule 

/  =  A,  x:  -r-  '/■■./■  ''■  ■'  ''■,'.--'.' t'-' 

'     a        ■>■  .         ,      ,         1  ■j,(x,~  xt)-—  \i.  •  ./•_.  —  ./•,  i;—  \i  ■<■'■,—  .r,    J 


w  =  ix]  —  ix\  —    >x\  -+-  2 x\  -r-    >  x xx .  —  %xxX3  —    \X    •       -       '    X   —  3I,T,. 

Le  domaine  A    de  formes  quadratiques  qui  esl  contigu  à  A   pai   la  face 
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esl  ensiiile  déterminé  :  chaque  forme  de  ce  domaine  est  donnée  par  la 
formule 

f =  X,  x\  +  X.,X]  -T-  \x\  -+-  ~^i^l  +  ?,»+  H-îC-1! Xz)2 

-t-  ix,  (  j-, —  ./•,  r  —  ;x,  i  a;,—  -r,  ,i--i-  ;x  i  .r,  —  a74)5+  u.6(x,-i-  a:s  —  x}  —  x4)-, 

où  la  forme  m  est  la  même  que  tout  à  l'heure.  Les  paralléloèdres  correspondants 
ont  le  même  nombre  de  sommets  et  de  faces  que  les  premiers.  L'auteur  indique 
les  caractéristiques  et  les  régulateurs  de  leurs  arêtes. 

L'ensemble  (A)  '1rs  formes  quadratiques  quaternaires  positives  est  composé 
île  trois  classes  différentes  qui  peuvent  être  représentées  par  les  domaines  A. 
à',  A".  En  appelant  réduites  les  formes  quadratiques  qui  appartiennent  à  l'un 
de  ces  domaines,  on  a  une  nouvelle  méthode  de  réductions  qui  coïncide,  dans 
le  cas  des  deux  premiers  domaines,  avec  celle  de  M.  Charve. 

Les  caractéristiques  des  faces  des  simplexes  qui  définissent  les  deux  derniers 
types  de  paralléloèdres  primitifs  sont  les  mêmes  et  sont  représentées  par  les 
formes  linéaires 

±ar,,     ±x2,    ±  jj,     —  xt,    =(î,- j-J,     =(.r,  —  j?.).     ±(xi—x3), 
±(x.1—xi),     —(Xt Xf),     ±(Xl-*-X2 — x3),     ±  (xt  + X.,—  xà), 

±  (  X,-t-  X2 —  Xs  —  JT4). 

Ce  sont  précisément  les  représentations  du  minimum  de  la  forme  parfaite 

!5 ,  =  X\  -t-  X \  -+-  x\  -'■-  x\  -+-  XtXs+  X^f-h  X.Xj-i-  X2Xt  +  X^X^. 

Une  coïncidence  analogue  se  manifeste  pour  Ions  b-~  paralléloèdres  primitifs 
à  2,  3  et  4  dimensions.  Il  sérail  intéressant  de  reconnaître  s'il  y  a  là  plus  qu'un 
effet  du  hasard. 

Il  en  sel  (  A.  i. —  Sur  lr^  corps  résoh  .mis  il' une  équation  algébrique 
(183-209). 

1.  Les  nombres  rationnels  et  algébriques  p-adiques.  —  L'auteur  rappelle 
la    définition    des   nombres   rationnels  /?-adiques  donnée  dans  sa    Théorie  der 

algebraischen  Zahlen   (Leipzig,   1908).  Si  /<   est   u mbre   naturel   premier, 

l'ensemble  des  nombres  rationnels  /?-adiques  constitue  un  cor/ts  dans  lequel 
toutes  les  règles  des  "iMi.iin.n~  élémentaires  de  l'Algèbre  sont  vraie-:  ce  corps 
esl  désigné  par  le  symbole  K{p). 

Etant  donnée  une  équation  algébrique  entière  f(x)  =  0,  à  coefficients 
jp-adiques  rationnels,  irréductible  dans  le  domaine  K(p),  on  peut  toujours,  el 
d'une  infinité  de  manières,  trouver  un  nombre  algébrique  ordinaire  tt,  tel  que 
l'équation  donnée  admette  au  moins  une  racine  fonction  rationnelle  de  a  à 
coefficients  p-adiques  rationnels,  cesl-à  dire  une  racine  appartenant  au 
cups  K(/>,  -j  1.  Chaque  nbre  ,';  d'un  tel  corps  K(p,  »)  est  racine  d'une  équa- 
tion algébrique  entière, irréductible  à  coi  fficienls  p  adiques  rationnels  :  -1  cette 
équation  est  du  même  degré  que  celle  1  laquelle  satisfait  a,  (3  esl  un  nombre 
primitif  du  corps  algébrique  K.(p,a). 

L'auteur  se  propose  de  montrer  que  si  l'on  considère  tous  les  corps  algé- 
briques K  /'.  y.  I,  tels  que  l'équation  f{x)  —  o  admette  une  racine  appartenant 
à  ce  corps,  tous  ces  corps  sont  en  un  certain  sens  équivalents. 
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?.  Les  corps  algébriques  équivalents.  —  Deux  corps  algébriques  />-adiques 
■Mint  dits  équivalents  ou  isomorphes  si  l'on  peut  trouver  dans  ces  deux  corps 
deux  nombres  primitifs  1  tu  satisfaisant  à  la  même  équation  à  coefficients 
/>-adiques  rationnels,  irréductible  dans  le  domaine  K(p).  Si  deux  corps  sont 
équivalents,  on  fera  correspondre  à  chaque  nombre  |3  =  tp(a)  du  premier  corps 
le  nombre  ^  =  »(a)  du  second  corps  :  ces  deux  nombres  seront  dits  équiva- 
lents. Si  p,  Y>  8,  s,  ...,  sont  des  nombres  quelconques  du  premier  corps; 
;.  ■;.  S,  t.  ...  les  nombres  équivalents  du  second  corps,  toute  équation  ration- 
nelle en  p,  y,  5,  z,  ...,  à  coefficients  /(-adiques  rationnels,  est  aussi  vérifiée 
par  P,  Y.  S,  s 

Ce  théorème  fondamental  entraine  de  nombreuses  conséquences.  En  particu- 
lier un  nombre  t.  du  premier  corps  n'est  un  nombre  premier  que  s'il  en  est  de 
même  du  nombre  premier  équivalent  n  pour  le  second  corps.  Si  n{r.)  =  p f, 
on  a  de  même  n\Tz)  =  pJ,  en  désignant  par  le  symbole  n(a)  la  norme  de  a; 
tout  nombre  du  corps  K(/>.  a)  est  une  combinaison  linéaire  à  coefficients 
jp-adiques  rationnels  des  ef=  }.  nombres 


où  T|  est  une  racine  primil  ive  de  l'équation  xP-1  —  1  =  0  et  où  7t  satisfait  à  une 
équation,  irréductible  dans  le  domaine  Kl/),  r,  .  de  la  forme 

V(1C,  ï|)  =  -'-+-  /'C,._,  (T,  )  n'-1-f-...-t-/7C1(Tl)lt  -t-/>C„(T,)   =  O. 

Dans    le    corps  K(y?,  a),  le  nombre  t,  équivalent  à   r,  satisfait  a  la  même  équa- 
tion xV*  —  r  =  0  et  le  nombre  —  équivalent  à  t.  à  l'équation 

V(ï,^)  =  o. 

Si  maintenant  f(x)  —  0  est  une  équation  de  degré  A  à  coefficients  /7-adiques 
rationnels,  irréductible  dans  le  corps  i\lp)  et  si  elle  admet  une  racine  p 
appartenant  au  corps  K(/ï.  a),  ce  dernier  corps  est  dit  corps  résolvant  de 
l'équation  donnée.  Tous  les  corps  résolvants  d'une  même  équation  sont  équiva- 
lents, et  tout  corps  équivalent  à  un  corps  résolvant  est  encore  un  corps 
résolvant.  Pour  que  deux  corps  algébriques  soient  corps  résolvants  d'une 
même  équation,  il  faut  et  II  suffit  qu'ils  contiennent  deux  nombres  premiers 
équivalents. 

On  appelle  classe  l'ensemble  de  tous  les  corps  algébriques  équivalents  à  un 
même  corps.  Le  nombre  des  classes  de  corps  équivalents  de  degré  donné  À  est 
Uni.  Si  a  n'est  pas  divisible  par  p.  ce  nombre  est  égal  à  la  somme  des  plus 
grands  communs  diviseurs  de  e  et  de  p'  —  1,  étendue  à  tous  les  diviseurs  e 
de  \  =  ef. 

3.  Les  corps  décomposants  appartenant  à  une  équation.  —  Un  corps  algé- 
brique K(p.  a)  est  dit  décomposant  pour  une  équation  /(.r)  =  o,  siy(:r) 
peut  être  décomposée  dans  ce  corps,  en  un  produit  de  facteurs  linéaire-.  Une 
équation  donnée  admet  toujours  des  corps  décomposants  :  il  suffit  de  prendre 
un  corps  résolvant  K(/?,a),  de  former  l'équation  irréductible  à  coefficients 
rationnels  ll(.r)  =  o,  à  laquelle  satisfait  un  nombre  primitif  du  corps  de 
Galois   qui   contient    a;   enfin,  de   déterminer    un    facteur  h(x)  à   coefficients 
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/j-adiques  rationnels,  irréductible  dans  le  corps  K  (p)  ;  le  corps  K  {p,  y),  où.  y  est 
une  racine  de  h  f  x  )  =  o,  est  un  corps  décomposant.  Deux  corps  décomposants 
de  plus  bas  degré  sont  toujours  équivalents. 

L'auteur  considère  enfin  une  équation  F(x)  à  coefficients  rationnels,  irré- 
ductible dans  le  corps  K(i)  des  nombres  rationnels  ordinaires.  Cette  équation 
admet  au^si  un  corps  algébrique  décomposant  K(p,5),  qu'on  peut  former 
facilement  au  moyen  des  facteurs,  irréductibles  dans  le  corps  K(jo),  du  poly- 
nôme F(x).  Si,  par  exemple,  ces  facteurs  sont  au  nombre  de  trois 

F(x)  =f(x)g(x)  h'x), 

les  n  racines  de  F(jr)  dans  le  corps  !<(/),  8)  se  partagent  en  trois  cycles  d'élé- 
ments conjugués.  Ces  racines  sont  donc  données  par  des  développements 
/?-adiques.  Deux  corps  décomposants  de  plus  bas  degré  sont,  ici  encore, 
équivalents,  et  donnent  des  développements  équivalents  pour  les  racines 
de  V{x). 

Ce  qui  précède  permet  l'étude  arithmétique  complète  de  tous  les  nombres 
d'un  corps  algébrique  du  niim'  ordre  K(i)  :  à  chaque  nombre  premier 
naturel  p  correspond,  à  l'équivalence  près,  un  corps  décomposant  K  (p.  S)  bien 
déterminé, à  l'intérieur  duquel  chaque  nombre  ;  de  K(a)  possède  n  développe- 
ments bien  déterminés,  qui  se  séparent  eu  autant  de  cycles  de  développements 
conjugués  qu'il  y  a,  dans  K(/>),  de  facteurs  irréductibles  de  l'équation  fonda- 
mentale de  K(a).  A  chacun  de  ces  cycles,  on  fait  correspondre  un  diviseur 
premier  p  de  p  et  l'on  dit  que  [3  est  divisible  par  pr  si  le  cycle  de  racines  corres- 
pondant de  £  possède  l'ordre  /-.  On  réalise  ainsi  la  décomposition  de  tous  les 
nombres  d'un  corps  en  leurs  facteurs  premiers. 

Hellinger  (E.). —  Nouvelle  méthode  pour  fonder  la  théorie  des 
formes  quadratiques  à  une  infinité  de  variables  (210-271). 

Le  but  de  ce  Mémoire  est  de  démontrer  d'une  manière  directe  les  résultats 
fondamentaux  obtenus  par  M.  Hilbert  dans  la  théorie  des  formes  quadratiques 
bornées  (beschrankte  Forme»  )  ;  l'auteur  ne  s'appuie  pas  sur  les  passages  à  la 
limite  dont  se  sert  M.  Hilbert  et  évite  ainsi  des  considérations  difficiles  de 
convergence.  Dans  le  premier  Chapitre,  il  s'occupe  du  spectre  discontinu  d'une 
forme  quadratique  et  se  sert  d'un  procédé  analogue  à  celui  dont  s'est  servi 
M.  Schmidt  dans  ses  recherches  sur  les  équations  intégrales  à  noyau  continu. 
Le  second  Chapitre  est  consacré  au  spectre  continu.  Enfin,  le  troisième  Chapitre 
démontre  l'existence  de  l'un  ou  l'autre  de  ces  spectres,  en  faisant  appel  aux 
théorèmes  les  plus  élémentaires  de  la  théorie  des  fonctions  analytiques. 

Chapitre  I.  —  Recherche  du  spectre  discontinu. 

1.  Propriétés  fondamentales  des  formes  linéaires  et  quadratiques  d'une 
infinité  de  variables.  —  Une  forme  linéaire  d'une  infinité  dénombrable  de 
variables  Si  x  ,  une  forme  bi linéaire  de  deux  séries  de  telles  variables  Sa  x  y  , 
sont  dites  bornées  si  toutes  les  sommes 

p  =  n  p  =  n  q  =  n 

p=l  p=l q=\ 
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restent,  quel   que  soit  n,  inférieures  en  valeur  absolue  à  un  nombre  fixe   pour 
tous  les  systèmes  de  valeurs  des  x  cl  des  y,  telles  que  l'on  ait 

x\  -+-  x\  +  .. .+  xj,  _  i,         y\  +y\+.'.  +  y'1aS.  i. 

Pour  qu'une  forme  linéaire  L(&)  soit  bornée,  il  faut  et  il  suffit  que  la 
série  -|//,|  soit  convergente;  elle  est  alors  une  fonction  proprement  continue 
(  vollstelig  I  des  variables.  Une  forme  bilinéaire  bornée  peut,  au  contraire,  n'être 
pas  proprement  continue,  c'est-à-dire  qu'il  ne  suffit  pas  que  les  accroissements 
des  variables  tendent  vers  zéro  pour  que  l'accroissement  de  la  fonction  tende 
vers  zéro. 

L'auteur  rappelle  les  différentes  compositions  des  formes  linéaires  ou  bili- 
néaires  entre  elles;  en  particulier,  si  L  et  i\I  sont  deux  formes  linéaires, 
A.  li  deux  formes  bilinéaires,  on  pose 

L,  M  )     =V  /,,»(,,:         AL  (.r)  =   V  arrri,l]: 


l/>.  7 


LA  (y)=yt  «,,/,,.V        AB  =  2]   (   V" 


,.,A,, 


'/'•  7 


Un  systè le  formes   lin.'-. mes  réelles  L  (x)  =  7   /    xn  est  dit  orthogonal, 

(71 
si  (  L  ,  I.    )  est   égal  à  zéro,  pour  p  ij,  à  1   pour  /;  =  q.  Pour  chaque  s\  siéinr 
de  valeurs  des  x  dont  la  somme  des  carrés  est  convergente,  on  a 


d'où  l'on  peut  déduire  qu'un  système  de  formes  orthogonales  comprend  au  plus 
une  infinité  dénombrable  de  formes;  le  système  est  dit  comp/ti  si  l'inégalité 
précédemment  écrite  se  change  en  égalité. 

Toul  système  complel  de  formes  orthogonales  définit  une  transformation 
orthogonale  de  l'espace  à  une  infinité  de  dimensions.  Les  procédés  de  com- 
position indiqués  plus  haut  sonl  covariants  vis-à-vis  d'une  telle  transfor- 
mation. 

2.  Formes  propres  de  la  forme  quadratique.  —  Soit  l\  1  ./•  une  forme  qua- 
dratique réelle,  bornée,  d'une  infinité  de  variables.  Si  l'on  considère  le  faisi  eau 
de   formes    \.(x)  =  K(x)  — "k  I      1      où  I      r     désigne    la   forme   unit.;,  toutes 

les   valeurs  de  X,   1 ■  lesquelles   la    forme  A  présente  un  caractère   invariant 

vis-à-vis  de  toutes  les  transformations  orthogonales,  seront  des  invariants  ortho- 
gonaux de  IC.  U  ''n  est  .un si  des  valeurs  de  a  pour  lesquelles  il  existe  une  forme 
linéaire  bornée   Mf.r),  non  identiquement  nulle,  telle  que 

\M  1  x)  =  o. 
Une   telle  forme  est  donnée   par   un   système  d'une  infinité   d'équations   lu > 

2>,,, ■*•,,  =  "      °«      21*k*,-^=0      p    ■■■•••■>; 
(71  7 
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on  L'appelle  forme  propre  do  la  forme  K.  Toute  forme  propre  correspond  à  des 
valeurs  réelles  de  X  et  peut  être  supposée  réelle;  on  peut  même  supposer  que 
l'on  a  (M,  M)  =i  :  dans  ce  cas,  la  forme  propre  est  dite  normale. 

Si  à  une  valeur  de  a  différente  de  zci"  correspond  au  moins  une  forme 
propre  L,  normale,  on  démontre  facilement  l'existence  d'un  nombre  fini  ou 
infini  de  formes  propres  normales  L,,  L,,  ....  correspondant  à  la  même  valeur 
(le  a,  orthogonales  entre  elles  et  telles  que  la  forme 

\<Jx)  =  K(x)  —  X  |  [L,  (a:  )]s+[L2(a;  )]*  +  .. .  j 

n'admette  plus  de  forme  propre  correspondant  à  la  valeur  X.  Toute  forme 
propre  M(x)  correspondant  à  la  valeur  X  est  alors  représenlalde  sous  la 
forme 

(M,  L,)  L,(.r)  +  (M,  L,)  U(x )+.... 

0:1  ditque  Li'.v),LJjc),  ...  définissent  un  système  complet  de  formes  propres 
orthogonales.  Tout  autre  système  complet  s'en  déduit  par  une  transformation 
orthogonale.  Ces  propriétés  s'étendent  d'ailleurs  au  cas  de  X  =  o. 

Si,  maintenant,  on  considère  toutes  les  valeurs  de  X  pour  lesquelles  il  existe 
des  formes  propres,  elles  sont  dénombrables,  et  les  dilférenles  formes  propres 
qui  définissent    les  systèmes  complets  correspondants  sont  orthogonales  entre 
elles.  Finalement,  il  existe  un  système  de  formes  orthogonales  L,  (x  ),  L     • 
tel  que  l'on  ait 

K  (x)  =  X,[L,(a:)]J+  '/.-.[  !..(.*-  )]-'-•-..  .+  K„( x), 
où  l'on  a 

KL., ( x )  =  À.,  L, (  .r  ),        K„  Lv (x)  =  o, 

et  où  K„(x)  est  une  forme  quadratique  bornée  ne  possédant  aucune  forme 
propre  correspondant  à  une  valeur  non  nulle  de  "A. 

Chapitre  II.  —  Recherche  du  spectre  continu. 

3.  Formes  sans  spectre  discontinu.  —  L'exemple  simple,  dû  à  M.  Hilbert.  de 
la  forme 

K  {x)  =  x1jr,+  x,jr1  +  ... 

prouve  qu'il  existe  des  formes  quadratiques  sans  spectre  discontinu,  c'est-à-dire 
sans  formes  propres.  Mais,  dans  cet  exemple,  les  équations  linéaires  en  nombre 
infini   qui   déterminent   les   formes  propres  admettent  des  solutions,   fondions 


A 


de  A,  telles  que   la   somme  des  carrés  des  intégrales     /     x  (X)dX  soit  conver- 

gente,  sans  que  la  somme  des  carrés  xj,  le  soit.  Malheureusement,  on  ne  peut 
pas  effectuer  sur  de  telles  quantités  une  transformation  orthogonale,  les  variables 
transformées  étant  données  par  des  séries  divergentes.  Aussi  est-on  conduit  à 
remplacer  les  équations  considérées  par  les  suivantes 

V  /.-      f    a   { X )  d'k  =    f    X<p   (  X  )  rfX, 
où  l'on  n'a  à  se  préoccuper  que  de  la  congruence  de   >    [p„(X)p,  eu   désignant 
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par  p  ,('/.)  l'intégrale    /     »("/.)  d\.  Les  (onctions  p   (À)  seules  seront  assujetties 

à  la  condition  d'être  continues,  et  de  plus  à  variation  bornée. 

-1.  Lemm.es  relatifs  à  certaines  intégrales.  —  Une  fonction  /(À)  à  variation 
bornée  est  caractérisée  par  la  propriété  que.  quel  que  soit  le  partage  de  l'inter- 
valle (a.  b)  en  n  intervalles  partiels,  la  somme 

£l/(>-,)-/(\-,)l 
i'  =  1 

reste  inférieure  à  une  limite  fixe.  L'auteur  rappelle  la  définition  île  l'expres- 
sion  I  |rf/(A}|.  qui  esl  la  variation  totale  de  la  fonction  dans  l'inter- 
valle a,  b).  Si  iu'/.i  est  une  fonction  finie  et  continue,  on  peut  définir 
l'expressi  m 

/      „</.!,//(/.): 

cette  expression  peut  s'intégrer  par  partie  si  u(\)  est  aussi  à  variation 
bornée. 

L'auteur  considère  d'autres  expressions  formées  d'une  manière  analogue. 
Si  g[  /.  i.  h  <  À),  /(,().)  sont  des  fonctions  monotones  finies  et  continues;  si  de 
plus  /■("/.)  et/,(X)  sont  deux  autres  fonctions  telles  que  dans  tout  intervalle 
on  ait 

(  A/)-'     4g  Ih.         i  A/,)-  =  AgA/l,, 


on  peut  définir  les  expressions 


[df  x  i  rb  df  (1)^0) 


rwwr       / 

.'„      dgCK)   '        Ja 


dga) 


La    première    d'entre   elles  a   même   un  sens,   sous   la   seule   condition  que   la 
som  me 

—      -V-(A)     ' 

relative   à  toute  décomposition  de  l'intervalle  (a.b)  en  intervalles  partiels,  ait 
une  limite  supérieure  finie,  et  aussi  que  /(),)  et  gC'.j  soiienl  continues. 

Soient      maintenant      c,  (  a  i.      v  i  à  i des     fonctions     continues     telles 

que   /    [?   0>)1;  verge   el    représente   une  fonction   finie  et   continue  de  X  : 

alors  la  forme  linéaire  bornée 


converge   uniformément  en  /.    pour  chaque  système  de  valeurs  de  -r.  dont   la 
somme    des    carrés   esl    convergente;    elle     représente    de    plus    une    ! tion 
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continue  de  X.  Si  de  plus,  p(,  (a)  étant  une  fonction  monotone  déterminée,  l'inté- 

rl't dP  (  À-  x  il-  ,  y 

grale    / ; ^ — —  existe  et  est  inférieure  à  i  lorsque  -x),     i  ;  si  enfin  f  (\) 

J a  <A°o(  A)  if-  J  \     i 

est  une  fonction  quelconque  pour  laquelle     /     — -, existe,  l'intégrale 


rh    ,^  [rfp (X; x)f      v  rb         dP(\)d; 


rfp,,(X)rfp,,(X) 

»(A) 


P.  9 

représente  une  forme  quadratique  bornée. 

5.  Propriétés  des  solutions  différentielles.  —  L'auteur  considère  le  système 
d'équations 


£*„Ap,(X)-^'xdp 


(X)    =0  (/>  =  !,  2,3,    ...) 


où  les  inconnues  sont  les  fonctions  continues,  en  nombre  infini.  p1(X), 
p,(>, ).    -.•,  assujetties    à    la   condition   que  la  série   \    [o  ,(),)]'■'  converge   vers 

(P) 
une  fonction  finie  et  continue  ptl  (X).  Les  équations  écrites  doivent  être  vérifiées 
pour  chaque  intervalle  ("/.,.  X 
En  posant 

P(\;x)  =2]p,(5Oa> 

I/O 

les  équations  peuvent  s'écrire  symboliquement 

Iv  c/P  (  "a  ;  x )  —  X  dP  (X,  a: )  =  o, 

et  l'on  peut  dire  que  la  forme  différentielle  dP(X;.r)  est  une  forme  différen- 
tielle propre  correspondant  à  la  valeur  X.  L'ensemble  des  valeurs  de  X,  pour 
lesquelles  il  existe  des  formes  différentielles  propres  non  identiquement  nulles, 
est  invariant  vis-à-vis  des  transformations  orthogonales.  Cet  ensemble  porte, 
d'après  llilbert,  le  nom  de  spectre  continu  de  la  forme  K(x). 

Les    lemmes   du   paragraphe   précèdent   permettent  de  démontrer  la  formule 
fondamentale 


V  A,p,A2pp=  (A,P,AJP)  =  A(i,2)p0) 


où  A, p  ,  AjP  désignent  les  accroissements  de  p  (X)  dans  deux  intervalles 
partiels  quelconques  A,  et  A.,,  et  où  A(l,p0  désigne  l'accroissement  de  p0(X) 
dans  l'intervalle  A  ,  .  commun  à  A,  et  A„.  Cette  propriété  peut  s'exprimer 
symboliquement  par  les  formules 

I  o,  si         X  7^  u., 

tdP(X),  rfP(io]=    :  ...         . 

(  ap„(  A),         si        X  =  u.; 

et  l'on  peut  dire  que  les  firmes  différentielles  </I'(A;.r),  correspondant  aux 
différentes  valeurs  de  X,  forment  un  système  orthogini.il. 

Le  spectre  continu  est  nécessairement  tout  entier  à  dislance  finie  et  compris 
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entre  le  maximum  et  le  minimum  de  K(.r)  :  cela  résulte  facilement  de  la 
propriété  précédente. 

ii    Systèmes  de  formes  différentielles  linéaires   orthogonales.  —   La  for- 
mule 

y  (a,p,,f=  a1?ii 

p 

montre  que  la  fonction  p„  (fonction  de  base)  est  nécessairement  monotone;  de 
plus,  le  spectre  continu  est  identique  à  l'ensemble  parfait  de  points,  obtenu  en 
enlevant  de  l'axe  des  À  les  points  intérieur-  aux  intervalles  (au  plus  dénom- 
brables)  dans  lesquels  o„(a)  reste  constant;  il  a  donc  la  puissance  du  con- 
tinu. 

L'intégrale    /     - — ; — j-i existe  et  est  une  forme  quadratique  bornée  des  x  . 

Si  de  plus /()i)  et /,(  A)  sont  deux  fonctions  quelconques  telles  que  les  inté- 
grales   /     — ■ — !     /      — r-1—  existent,  on  a  la  formule  d'orthogonalité 

.',  dyj'f.)  **Ja  d?j''')  .'  </-„>■' 

/" 

ainsi  que  la  représentation  en  série  des  pp()»)  ; 

*bdf(\)dpt\) 


f{\) 


=5>A>/ 


dp.O) 


Inversement,  étant  donnée  une  fonction  continue  monotone  quelconque  p0 ()*), 
on  peut  toujours  former  facilement  un  système  de  formes  différentielles  ortho- 
gonales correspondant. 

Une  forme  quadratique  K(.r)  peut  admettre  plusieurs  systèmes  de  formes 
différentielles  orthogonales;  s'il  j  en  a  une  infinité,  c'est  une  infinité  dénom- 
brable  et  ils  sont  tous  orthogonaux  entre  eux. 

7.  La  représentation  intégrale  de  la  forme  quadratique  au  moyen  du 
spectre  continu.  —  On  peut  toujours  déterminer  une  suite  de  systèmes  de 
formes  différentielles  orthogonales  telle  que  l'on  ait 

Ha)-NW+j(     '>      doJ>(\)  J„  do*-(\)       +  '"' 

K0(j;)  n'ayant  plus  dans  l'intervalle  (a,  b)  aucune  forme  différentielle 
propre,  le-  I'  a  .  qui  >"ht  en  nombre  au  plus  dénombrable,  satisfaisant  aux 
relations 

K  AI'  '(>-:  x)  -  f  >,dP<«(\:x), 

■     i 

K„A1'  "   i;.  :  x)  =  o, 

l  o     pour     3        :. 

i  A .  I-  '",  A,P<?>)  = 

(   A  ,  .    p'a  |  a)     pour     i  =  p. 


^  0    r 
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Toute  nuire   forme   différentielle   propre  <r/ll  (  a  :  x)  peut  alors  se  mettre  sous 
la  forme 

d\>"  (i;i)(/jW(l) 


rfn().;.r)=£ 


dp'"(X) 


où   les  fonctions  arbitraires  -"'  (a)   sont  assujetties  à  la  seule  condition  que  la 

v    r1,  i  d-">r- 

somme    >      /     — ; — — -  converse. 

— .  J         dp0<"-> 

f  ai 
La   forme  K„(x)  peut,  à  son   tour,  avoir  un  spectre  discontinu,  qui  est  alors 
identique  à  celui  de  K(.r)  : 

K0(a;)=£  \[Lf(x)Y+R(x), 

Pi 

R(x)  n'ayant  plus,  sauf  pour  ),  =  o,  ni  spectre  continu  ni  spectre  discontinu. 
Comme  une  telle  forme  est  nécessairement  nulle,  ce  qui  sera  montré  dans  le 
Chaplin-  suivant,  il  en  résulte  qu'on  est  arrivé  à  une  représentation  canonique 
de  la  forme  K(x)  au  moyen  de  ses  spectres. 

Chapitre  III.  —  L'existence  du  spectre. 

8.  La  forme  inverse  de  K  —  v  li  considérée  comme  fonction  analytique 
de  v.  —  Pour  démontrer  que  toute  forme  quadratique  bornée  n'admettant  aucun 
spectre,  sauf  A  =  o,  est  identiquement  nulle,  on  peut  se  ramener  facilement  au 
cas  où  aucun  spectre  n'existe  même  pour  a  =  o. 

Cela  étant  admis,  l'auteur  part  de  la  forme  K(v;  x)  inverse  de  la  forme 
K — vE,  c'est-à-dire  satisfaisant  à  la  relation 

(K  —  vE)K(v;ï)  =KK(v;jb)  —  vK(ï;i)  =  E(x). 

On  suppose  que  v  est  un  nombre  complexe  a  -t-  Eu..  L'auteur  démontre  l'exis- 
tence de  celte  forme  K,  pour  v  imaginaire,  par  un  procédé  du  à  M.  Hilbert.  La 
tonne  réelle 

S  =  (  K  —  v  K  )  (  K  —  7i:  )  =  (  K  —  À  E  r  +  p.3  E 

jouit  de  la  propriété  qu'elle  est  supérieure  ou  égale  à  \x-  quand  —Xp  =  i;  elle 
a  donc,  pour  tout  point  v  en  dehors  de  l'axe  réel,  un  minimum  différent 
de  zéro.  Si  a  est  un  nombre  positif  inférieur  à  l'inverse  du  minimum  de  S, 
la  série 

7[E(x)-^S,(x)-S,(.r,i        S;  (,r) -+-...], 

où  S,=  E  —  stS,  est  uniformément  convergente  dans  le  domaine  2.x],  Si  et  repré- 
sente l'inverse  S_';'x)  de  S(.r).  Considérée  comme  une  fonction  de  v,  la  série 
converge  uniformément  dans  un  domaine  limité  par  une  parallèle  à  l'axe  réel 
des  À  et  deux  arcs  de  cercle 

(M±a)=-hh-';=   '-■ 
Si  l'on  pose 

K.(v;x)  =  (K  —  vE)S-l=(K  —  aE)  S-'+iaS-', 

la  forme  K  est  l'inverse  de  K — vE;  elle  est  constamment  inférieure  en 
module  à  —  (toujours  dans  le  domaine  ïjy,     i   ■ 

Uull.  des  Sciences  matheni.,  2"  série,  t.  \\\V.  (Octobre  1911.)  H. 10 


(46  SECONDE   PARTIE. 

La  forme  Kiv;  .ri.  considérée  comme  fonction  de  la  variable  complexe  '/, 
est  une  fonction  analytique  uniforme  définie  et  continue  pour  toutes  les  valeurs 
imaginaires  de  v,  régulière  à  l'infini  et  n'admettant  pus  de  points  singulier--  en 
dehors  de  l'axe  réel;  en  particulier  on  a,  au  voisinage  de  l'infini, 


K(v;*)  = 


E  (x)        K  (x)        K-(x) 


9.  Étude  de  la  forme  inverse  sur  l'axe  réel;  le  spectre.  —  La  propriété  de 
la  forme  Kn;.r  d'être  l'inverse  de  la  forme  K  — vE  entraine,  comme  consé- 
quence, la  formule 

K    /       ~B.(\-\-i^\x)d\—  I       <  a  ■-  i'p  i  K  i,  X-+-  tu.;  x  |  </>.       (X,—  "/,„)  E  (x): 

si  l'on  prend  seulement  les  coefficients  de  i,  btient 

X  I      S    :  <//.  =  o. 


;  /   '(iS-'dX-  f  '  Xp. s -'(/>.  —  u  /    '(K  — ; 


C'est   par  le   passage  à    l.i    limite,   obtenu   en   faisant  tendre  p.  vers  zéro,  que 
l'auteur  arrive   à  la  démonstration  île  l'existence  du   spectre.  Le  dernier  ternie 

est   inférieur  en    valeur   absolue  à  — u.  los et    tend   donc    vers   zéro,  «tuant    à 

1  '  a  ;x- 

l'intégrale     /      ■>  S   '  d\  elle    tend   vers  la    limite  -V.ixi,  lorsque  l'intervalle 
d'intégration  est  suffisamment  grand;  comme,  d'autre  part,  la  fonction  sous  le 
signe    /  est  essentiellement  positive,  l'intégrale  a  une  limite  supérieure  linie 
z[\)--CKa), 

a(\\x)  désignant  une   fonction    monotone  de  /.:  l'intégrale     j       :^     dX  tend 

vers  cette  limite  supérieure,  quand    u  tend  vers   zéro  par  une  suite  convenable 
de  valeurs.  Dans  ces  c litions,  on  obtient  la  formule 


:;    r 


K  |"(  A,:  X)  —  r  (>,,:  .z->|  -  [>.-(  A:  a?)]£    -    /        z  (\;  x  )  U\  =  o. 

Si,    pour   >.  =  >.„.   la   fond s  X:.rl   fait  un   saut   brusque  ±a(x)  %  lîïip, 

on  a 

K  Ai  (x  I  —  X„Aî  ix)  =  o, 

ce    qui     prouve    que    Ail  v)    est     une    fonction    propre    correspondant    à    la 
valeur    a,,. 

i  fonction  r(X;  c subit  :un  saut,  il  existe  au  n-  un  inter- 
valle (a,,.).,),  dans  lequel  la  fonction  continue  71'/.:  ri  croit  d'une  manière 
conl  inue,  el  la  formule 

K  0(À,;  x)  —  s(\.,x)]  -    f        -,/ti'a;x)  =  o 
prouve  l'existence  d'une  tonne  différentielle  propre,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 
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Hurwitz  i .-/.  i.  —  Sur  la  congruence  axe  —  bye-\-  cze=  ><  (modp) 

(272-292). 

L'auteur  démontre  le  théorème  suivant, généralisation  d'un  théorème  .le m" nue 
par  M    Dickson  (  même  journal,  t.  CXXXV 

5(  a,  b,  c  sont  des  entiers  différents  fie  zéro,  e  un  nombre  premier  impair. 
la  congruence 

ax'  -+■  *i     h  cz<  =  0         (  mod  /'  j 

admet,  pour  chaque  nombre  premier  p  '/ut  dépasse  une  limite  fixe,  une  solu- 
tion pour  laquelle  aucun  des  trois  entiers  x,  1  .  c  n'est  divisible  par  p. 

1.  Le  théorème  étant  évident  si  p —  1  est  premier  avec  e.   il  sufli  1  de  consi- 
dérer le  cas  où  p  —  1  est  de  ia  forme  ef. 

2.  L'auteur  introduit   le  symbole   »(n  1   égal   à  1  si  n  est  divisible  par  p  et 

à  0  si  n  est  premier  avec  p.  Le  11 bre  des  solutions  de  la   congruence   donnée 

est  alors 

■A.  =    >    s  (ar  —  /'!        ca    . 


la    somme    étant   étendue    à    un    système    complet    de   restes    x,    1  .    ;    premiers 
avec  p. 

3.  Soit   ir  une   racine  primitive  de  p.  Le  nombre  -l.  peut   se  mettre  sous  la 
forme 

A,  =  e*  V  .    _  _  g  t+ï)) 

e.-S  ' 

où  les  indices  /■,  s,  t  parcourent  un  système  complet  de  restes   (mod/).   On  a 
encore 

-*■•  =  (P  -i)e:[a,  ,;.  y] 
en  posant 

[«.  P.Yl  =  7  ^-    - 

L'auteur  introduit   plus  généralement   le  symbole  [a,,  a. a,],  dont  il  va 

développer  les  propriétés.  On  a  en  particulier 

r    ,  r      on        l1     S'     «=P         (mode), 

[a]  =  o,         [a.  i]  = 

|   0     si     a       p         (  mod  e). 

1.    L'une  des  propriété-  les  plu-  importantes  du  symbole  introduit  est  fournie 
par  la  formule 

V[a,-i-p.ct5       -,....  y        -.,  ;.  .  > ÏJ 

=  (p ->)[*„...    a,  |  [>  ,...,?,]  +  (/'   '   -i  a  ....,«,])</—-[  fi,....    p,]), 

où   la    somme   du    premier   membre  esl    'tendue  aux   valeurs   0,   1,    ....  e  —  1 

de  0. 
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5.  L'auteur  introduit  ensuite  la  quantité 
p=«-i 
«.,.=     £     [p,'m+*p.< 
p  =  o 
on  ;i 

"„  „,  =  ai_„  ,„> 
«„..,.-  «,..„  =  /-[»<,«] 


Il  introduit  enfin  les  son 


P  =  e-1 


en  appliquant  les  formules  précédemment  trouvées,  il  obtient 

_\(P—  i)/-  sl     "'  =  "        <  """l  e)- 

I  (P  —  \)f+P\     s'     '»  --'■  o        (  mod  e  i. 

mais  en  supposant  que  n  n'est  congru  ni  à  o  ni  à  i  (mode). 
De  la  résulte  en  particulier  la  formule  remarquable 

(  a „,«—'<„,„>)' -+-  ("„  i  —  ",.  ,.  i  ,J^~-  •  ■+  («,,.r  °»  „+c_i)2=  '/'• 

où  ni  ;/.  ni  n  —  i,  ni  »i  ne  sont  divisibles  par  e. 

6.  Cette  dernière  formule  conduit  immédiatement  a  L'inégalité 

/-  ",,  .»,„  +  a„  r    m  — 

-  w  <",-., ; — '■ —  <VP, 

d'oii  une  sommation  conduit  .i  la  suivante 

/>  —  2  —  (2  —  i)  y//'  <e«„,r</>  —  2  +  (e  —  ■)  W- 

7.  Une    sommation    nouvelle    permet    de    passer    des    allr  au    symbole   pri- 
mitif |  x.  ?,f]>  ce  <111'  conduit  finalement  à  l'inégalité 

p-hi  —  (e  — i)  (e—  2)<Jp  —  Tje  <e=  [a,  P,y]</>  -4-i-+-(  e—i)  (e— ■>k'/'  —  '.<', 

où  l'on  a  posé 

1  =  [P.Tl  +[T.  *]  +  [«i  P]  =0,1  ou  3. 

Le  théorème  est  ainsi  démontré;  -V.  est  certainement  plus  grand  que  zéro,  si 
le  i ibre  p  est  supérieur  à  la  racine  positive  de  L'équation 

p       ,  _  (e  — i)  (e  —   •  n  p  —  r ,e  =  o. 
i  In  voit  de  plus  que  le  rapport  — -  tend  vers  i   pour  p  infini. 
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Wieferich  (Arthur).  —  Sur  le  dernier  Lhéorème  de  Fermai 
(293-302). 

M.  Mirimanolï,  dans  le  Tome  CXXVIH  du  même  journal  (1900,  p.  45-68). 
a  démontré  que  si  L'équation  de  Fermât 

xr -+-  yv  -+-  zf  =  o, 

où    l'exposant   p    est    un    nombre    premier    impair,   admet   une   solution    pour 
laquelle  x,  y,  z  sont  premiers  avec/),  on  a  les  eongruences 

ffl.Bp_I  =  o        (modjo)        (j  =  3,5,  ...,p-i), 

Où  l'on  désigne  par  B    le  i" nombre  de  Bernoulli  et  on  l'on  a  posé 

p-i 

»,=  £   (-i)i-' <V  -'. 
7=1 

L'auteur  démontre  que  ces  eongruences  entraînent  nécessairement  la  con- 
gruence  simple 

■         (mod/>=). 

Wieferich  {Arthur).  —  Sur  la  géomélrie  du  triangle  (3o3-3o5). 

L'auteur  communique  les  énoncés  de  quelques  théorèmes  qui  conduisent  à 
certains  points  et  à  certaines  droites  entre  lesquelles  existe  une  relation  analogue 
à  celle  qui  lie  les  points  et  les  droites  de  l'hexagone  de  Pascal. 

T ho  nié  (L.-W.).  —  Sur  les  équations  différentielles  linéaires 
simultanées  (Complément  aux  Mémoires  de  l'auteur  parus  dans 
les  Tomes  CXXXI,  CXXXM  de  ce  journal)  (3o6-3i4). 

Lorsque  l'intégration  d'un  système  d'équations  différentielles  linéaires  et 
homogènes  simultanées  se  ramène  à  celle  d'une  seule  équation  différentielle 
linéaire  et  homogène,  le  déterminant  d'un  système  fondamental  de  solutions 
du  système  peut  être  mis  sous  la  forme  d'un  quotient  :  le  numérateur  est  le 
déterminant  différentiel  des  intégrales  de  l'équation  différentielle,  et  le  dénomi- 
nateur est  un  déterminant  connu,  composé  rationnellement  au  moyen  des  coeffi- 
cients du  système  et  de  leurs  dérivées. 

Si  l'intégration  du  système  donné  se  ramène  à  l'intégration  successive  de 
plusieurs  équations  différentielles  à  une  fonction  inconnue,  le  déterminant 
d'un  système  fondamental  de  solutions  peut  être  mis  sous  la  forme  d'un  produit 
d'expressions  analogues  à  celle  du  cas  précédent  et  se  rapportant  chacune  à  une 
des  équations  différentielles  auxquelles  se  ramène  le  système  donné. 

E.  C. 
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JOURNAL  FUR  UIK  REINE  UND  ANGEWANDTE  MATHEMATIK. 
Tome  CXXXVII,   1910. 

Fejér  1  L.  1.  —  Exemples  de   fondions  continues  admettant   une 
série  de  Fourier  divergente  (i-5). 

Si  v  est  un  nombre  entier  positif  la  fonction  sin(2v-4-i)  —  admet  dans  l'in- 
tervalle ('.-)  un  développement  en  série  de  cosinus  : 

(1)         sin  I   ■  /  —  1  '  —  =«--<(,•,,-,;■--<;..,>  ..;■  ---..  .-t-  </r,. -/,./--.. .. 

Les   coefficients   a  .   a, «,_  sont  tous    positifs,  lu-   suivants  négatifs;    les 

sommes  s(l,  s,,  ....  st,  ....obtenues  en  faisant  x  =  o.  vont  en  croissant  jusqu'à 
un  maximum  sv  el  tendent  ensuite  vers  zéro  en  décroissant.  Le  maximum  s,  est 

supérieur  à  — —  log(2v  -t-i). 

Cela    :lanl,  la  série 

x 

p(*)=21 — ic- —    (o-'  - 

/!  =  ! 

représente  dans  l'intervalle  (0,7:)  une  fonction  continue;  cette  fonction  con- 
tinue admet  une  série  de  Fourier  de  cosinus  qui  est  divergente  pour  x  =  o. 
Les  coefficients  de  1  ette  série  de  cosinus  peuvent  en  effet  s'obtenir  en  rem- 
plaçant chaque  terme  sin(  j"'-t-  1  1  —  par  son  développement  (1)  où  (v  =  2"'— '), 

et  l'on  voit  immédiatement  que  la  somme  des  /.  premiers  coefficients  trouvés  est 
toujours   positive   :  en    particulier,  si   k  =  n"'— ',  cette   somme  est  supérieure 


est  donc  divergente  pour  x  =  0. 
L'auteur  déduil  de  ce  qui  précède  que  la  série 


2  sin^ 


jouit  de  la  meure  propriété. 


Perron  (Oskar).  —   Sur  l'équation   aux  différences  linéaires  de 
Poincaré  (  6-6  î  ) . 

1.  Introduction.  —   L'équation  aux  différences  à  coefficients  constants.  — 
Sou 
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une  équation  aux  différences  linéaires  à  coefficients  constant*,  ar  étant  diffé- 
rent de  z  *rn.  L'intégration  fie  rette  équali lé  end  de  la  résolution  de  l'équa- 
tion caractéristique 


Si    les   racine-  p,,  p„   ...,  pr  de  celle  équation   sont    toutes  distinctes,  l'inté- 
grale générale  de  l'équation  aux  différences  est 


si    de    plus    les    valeurs   absolues    des    racines    p  sont   toutes    différentes,   pour 

chaque  intégrale  Dv  (autre  que   Dv=o),  le  rapport      '"*"'  tend,   pour  v    infini, 

vers  une  limite  qui  est  l'une  des  racines  p;.  Si  au  contraire  deux  des  racines  p, 
ont  la  même  valeur  absolue,  ce  théorème  peut  tomber  en  défaut. 

Si  l'équation  caractéristique  a  des  racines  multiples,  chaque  racine  mul- 
tiple pi  d'ordre  e,  donne  naissance  à  une  intégrale  dépendant  de  ek  constantes 
arbitraires.  Si    deux  racines    différentes   quelconque-  ont   des  valeurs  absolues 

différentes,  le    rapport       *<"'    tend    encore    vers    une    limite   égale    à    l'une   des 

racines  p,;  sinon  ce  rapport  peut  ne  tendre  ver-  aucune  limite.  Néanmoins  on 
peut  toujours  regarder  l'intégrale  générale  comme  une  combinaison  linéaire 
d'intégrales  particulières  pour  lesquelles  le  rapport  tend  vers  une  limite. 

'2.  L'équation  nue  différences  à  coefficients  variai/tes.  —  Soit 

Dv+r+«l1y,Dvtr_,-t-a!1vlDv„.s-t-...      </,!>.      o        (v  =  o,  i.  2,  ...) 

une  équation  aux  différences  dont  les  coefficients  alv  .  ....  n;''  sont  variables 
et  tendent  respectivement,  pour  v  infini,  vers  des  limites  a, ar.  M.  Poin- 

care  a  trouve  que,  dans  ce  cas  aussi,  le  rapport  -fr1  tend,  pour  chaque  inté- 
grale de  l'équation  aux  différences,  vers  une  limite  égale  à  l'une  des  racines  de 
l'équation  caractéristique 


à  condition  que  les  racines  distinctes  de  celle  équation  aient  des  valeurs 
absolues  différentes.  Dans  un  article  précédent  (même  Journal,  t.  CXXXVI), 
l'auteur  a  démontré  le  théorème  de  M.  Poincaré  dans  le  cas  où  l'équation 
caractéristique  n'a  que  des  racines  simjiles. 

Dans  le  cas  des  racines  multiples,  la  démonstration  de  M.  Poincaré  est  insuf- 
fisante :  l'auteur  montre,  sur  un  exemple,  que  le  théorème  peut  dans  ce  cas 
tomber  en  défaut.  Il  considère  pour  cela  l'équation 

11  .  -2l>    ,-t-(i+  -^-W=o        (aii), 

dont  l'équation  caractéristique  admet  la  racine  double  p  =  i.  Si  l'on  pose 


SECONDE    l'Ali  Tli; 


La  quantité  i,  prend  une  infinité  de  fois  des  valeurs  positives  et  une  inimité 
de  fois  des  valeurs  négatives,  comme  cela  résulte  facilement  de  la  formule 
précédente;  par  suite,  pour  une  infinité  de  valeurs  de  v,  \,,  est  négatif,  tandis 
que   Çv+]   est   positif;  |ï+]  est   alors   inférieur  à  i,  et  par  conséquent  E„  ne  peut 

pas  augmenter  indéfiniment  avec  n\  -— ^  ne  tend  donc  pas  vers  une  racine  de 
l'équation  caractéristique. 
L'exemple  de  l'équation 

+-     \       ''  +  '/ 

dont   l'équation   caractéristique   a    pour  racines  -t-i    et  —i,  montre  de  même 

que,  pour  aucune  intégrale,  le  rapport  -— ^'  ne  tend   vers   une   limite,  que   par 

suite  il  est  impossible,  comme  dans  le  cas  des  coefficients  constants,  de  regarder 
l'intégrale  générale  comme  une  combinaison  linéaire  d'intégrales  particulières 

pour  chacune  desquelles  le  rapport  -— ^!  tend  vers  une  limite. 

Si  les  racines  distinctes  de  l'équation  caractéristique i  des  valeurs  absolues 

différentes,  le  rapport  -p-1  peut  ne  tendre  vers  aucune  limite,  mais  l'auteur 
démontre  cependant  qu'on  peut  trouver  une  suite  infinie  de  valeurs  de  v  ten- 
dant vers  ce  telle  que  -p-'  tende  vers  une  racine  f.,  de  l'équation  caractéris- 
tique; une  autre  suite  de  valeurs  de  v  pourrait  d'ailleurs  conduire  à  une  limite 
différente  de  p;.  C'est  ainsi  qu'en  revenant  au  premier  exemple  traité,  \.t  prend 
une  infinité  de   valeurs  comprises  entre   i  et  3  (puisque  Ev_,  est  une  infinité  de 

fois  compris  entre  o  et  i);  le  rapport  -— -  est  donc  une  infinité  de  fois  com- 
pris entre  ^  et  a  et  l'une  de  ses  limites  est  un  nombre  p  compris  entre  ,  ci  i, 
c'est-à-dire  différent  de  la  racine  i  de  l'équation  caractéristique. 

3.  Le  théorème  fondamental.  —  Le  cas  où  le  coefficient  a  '  peul  s'annuler 
pour  certaines  valeurs  de  •/  introduit  certaines  complications  tenant  à  l'existence 
d'intégrales  singulières  s'annulant  pour  tniiies  les  valeurs  de  v  qui  dépassent 
uue  limite  fixe,  sans  être  identiquement  nulles.  L'auteur  laisse  re  cas  de  côté. 
Il  énonce  alors  le  théorème  fondamental  suivant  : 

Soient  q,,  q2,  ...,  qa  les  valeurs  absolues  distinctes  des  racines  de  l'équa- 
tion caractéristique  et  soit  e-A  le  nombre  des  racines  de  râleur  absolue  qi, 
chacune  étant  comptée  avec  son  degré  tir  multiplicité,  de  manière  qu'on 
ait 

e,  +  e,  +  . . .+  ea—  r. 

Alors  l'équation  aux  différences,  où  l'on  suppose  ap"  différent  de  zéro  pour 
toutes  les   valeurs    de  v,  admet   un  système   fondamental   d'intégrales  se 
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décomposant  en  -  classes  telles  que,  pour  les  intégrales  de  la  \"""  classe 
et  leurs  combinaisons  linéaires,  on  ait 

li m  su |>  |  v'T',  I  =  'li,- 

Le  nombre  des  intégrales  de  la  \iim°  classe  est  égal  à  e-k. 

Dans  !e  dis  où  le  Coefficient  aj,""  s'annule  pour  certaines  valeurs  de  v,  on  a  le 
théorème  suivant  : 

Pour  chaque  intégrale  qui  est  différente  de  zéro  pour  une  infinité  de 
valeurs  de  son  indice,  la  limite  supérieure  de  y  |  Dv  |  est  égale  à  la  valeur 
absolue  d'une  racine  de  l'équation  caractéristique  ;  mais  on  ne  peut  plus 
affirmer  qu'à  chaque  valeur  absolue  q-,  correspondent  des  intégrales  pour 
lesquelles  la  limite  supérieure  de  y  |  D,,  |  est  égale  à  q-„. 

La  démonstration  de  ces  théorèmes  repose  sur  les  lemmes  suivants  : 

Lemme  I.  —  Si  q  est  un  nombre  positif  quelconque  supérieur  en  valeur 
absolue  aux  racines  de  l'équation  caractéristique,  on  a 

|Dv|g(|D0|  +  |D1|+...+  |D_1|)C?", 

où  C  est  une  constante  indépendante  de  •/,  D„.  I), "r-r 

Ce  lemme  entraine  la  conséquence  que  — -  tend  vers  zéro. 

Lemme  II.  —  5/  toutes  les  racines  de  l'équation  caractéristique  sont  diffé- 
rentes de  zéro  et  si  q'  est  un  nombre  positif  quelconque  inférieur  en  valeur 
absolue  à  ces  racines,  on  a,  pour  chaque  intégrale  I).,  qui  est  différente  de 
zéro  pour  une  infinité  de  valeurs  de  v, 

|D,I 
lim  sup  ; —  =x. 

v  =  .         '/  ' 

Lemme  III.  —  .s'<  l'on  décompose  le  premier  membre  de  /'équation  carac- 
téristique 

f(x)  =  xr  +  alxr~l  +  . .  .-¥■  a,  =  " 

en  deux  facteurs 

f(x)  =  o(x)tù{x), 

où 

a  (x)  =  xr-'+  b^xr-'~'  +  . .  -+br_r. 

u(x)  =  X'-h  CtX'-'  +  .,.+  Ct, 

et  où  chaque  racine  de  ?(x)  est  inférieure  en  valeur  absolue  à  chaque  racine 
de  oj(x);  alors  on  peut  trouver  un  entier  N  Jouissant  de  la  propriété  sui- 
vante :  pour  chaque  valeur  de  v_\,  le  premier  membre  de  l'équation  aux 
différences  peut  se  mettre  sous  la  forme 

Dv+,-r-  c'^'— e,Dv+p_I+...H-  ct,+''-  '   Dw_, 

b    l  Dv+r_,  +  c'1'+,-e-1  I)._,-...--rv"'   '-'h,^,.,  ) 

"        I'    ,      <  ,    D,  .«_!  +  . ..+  c|    D     . 
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où  les  b  ■  et  les  e'.'  ten/lent  respectivement  vers  b  et  ck.  et  où  de  plus  tous 
sont  différents  de  zéro. 

I.  auteur  remet  aux  paragraphes  suivant  la  démonstration  de  ces  lemmes.  I.e 
théorème  fondamental  résulte  alors  immédiatement  des  deux  premiers  lemmes 
lorsque  toutes  les  racines  de  l'équation  caractéristique  ont  la  même  valeur 
absolue. 

Hans  le  cas  contraire  on  peut,  d'après  le  lemme  III,  obtenir  un  système  de  ;• 
intégrales  indépendantes  de  l'équation  aux  différences  donnée  de  la  manière 
suivante  :  On  détermine  r — e  intégrales  indépendantes  Ev1  .....  E\f~t  de 
l'équation  aux  différences 

ev+_„  —  6,"  K.,+r_,.. ,+...+  /K'.'cE;  =  °  ; 

puise  intégrales  indépendantes  l>,     '"'  ....  1'.,'    de  l'équation 
U.,„—  c,""Uv_,_,-t-...—  c£*  D,=  o; 

enlin,  correspondant  à  chaque  intégrale  K./  .  une  intégrale  l>./  de  l'équation 
non  nom 

h       +  i      H  _..._,-■  |)  —  | 

I.e-  r  —  e  intégrales  Dv' Dy_el  peuvent  s'obtenir  par  des  développe- 
ments en  série  convergents 

l>  /  =/<„•  l-'.v    — /;,    l._,    -/      I  .         (;'=i.2 ;■  — e). 

où  i>t'  e-l.  pour  v  constant,  intégrale  d'une  certaine  équation  aux  différences 
lunaire  d'ordre  e  dont  les  racines  sont  les  inverses  des  racines  de  u(x). 

-i  -  désigne  un  nombre  positif  supérieur  en  valeur  absolue  aux  racines 
de  o(x)  et  x  un  oombre  positif  supérieur  à  z  mais  inférieur  en  valeur 
absolue  aux  racines  de  u>(x),  les  /'  —  e  intégrales  Dv'  ,  ....  D\f~e  satisfont 
à  l'inégalité 

1>       -Kr-. 

ou  K  est  une  constante  indépendante  de  v;  par  suite,  la  limite  supérieure  de 
toute  combinaison  linéaire  de  ces  /'  —  e  intégrales  e-t  au  plus  égale  a  la  plus 
grande  des  valeurs  absolues  des  racines  de  ?(.r).  Vu  contraire,  d'après  le 
lemme  II.  <>n   a   pour  chaque  intégrale  D;/ "''"' Dv'  . 

lim  sup  — — -   =  x 

et,  par  -m  te.  pour  toute  intégrale  qui  n'est  pas  une  combinaison  linéaire  de  Dv'  

I1,  '  ,  la  limite  supérieure  de  y  j  UJ  est  au  moins  égale  a  la  plus  petili  tli  - 
valeurs  absolues  des  racines  de  u(a;). 

Le  théorème  fondamental  se  déduit  des  résultais  précédents  en  décom- 
posant /  x)  en  -  facteurs  dont  chacun  admet  des  racines  de  la  même  valeur 
absolue. 

i.    '.  ti.  Démonstration  des  lemmes. 
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7.  Applications.  —  Soit 

li„^-  l>,.r  -r  h.  ./••-• . . 

une   série   de  puissances   dont    l<^   coefficients   satisfont  a  l'équation  aux   diffé- 
rences  donnée.  Le  rayon  de  convergence 


lim  SUp  (|  IJV| 

de  cette  série   est  donc,  si  la  série  esl   illimitée,  l'un  des   nombres  — i  — .  •••> 

<7i     '/■: 

—  où  ii     q, ri    sont  les  valeurs  absolues  des  racines  de  L'équation  carac- 

?» 

téristique.  La  série  peut  se  déduire  linéairement  de  /■  séries  particulières  et  l'on 

peut   partager  ces  r  séries   en    r   classes   l el les  que  la  X'ia"  classe  contienne  e^ 

séries    pour    lesquelles    le    rayon    de    convergence    est    égal    précisément    à — - 

Cela    suppose  seulement   que   le   terme   conslant  de   l'équation   aux   différences 
n'est  nul  pour  aucune  valeur  de  v.  Dan-  le  i  as  général,  le  rayon  de  convergence 

de  la  série  considérée  sera  —  si  n    est  le  plus  grand  des  nombres  a. 

g, 
Comme  autre  application,  l'auteur  démontre  le  théorème  suivant  : 

Si  les  coefficients  d'une  équation  différentielle  linéaire  et  homogène 
d'ordre  m  sont  des  polynômes  et  si  le  coefficient  de  lu  plus  haute  dérivée 
est  de  degré  s.  il  y  a  au  moins  m  —  s  intégrales  linéairement  indépendantes 
qui  sont  des  fonctions  entières. 

Sou 

dx  d.r" 

l'équati considérée,  et  soit  r  le  plus  grand  des  m  -+- 1  nombres 


où    s    désigne   le  degré  de  Pt{x).  Si  x  =  o  est  un  point  régulier  pour  l'équa- 
tion, c'est-à-dire  si  l',„(o)  ?!o,  la  série 


:2"- 


qui  donne  l'intégrale  générale  jouit  de  la  propriété  que,  au  moins  à  partir  d'un 
certain  rang,  le  coefficient  D.,  est  l'intégrale  d'une  équation  aux  dillerences 
linéaire  donl  le  terme  conslant  n'est  jamais  nul  et  dont  l'équation  caractéris- 
tique est 

,rrP„  ( -)  =  o. 


Cet  te  équation  ayant  /■  —  *  racines  nulles,  l'équal aux  dillerences  admet  r  —  s 

intégrales    indépendantes    pour    lesquelles  \  <  Dv)  tend  vers  zéro,  ce  qui  prouve 
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I'e\istence  de  /'  —  s  intégrales  indépendantes  île  l'équation  différentielle  repré- 
sentées par  des  séries  convergentes  dans  tout  le  plan. 

Le  cas  r  =  s  conduit  à  un  résultat  bien  connu:  la  seule  fonction  entière  qui 
satisfasse  à  l'équation  différentielle  se  réduit  à  un  polynôme. 

Weitzenbi'ick  (/?'•)•  —  Sur  'p  système  d'un  complexe  linéaire  el 
d'une  surface  de  second  ordre  (60-82). 

1.  Introduction,  la  symbolique.  —  L'auteur  rappelle  les  notations  symbo- 
liques de  Clebsch.  Une  surface  du  second  ordre  Rj  est  représentée  en  coor- 
données ponctuelles  homogènes  xt  par 


a'x=  a\xt-t-  a'., x..  +  a[,  x3  -+-  a\ x^ 

et  où  l'on  doit  poser 

a[a[  —  aka\  =  a]k  =  a'kr 

Si  l'on  a,  pour  des  symboles  //;,.  l'équation 

m'.  m'k  =  —  m'k  m1,        ou        "i[k  = — m'k;, 

les  m'i  ■-ont  des  symboles  de  complexes.  Les  coordonnées  pluckériennes  d'une 
droite  sont  pik  =  {xy)lk  ou  pfa  =  (u'v')lk  et  l'on  a 

Pn  =  P>i,         Pa  =  P',:-         Pu  =  Pia- 

L'équation  d'un  complexe  linéaire  est 

~m'~  (~i"'.  -+"  ~;«i;H-   ".,'»',  +  -,'"',  )-  =     !/     ~,l'»,l=° 

où  le^  ït;,  sont  les  coordonnées  de  la  droite  variable. 

'2.  Le  système  des  formes.  —  Le  système  complet  des  formes  de  l'en- 
semble  d'une  surface  du  second  ordre  R  et  d'un  complexe  linéaire  K,„  e>t  le 
suivant  : 

Invariants.  —  Les  invariants  sont  ; 

\       (a'b'c'd'y      a l  :  c'est  le  discriminant  de  11; 

B  =  ma/nhna  n,  :  l'équation  11  =  0  signifie  que  le  complexe  l\  est  harmo- 
nique par  rapport  à  I!  : 

C  s  m;,.  :  l'équation  C  —  o  signifie  que  le  c plexe  est  spécial. 

Covariants.  —  Les  covariants  sont  : 

Rj:  =  "x    '■  c'est  le  premier  membre  de  l'équation  ponctuelle  de  R; 
Tj  =  »4''x'«i"i  :  c'est  le  lieL1  <JCS  points  a:  dont  le  plan   focal   par  rapport 
a  K  touche  R. 

Contravariants.  —  Les  conlravariants  sont  : 

R^.ii  (a  b'c'u')       ux2  :  c'est  la  surface  Ken  coordonnées  tangentielles; 
S,-,,  =  m  'H  'in  -n  •  :  c'est  le  lieu  des  plans  dont  le  foyer  est  sur  I!. 
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Formes  pliickériennes .  —  Ce  sonl  les  suivantes  : 
Km=  ~Jn,  =  -„2,  :  c'est  le  complexe  K  ; 
R£.  ==  "„•",,?„  Pi,'  :  c'esl  la  surface  H; 
Q  =  ~„-~, .  '"„  '",,    :  c'est  le  polaire  réciproque  de  Ix  par  rapport  à  11. 

Si  la  surface  11  est  donnée  comme  surface  de  seconde  classe  ux2  =  o,  on  ,i  de- 
formes  correspondantes  qui  s'expriment  ax  moyen  des  formes  fondamentales 


H-   =  T, 

,-,r,: 

= 

-  ARJi, 

H.',:  S 

(a;a[JY  - 

= 

{*"*■ 

A'  = 

(»Pt8)' 

= 

{"■ 

B       /», 

'>*'»■  »'l 

= 

ÎAfc 

3.  £e  complexe  polaire  il.  —  Le  complexe  Si  est  formé  des  polaires  des 
droites  du  complexe  K,„.  Les  directrices  F,  et  I',  de  la  congruence  linéaire 
déterminée  par  K,„  et  U  sont  d'innée-  par 

r,3=  K„, -+-  >.,  il  =  o 

où  À,  et  \  sont  les  racines  de  l'équation 


Dans  le  cas  général  I",  coupe  H  en  deux  points  P,  et  P„  I".  coupe  II  en  deux 
points  Q,  et  Q,.  Les  quatre  droites  I * ,  (  > ,  appartiennent  au  complexe  K  n  et  sont 
des  génératrices  de  R  :  ce  sont  les  génératrices  du  complexe. 

4.  Les  surfaces  T%,  S<-.  — ■  On  peut  aussi  prendre  la  polaire  de  R  par  rap- 
port au  complexe  K,„.  L'enveloppe  des  plans  focaux  des  différents  points  de  11 
est  la  surface  S.fr  —  o  de  seconde  classe;  le  lieu  des  foyers  des  plans  tangents 
de  11  est  la  surface  T%  du  second  ordre;  c'est  la  même  surface  que  S*»;  elle 
coupe  la  surface  R  suivant  les  quatre  génératrices  du  complexe. 

En  coordonnées  tangenlielles  on  a 

T  =  =^AC-: 


Tl.  =  9  (  B-  R»,  -  4  B  *  +  'i  >P  ) 

où    les   formes  <l>   et  >1'   peuvent   s'exprimer  au   moyen   des  formes   fondamen- 
tales R£-,  K„  et  fi.  Enfin  on  a 

T^=3BR]  —  6a'xb'xma  m    nb  n 
5.    Les  formes  <fr   et  V,  la   courbe  d'intersection  M.  —  Les  formes  *  et  M" 
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introduites  dans   l'équation   plùckérîenne  de  T ,'  sont 

I!  \  l 

<I>    =    -    Kl, ;    l<?„+    ,    Q\ 

i  96  4 

10.  . ,     '         96      "  1 

La  courbe  d'intersection  M  de  H%  et  Tj  se  compose  des  quatre  généra- 
trices du  complexe;  l'auteur  cherche  son  équatioD  en  coordonnées  plûcké- 
1  iennes;  c'est 

M    =    24J(RJ;V  —  *2). 

6.  La  transformation  P,  ses  points  doubles.  —  Le  pôle  par  rapport  à  li  du 
plan  focal  d'un  point  y  est  un  poinl  I',1  =  otu' ara- m\  =  o.  On  a  ainsi  une 
transformation  ponctuelle  qui  fait  passer  du  point  y  an  point  I','  .  Les  points 
doubles  de  «elle  transformation  sont  les  points  P,  et  Q,. 

L'équation  ponctuelle  des  plans  tangenis  à  R  en  res  quatre  poinls  peut 
s'obtenir  en  cherchant  le  lieu  des  points  tels  que  la  droite  d'intersection  de 
leurs  plans  focaux  par  rapport  à  l\  ,,  et  Q  soit  tangente  1  It .  on  trouve 
ainsi 


l»es  considérations  dualistiques  conduisent  de  môme  à  l'équation  tangentîelle 
[ual re  points  \\  cl  Ql 

particulier':.  Si    le    .  1  i -<- 1  iiiiinanl     I!    -    —  \C     de    la    continence 

1  I 
(  K  u.  il  )  s'annule,  r,  et  r.  coïncident   en    une  génératrice   r  de  R   qui   a    [Mine 
équation 

r  =  BK,„-Ca       o; 
on    a  dans  ce  cas 

M  =  36(Q  -  J^  K,„  r  I  jlilîï:    -(fiH     -  K„  .]=o 

Si  le  facteur  entre  crochets  est  identiquement  nul.  K)rl  .1  avec  11  une  famille  de 
génératrices  communes. 

1  h  second  cas  particulier  important  est  celui  où  Rj|  dégénéreen  une  conique  y, 
qu'on  peut  supposer  être  le  cercle  imaginaire  a  l'infini.  La  directrice  de  la  con- 
gruence  (K,„Q')  est  dans  ce  cas  V axe  du  complexe. 

Meder  I    llfred).     -   Élude  analytique  des  points  singuliers  des 
courbes  gauches  |  83- 1  j  j  l. 

Ce  Mémoire  est  un  extrail  d'un  Hav,nl  paru  sous  le  même  litre  en  russe 
en  tgo8.  Il  a  pour  but  l'élude  analytique  des  points  singuliers  des  courbes 
gauches;  il  se  seri  de  la  classification  de  von  Staudl  qui  repose  sur  la  manière 
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donl  se  comportent  le  point,  la  tangente  et  le  plun  oscillateur  au  voisinage  du 
point  singulier  considéré.  Il  y  a  huit  cas  possibles,  chacun  étant  caractérisé 
par  trois  des  signes  -+-  ou  — ;  le  signe  -t-  indique  qu'on  a  affaire  à  un  élément 
(point,  tangente,  plan  osculateur)  ordinaire,  le  signe  —  à  un  élément  de 
rebroussement  (une  tangente  de  rebroussement  étant  entendue  ici  dans  le  sens 
de  tangente  d'inflexion,  c'est-à-dire  telle  que  l'indicatrice  des  tangentes  pré- 
sente un  point  de  rebroussement;  de  même  pour  le  plan  osculateur). 

L'auteur  suppose  qu'au  voisinage  du  point  considéré  les  coordonnées  x,  y,  z 
d'un  point  de  la  courbe  sont  des  fonctions  analytiques  réelles  d'une  variable 
réelle  t. 

I.  Les  ordres  de  certaines  expressions.  —  Si  une  fonction  analytique  ai  de  t 
admet  pour  É  =  itl  un  zéro  d'ordre  a,  ou  un  pôle  d'ordre  £,  l'auteur  désigne 
par  le  symbole 

Ord.[tv] 

le  nombre  a  ou  —  'y,  sinon  Ord.[iv|  =  o.  Il  rappelle  les  théorèmes  classiques 
sur  l'ordre  d'un  produit,  d'un  quotient,  etc.  Enfin  il  désigne  par  Ord.fu,  v,  (v] 
le  plus  petit  des  ordres  de  u,  i>,  iv. 

Si  x,y,  z  sont  les  coordonnées  d'un  point  d'une  courbe  et  si  l'on  pose 


\        i 


A  = 


x' 

y 

x" 

y 

x" 

y' 

;>    .       B  =  z'x'  —  x'z",       C  =  x'y" — y' x" 
l'auteur  pose 

Ord.|>'.y,  z']  =  n,        Ord.[A,  B,  C]  =  m,        Ord.[A]=p. 
Si  l'on  a  n  =  o,  on  a  en  même  temps 

m  __  2  n ,         p      :<-  m  —  n. 
Il  existe  des  théorèmes  simples  suc  les  ordres  des  expressions  telles  que 
xx' +  py' -h  •; z',         <xx  +  $y  +  yz  ■+■  S,         iA -t- fiB  +  fC,         •■•, 
ou  «,  ri,  ■;  sont  des  constantes.  Par  exemple  si  le  plan  E  défini  par  l'équation 

u  -+-  p  v  -+-  ;■  z  -  -  S  =  o 
ne  passe  pas  par  le  point  considéré  P0,  on  a 

oni.[«-  Pr  +  ï-  +  sl  =  °; 

si  le  plan  Ii  passe  par  P„  mais  ne  contient  pas  la  tangente  en  P0.  on  a 

Ord.  [ccr  +  py  -+-  jz  +  5]  =  n  +  i  ; 

si  le  plan  M  contient   la   tangente,  mais  ne  se  confond  pas  avec  le  plan   oscula- 
leur  en  I',,,  on  .1 

(  ir.l.  [ax  -+-  py  ■+■  t  z  -t-  8]  =  m  —  n  -h  a  ; 

si  enfin  le  plan  E  se  1 fond  avec  le  plan  osculateur  en  l'„  on  a 

Ord.  [7.1-  —  r;  1-  —  ■;;-+-  S]  =  p  —  m  ■+■  3. 
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î.  (  'ritères  pour  les  huit  espèces  de  points.  —  lin  point  situé  à  distance  finie 
est  un  point  ordinaire  ou  de  rebroussement,  suivant  que  Ord.[x'  y'  z']  est  pair 
ou  impair;  sa  tangente  est  une  tangente  ordinaire  ou  de  rebroussement  suivant 
que  Ord.  [  \.  li.  C|  est  pair  ou  impair;  son  plan  oscillateur  est  ordinaire  ou  de 
rebroussement  suivant  que  <  >rd.  |  x  .  y  .  ;  |  et  Ord. [A]  sont  de  même  parité 
ou  non. 

Un  point  ll„  à  l'infini  peut  toujours  être  ramené  a  distance  finie  P0  par  une 
transformation  homographique;  à  Il(l  correspondent  des  quantités  Ç',  'r,'.'-',  \  , 
B',  T',  D  analogues  à  x\  y  ',  c',  A  ',  I!',  ('.',  A  Soient  alors  n,  m,  p  les  nombres 
entiers  caractéristiques  du  point  P„.  Trois  cas  peuvent  se  présenter,  suivant  que 
la  courbe  a  en  H„  une  tangente  asymptotique,  ou  bien  la  courbe  n'admet  pas 
de  tangente  asymptotique  mais  admet  un  plan  osculateur  asymptote,  ou  enfin 
le  plan   oscillateur  esl   rejeté    i  l'infini.  Suivant  ces  trois  cas  on  a 

Ord.[E',  t,',  *']  =  —  n  —  2,  —  m  —  n  —  3,  — p -t-  m  —  !\; 

Ord.  [  A.  B.  r  ]  =  m  —  3  n  —  3,     —  ?  m  —  3  n  —  6,        —  ip  +  a  m  ■+-  n  —  8  ; 

Ord  [Dl  =p  — 4«  — 4-    /'  —  -t">  --  4"  —  s-     —  Sp  +  fan  —  12. 

On  voit  aussi  que  l'une  au  moins  des  trois  quantités  :'•  ',  ■  -  devienl 
infinie  dans  tous  les  cas;  l'une  des  quantités  \.  IJ.  I'  devient  sûrement  infinie 
dans  les  deux  derniers  cas:  la  quantité  I>  devient  sûrement  infinie  dans  le 
dernier  cas. 

3.  Arc,  angles  de  contingence  et  de  torsion,  courbure,  torsion  et  courbure 

sphérique.    —  S nt  s',  s',  u1   les   dérivées  par  rapport  à  t  de   l'arc,  de   l'angle 

de  contingence  et  de  l'angle  de  torsion;  soient  R,  T,  p  la  courbure,  la  torsion 
et  la  courbure  sphérique.  Toutes  ces  quantités  sont  supposées  varier  d'une 
manière  continue  et,  quand  elles  s'annulent,  elles  changent  de  si^ne  ou  non 
suivant  que  leur  ordre  est  impair  ou  pair. 

Cela  étant  suivant  le^  quatre  cas  possibles  où  le  point  P0  est  a  distance  finie 
ou  bien  a  l'infini,  les  formules  suivantes  : 

Ord.  [s  \  —  n.  —  n  —  2,  —  m  -i-  n  —  3,  —  p  +  m  -    \  : 

Ord.  [s']  =  m  —  2 n,  m  —  n ■  + 1,  n,  n  : 

Ord.ftû']  =J5  —  2TO  +  /1,  p  —  •  m       n.  p  —  m  —  n-.-i,  m  —  2  n  ; 

Ord.  [  li  ]  =  —  m  +  3  ».  m  —  3,  —  m  —  3,  — p+m—n—l\\ 

Ord.[T]  =  —  p  -1-2171,  — />—>m  —  ■•  rt  —  >.  — p-t-in  —  '|.  — p  +  211  —  \; 

Ord.fp]    =  *,  —  p -.- m  —  n  —  ',,  — />  + /1  —  .">,  —p-i-n  —  S. 

Dans  le  cas  où  le  point  P0  est  a  distance  linie,  l'ordre  de  p  esl  égal  à 


si  H  est  infiniment  petit  ou  infiniment  grand;  sinon  il   esl  égal    au    ji  1 1 1  —    petit 
des  nombres  0  el  — p  -+-  2  m  —  n  -+■  ■/ ,  où  y  désigne  l'ordre  de  1!'. 

4.  Projection  de  la  courbe  sur  un  plan  et  surface  développable  engendrée 
par  les  tangentes  de  la  courbe.  —  Si  la  courbe  est  projetée  sur  un  plan  fixe 
et  si  P„  désigne  la  projection  à  distance  finie  du  point  P0  situé  aussi  à  distance 
finie,  quatre  cas  sont  possibles  :  ou  bien  le  centre  de  projection  n'est  pas  dans 
le  plan  osculateur  de  P,  :  OU   bien  le  centre  de  projection  est  dans  le  plan  oscu- 


^  ïVKe  ■ 
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lateur  sans  être  sur  la  tangente  de  P„;  ou  bien  le  centre  de  projection  est  sur 
la  tangente  de  P„  sans  coïncider  avec  P„;  ou  bien  le  centre  de  projection  est  P„. 
Dans  ces  quai  rc  cas  on  a 

1  Ird.  [  X  .  1    .  z  '  I        11.  /(,  m        11  -.1,     m  —   <  n; 

Ord.[.\,   li,   Gj       ni.        p —  m     -ni,        p  —  n       2,     p —  3«. 

Ces  formules  permettent  de  déduire  la  nature  du  point  singulier  P0  de  celle 
de  P„  et  les  conclusions  ainsi  obtenues  sont  valables  >i  un  ou  deux  des  points  l'„ 
et  P0  sont  à  l'infini. 

On  peut  de  même  considérer  une  section  plane  de  la  développante  engendrée 
par  les  tangentes  de  la  courbe  donnée.  Le  plan  sécant  peut,  ou  bien  ne  pas 
passer  par  P,,:  ou  bien  passer  par  P0  sans  contenir  la  tangente  en  P0;  ou  bien 
contenir  la  tangente  en  P0  sans  se  confondre  avec  le  plan  osculateur;  ou  bien 
se  confondre  avec  le  plan  osculateur.  Dans  chacun  de  ces  cas  les  nombres 
caractéristiques  du  point  de  la  section  plane  qui  correspond  à  P„  sont  donnés 
par  les  formules 

Ord.[a;',  y',  z  \  =  m  —  111,  m  —  11  +  1 ,      11.  11  : 

Ord.[Â,  S,  C]  =  p  —  3n,        p—n  +  2,     p  —  m  +  n  +  lj     „,. 

On  remarquera  l'identité  deux  à  deux  des  quatre  suites  de  nombres  indiqués 
dans  ce  paragraphe. 

5.  Arête  de  rebroussement  de  la  surface  polaire  et  trajectoire  orthogonale 

du  plan  osculateur.  —  L'auteur  donne  un  Tableau  permettant  dans  chaque  1  as 
de  déduire  la  nature  du  point  singulier  P„  qui  décrit  l'arête  de  rebroussent  en  I 
de  la  surface  polaire  de  la  nature  du  point  P0  correspondant.  Signalons  en 
particulier  les  propriétés  suivantes  : 

.Sï  P„  et  P„  sont  tous  les  deux  à  distance  finie,  et  si  l'1(  n'est  pas  sur  la 
normale  principale  à  la  courbe  donnée  en  I',.  le  point  P„  est  un  point  de 
rebroussement  dans  le  cas  et  dans  le  cas  seulement  où  le  rayon  delasphère 
osculatrice  en  P0  passe  par  un  extremuni. 

Pour  que  l'arête  de  rebroussement  de  la  surface  polaire  ait  sa  loi  sion 
changée  de  signe  il  faut  et  il  suffit  que  des  conditions  suivantes  une  seule 
soit  réalisée  ou  toutes  les  trois  soient  réalisées  :  1"  la  valeur  absolue  du 
ravon  de  la  sphère  osculatrice  passe  par  un  extremum  ;  a°  la  valeur  absolue 
du  rayon  de  courbure  passe  par  un  extremum;  3°  la  courbe  donnée  change 
le  signe  de  sa  torsion. 

La  torsion  de  l'arête  de  rebroussement  de  la  sur  face  polaire  en  P„  a  le 
même  sens  que  la  torsion  de  la  courbe  donnée  en  \\  si  au  point  P0  le  rayon 
de  la  sphère  osculatrice  et  le  ravon  de  courbure  croissent  ou  décroissent 
simultanément  en  valeur  absolue;  elles  ont  des  sens  différents  si  l'un  des 
rayons  croit  en  valeur  absolue  /tendant  que  l'autre  décroît. 

L'auteur  énonce  des  résultats  analogue-,  aci  ornpagnés  d'un  Tableau,  pour  la 
trajectoire  orthogonale  des  plans  osculateurs  de  la  courbe  (  Planevolvente). 
En  particulier  pour  que  la  tangente  à  cette  trajectoire  soit  de  rebroussement, 
il  faut  et  il  suffit  que  le  plan  osculateur  de  la  courbe  donnée  soit  de  rebrousse- 
ment, et  inversement. 
[iull.  des  Sciences  matliem.,  2"  série,  t.  XXXV.  (Novembre  1911.)         R.u 


i6-2  SECONDE   PARTIE. 

6.  Arête  de  rebroussement  de  la  surface  rectifiante.  —  Si  le  point  I',.  ainsi 
que  le  point  correspondant  l'„  de  l'arête  de  rebroussement  «le  la  surface  recti- 
fiante, esl  i  distance  finie,  ce  dernier  est  un  point  de  rebroussement  dans  le  cas 
et  clans  le  cas  seulement  où  des  trois  conditions  suivantes  une  seule  est  réalisée 
ou  les  trois  sont  réalisées  :  i°  Le  point  P„  est  un  point  de  rebroussement; 
2°  la  valeur  absolue  de  la  distanee  de  P  à  la  tangente  au  point  correspon- 
dant P  passe  par  un  extremum  en  P.:  3°  le  cosinus  de  l'angle  de  la  droite 
rectifiante  avec  la  tangente  correspondante  à  la  courbe  donnée  passe  par  un 
extremum. 

Pour  que  l'arête  de  rebroussement  de  la  surface  rectifiante  change  le  signe 
de  sa  torsion,  il  faut  et  il  suffit  que  les  trois  conditions  suivantes,  ou  une  seule 
d'entre  elles,  soient  réalisées  :  i°  la  valeur  absolue  de  la  distance  de  P  à  la 
tangente  en  P  passe  par  un  extremum;  i"  la  valeur  absolue  du  sinus  de  l'angle 
de  la  droite  rectifiante  avecla  tangente  en  P  passe  par  un  extremum  :  la  courbe 
donnée  change  en  P„  le  signe  de  sa  torsion. 

'.  Développée  et  développante.  —  Supposons  que  le  point  P,  esl  à  distance 

finie  ainsi   que  le   point  corresj lant  l'„  d'une  développée;   soit  de   plus  I"    le 

point  correspondant  de  l'arête  de  rebroussement  de  la  surface  polaire.  Si  la 
tangente  en  P,,  ne  coïncide  pas  avec  la  bi normale  de  P,  .  pour  que  le  point  I'  soit 
de  rebroussement,  il  faul  et  il  suffit  que  le  point  P,  dans  le  cas  il  un  plan  oscu- 
lateur  ordinaire  en  l'„.  passe  d'un  côté  à  l'autre  de  1'    sut   la  génératrice  de  la 

surface  polaire;  il  faut  et  il  suffil  dans  le  i  as  d'un  pli sculateurde  relu  oussi  - 

nient,  que  le  point   P  reste  du  même  côté  de  P„. 

L'auteur  indique  des  c litions  analogues  pour  que  la  tangente  en  l'„  ou  le 

plan  oscillateur  en  P„  soit  de  rebroussement,  pour  que  la  développée  change 
le  signe  de  sa  torsion,  pour  que  la  torsion  en  P0  ait  le  même  sens  que  la  torsion 
en  P„.  En. in   il   établit  deux    Tableaux  qui  permettent,  pour  la  développée  et  la 

développante,  de  déduire  la   nature  du  point  de  cette   rbe   de  la    nature   du 

point  correspondant  de  la  courbe  donnée. 

Veuen  lorjf  I  II.  ).  —  Sur  la  théorie  des  courbes  tracées  sur  une 
surface  el  tangentes  en  chaque  point  à  la  polaire  de  l'un  ries 
points  cycliques  par  rapport  à  l'indicatrice,  i  t  {5-i65  |. 

I.  Couverions  d'appeler  cyclopolaires  (Kreispunktpolarkurven)  les  courbes 
en  question;  elles  sont  conjuguées  des  courbes  miniina  de  la  surface.  Eu  dési- 
gnant    E,  F,  G  les  coefficients  du  ds"-  de  la  surface,  par  I-,  M.  N  les  quan- 
tités H.  H.  !>'  de  Gauss,  l'équation  différentielle  des  courbes  cyclopolaires 
est 

iFLM  4-  EM-)  +2dudv[GLM  -  F  (Mi  -t-M2)-+-  EMN  ] 

+  rfi>"(GM;-2F.\IN  +  EN5)  =  a. 

-,  rbes  cyclopolaires  s  mt  le-*  courbes  coordonnées  on  a 

£=G=^FM_ 

L        N        LIS  +  M-  ' 

en  di  -i  par  H,  et  R,  les  rayons  de  courbure  principaux. 
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L'auteur  rappelle  les  propriétés  déjà  obtenues  <lo  ces  combes.  Leurs  repré- 
sentations spbériques  sont  les  courbes  minima  de  la  sphère;  l'angle  de  deux 
normales  à  la  surface  en  deux  points  infiniment  voisins  d'une  de  ces  courbes 
est  infiniment  petit  par  rapport  à  l'aie  do  la  courbe;  les  rayons  de  courbure 
normale  de  deux  courbes  cyclopolaires  qui  passent  par  un  point  sont  égaux 
en  lie  eux  et  à  la  somme  R,-i-  1!:  :  ces  deux  courbes  ont  des  torsions  géodésiques 
égales  et  de  signes  contraires. 

L'auteur  se  propose  dans  cet  article  de  déterminer  les  surfaces  sur  lesquelles 
les  courbes  cyclopolaires  sont  équidistanles  et  celles  pour  lesquelles  elles  sont 
géodésiques. 

II.  Les  deux  premières  équations  fondamentales  de  la  théorie  des  surfaces 
prenrient,  lorsque  les  courbes  cyclopolaires  sont  prises  pour  courbes  coor- 
données, la  forme 

i    ni.  _  a  h.ui  li,       R.  i  i    riN  _  r)log(R,-t-  H,) 

M  dv  ~  ôît  TT  7777  77y 

III.  Si  les  courbes  cyclopolaires  sont  équidislantes.  on  peut  supposer 

E  =  G  =  i. 

En  posant  R,  -f-  R ..  =  /.,  on  a  L  —  N  =  .  .  avei 


On  déduit  immédiatement  de  là  que  X  esl  constant,  c'est-à-dire  que  la  somme 

■  le  rayons  de  courbure  principaux  esl  constante.  Dans  ce  cas  les  équations 
différentielles  des  lignes  de  Courbure  et  des  lignes  cyclopolaires  s'intègrent  par 
des  quadratures. 

IV.  Supposons  maintenant  la  surface  rapportée  à  ses  lignes  de  courbure.  La 
condition  que  les  lignes  cyclopolaires  soient  géodésiques  s'exprime  par  les 
équations 

i)  L  G  s  O  ,)  \  1-'.  ;  T. 

'>"   s  lî-V  —  G'-L-  ~  '"'   j  h-N-'-G-L-   ~ 

Si  l'on  fait  abstraction  des  sphères,  des  surfaces  dévcloppahles  et  des  surfaces 
minima,  on  déduit  de  là 

R|       =  ♦<*>,      ^V  =  ?(« 


U,-r-  R,  II,       I! 

L'une  des  fonctions  r(")  el  7  ( l' )  doit  se  réduire  à  une  constante,  soit 

':   ")=  7c' 

On  a  alors  \' E  =f(u)  et  en  posant 

s  =  Blij-i 
on  peut  tout  exprimer  en  fonction  de  s  et  de  v.  On  a  ainsi 

-:-       -, 


R,  =  -^ — : R, 


vfê =/,(«),     \/ô  =  g{v)y?T1- 
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L'application  de  la  troisième  équation  fondamentale  donne  enfin 


a{  --.)  [a(«+i)+  sa] 
et  l'on  peut  mettre  le  </\-  de  la  surface  sous  la  forme 

_«(i-i)|i(i  +  i)  +  !a]     "  a 

Les  surfaces  cherchées  sont  donc  de  révolution. 

Si   l'on   désigne  par  u,  v,  z  les  coordonnées   semi -polaires  d'un    point  dans 
l'espace,  on  trouve  facilement,  pour  une  de  ces  surfaces  de  révolution, 


\  v 


\  ab 


(  b  =  a  -     21. 


.'    ibv'(b-a 


)<3:+ib<j  +  b-^-a 

La  discussion  de  la  forme  de  cette  surface  comporte  trois  cas 
i°  b  =  a.  On  .i  dans  ce  cas  la  surfine  dont  l'équation  est 


=     :  j- y/  i     ■  y/i  -+-  a-  u?  (/T+  u-  u-—  •->  ). 

L'origine   est    mi    point    isole   de    la    surface.   Les    lignes  cyclopolaires  sont 
données  par  l'équation 


■  V'!  (\'i  -+-  a-  ir  -i-  i) 


\  i       a?  u-  —  i 

2°  b  >  a.  On  a  un  parallèle  minimum  pour  a  =  i  ou  »  =  o.  L'équation  de  la 
surface  esi 


S  .'6  (  6  —  «  )  L      >>  -  «        " 


(6  —  a)  V  i  +  «éu- 


6  (4-fl)|/('+l''+«^)(^-r-V''  +  "'" 

l/  ( '        \   '  -i-  "'"'J  I  (  ^~^  -I-  \'>-^-"bu-  )  J  . 

Dans  celte  formule  6  est  toujours  positif.  Il  n'y  a  pas  de  surface  réelle  corres- 
pondant à  a  <  o.  L'origine  est  encore  un  point  isolé  de  la  surface.  L'équation 
des  lignes  cyclopolaires  esl 

I   ,  2-H  Va  (b  —  a)  U-   !    2  -+-  2  II:-  abu-  2  6  —  o  I    ,     . 

-  log — r-!- 1 ; —    ±  iv  =  const. 

'-        L  >Ji  +  abu-—  i  ,/;      | 

3"  &  ;  «.  La  surface  possède  un  parallèle  minimum  pour  ï  =  i  ou  «  =  o  et 
un  parallèle  maximum  pour  i -mi  «  =  — —r-  L'équation  de  la  surface 
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Le  rayon  vecteur  u  reste  inférieur  à  — —  ■  L'équation  des  lignes  cyclopolaires 
est  la  même  que  plus  haut. 

Sleinitz  ( Erust  <.  —  Théorie  algébrique  des  corps,  i  iiiy-Sog). 

Cet  important  Mémoire  a  pour  principal  objet  d'arriver  à  une  vue  d'ensemble 
sur  tous  les  types  possibles  de  corps  et  sur  leurs  relations  mutuelles.  Le  mot 
corps  doit  s'entendre  ici  d'une  manière  abstraite  comme  signifiant  un  système 
d'éléments  sur  lesquels  on  a  défini  deux  opérations,  l'addition  et  la  multiplica- 
tion, ces  opérations  étant  toutes  les  deux  commutalives  et  associatives,  liées  par 
la  loi  de  distribution,  et  admettant  des  opérations  inverses  d'une  manière 
unique.  Dans  ce  Mémoire,  la  nature  des  éléments  du  corps  n'entre  nullement  en 
considération,  non  plusque  les  distinctions  arithmétiques  entre  nombres  entiers 
et  fractionnaires. 

L'auteur  part  de  la  considération  des  corps  les  plus  simples  et  porte  sou 
attention  sur  les  méthodes  par  lesquelles  un  corps  donné  est  prolongé  en  un 
autre  qui  le  contient.  Il  arrive  ainsi  à  la  notion  de  corps  premier  :  chaque 
corps  contient  un  corps  premier  et  un  seul,  qui  est  ou  bien  du  type  du  corps 
des  nombres  rationnels  caractéristique  o),  ou  bien  du  type  du  système  des 
classes  de  restes  par  rapport  a  un  module  premier  p  (caractéristique p  .  Dan> 
un  certain  nombre  de  questions  il  y  a  des  différences  essentielles  entre  les 
corps  de  caractéristique  o  et  ceux  de  caractéristique  /).  Quant  aux  prolonge- 
ments d'un  corps,  il  y  a  à  distinguer  les  prolongements  sim/ites  qu'on  obtient 
par  l'adjonction  d'un  seul  élément:  les  prolongements  algébriques  dont  tous 
les  éléments  satisfont  à  une  équation  algébrique  à  coefficients  appartenant  au 
corps  primitif;  les  prolongements  transcendants.  Parmi  les  prolongements 
algébriques  les  uns  sont  finis,  les  autres  infinis. 

La  théorie  classique  de  Galois,  relative  aux  prolongements  algébriques  finis. 
ne  s'étend  pas  complètement  à  tous  les  corps.  Une  grande  partie  de  cette  théorie 
repose  en  effet  sur  le  théorème  que  toute  équation  irréductible  a  ses  racines 
simples.  Or,  pour  certains  corps,  dont  la  caractéristique  est  un  nombre  pre- 
mier p,  et  que  l'auteur  appelle  incomplets,  ce  théorème  est  faux  :  ce  sont  ceux 
pour  lesquels  l'extraction  des  racines  piimta  n'est  pas  toujours  possible  sau^ 
adjonction  d'éléments  nouveaux.  L'auteur  est  arrivé,  sur  ces  corps  incomplets, 
à  des  propositions  très  importantes. 

Lst-il  possible  de  prolonger  un  corps  donné  de  manière  que  toute  fonction 
rationnelle  entière  dans  ce  corps  devienne  décomposable  en  un  produit  de 
facteurs  linéaires?  Ce  problème  est  facile  à  résoudre  quand  il  ne  s'agit  que  de 
rendre  décomposable  un  nombre  fini  de  fonctions  rationnelles  entières  :  on 
p>  ut  alors  se  servir  par  exemple  des  systèmes  de  modules  de  Kronecker.  Le 
problème  général,  en  restant  à  ce  point  de  vue,  exigerait  remploi  d'un  système 
de  modules  a  une  infinité  de  variables.  L'auteur  le  résout  en  se  servant  du 
théorème  de  Zermelo  d'après  lequel  tout  ensemble  peut  être  bien  ordonné:  la 
démonstration    du    théorème    d'après    lequel    le  prolongement    minimum    n'est 
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possible  essentiellemenl  que  d'une  manière  fait  intervenir  l'axiome  discuté  ilu 
choix  (  Auswahl-prinzip  ), 

Enfin  l'auteur,  en  se  servant  encore  du  théorème  sur  les  ensembles  bien 
ordonnés,  démontre  que  tout  prolongement  d'un  corps  peut  être  obtenu  par  un 
prolongement  purement  transcendant  I  adjonction  d'indéterminées  en  nombre 
fini  ou  infini)  suivi  d'un  prolongement  algébrique.  On  a  ainsi,  en  partant 
d'un  corps  premier  quelconque,  le  moyen  théorique  d'arriver  .m  corps  le  plus 
général. 

I.  Principes  fondamentaux.  —  1.  Systèmes  à  double  composition.  Isomor- 
phisme.  Corps.  —  I  n  système  d'éléments  est  dit  à  double  composition  si  l'on  a 
défini  sur  les  éléments  de  ce  syslèm  deux  opérations,  ['addition  et  la  multi- 
plication. Deux  systèmes  à  double  composition  sont  isomorphes  ou  appar- 
tiennent au  même  typesi  l'on  peut  établir  entre  leurs  éléments  une  correspon- 
dance univoque  telle  qu'à  la  somme  et  an  produit  de  deux  éléments  quelconques 
du  premier  système  correspondant  la  somme  et  le  produit  des  éléments  corres- 
pondants du  se I  système. 

Un  corps  ou  domaine  de  rationalité  est  un  système  a  double  composition 
satisfaisant  aux  -  conditions  suivantes 

i"  L'addition  est  associai  i\  e; 

2°  L'addition  est  commulative; 

3°  La  multiplication  est  associative; 

4°  La  multiplication  est  commulative; 

b"  La  multiplication  esl  distributive  par  rapport  à  l'add n  : 

6°  La  soustraction  est  toujours  possible  et  d'une  seule  manière; 
;'  l.a  division  esl  toujours  possible  et  d'une  seule  manière. 

Une  seule  restriction  esl  ■>  faire  relativement  à  la  septième  condition;  le 
diviseur  ne  don  pas  rire  l'élément  o,  qui  jouit  de  la  propriété  que,  ajouté 
à  tout  élément  a,  il  reproduit  cet  élément.  Le  corps  contient  un  élément  et  un 
seul  :  (unité)  jouissant  de  la  propriété  que.  multipliée  par  un  élément  quel- 
conque, il  reproduit  cet  élément.  On  a  enfin 

</       ..  =  o, 

et  un  produit  de  fai  leurs  ne  peut  être  o  que  si  l'un  des  facteurs  esl  ". 

Il  existe  des  corps  à  un  nombre  fini  d'éléme  n  ts  :  il  suffit  de  considérer  comme 
élément  l'ensemble  des  entiers  congrus  entre  eux  par  rapport  a  un  module 
premier  /;. 

'1.  Diviseur*,  prolongement,  adjonction.  —  L'auteur  définit  les  corps  divi- 
seurs d'un  corps  donné,  1rs  corps  prolongements  d'un  corps  donné.  >i  -S  esl  un 
système  quelconque  de  diviseurs  d'un  corps  donné  .K,  il  existe  en  <'K  des 
éléments  (par  exemple  o  et  s)  qui  appartiennent  a  tous  les  corps  de  S; 
l'ensemble  il.-  ces  éléments  constitue  un  corps  qui  est  l' intersection  du  système 
de  corps  S. 

Si  X)  est  un  système  de  corps  jouissant  de  la  propriété  que  dcu\  corps  quel- 
conques 'K  el  K  de  13  appartiennent  toujours  à  un  corps  .m  moins  oK,  de  11), 
il  existe  un  .  orps  détei  miné  K!  |  ne  faisant  pas  nécessairement  partie  de  O  )  tel 
que  tous  le-  corps  du  système  sont  des  diviseurs  de  ÉM  el  qui  ne  .uni  uni  |  .i  - 
d'aunes  éléments  que  i  eux  des  corps  de  t). 

Si  le  corps    K   esl  contenu  dans  le  corps  y  et  h  -S  est  un  système  quelconque 
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d'éléments  de  '^,  l'iatersection  des  corps  contenus  entre  .'H  et  .Ç  et  qui  con- 
tiennent tous  les  cléments  de  -S  est  un  corps  DC(S)  qui  est  dit  résulter  de  ÎX 
par  l'adjonction  des  éléments  de  -S.  Si  -S  est  un  système  infini,  chaque  élément 
du  corps  OC  {S  )  appartient  à  un  corps  qu'on  peut  déduire  de  'H  par  l'adjonction 
d'un  nombre yîm  d'éléments  de  S. 

3.  Domaines  d'intégrité.  —  Un  domaine  d'intégrité  est  un  système  à  double 
composition  qui  satisfait  aux  conditions  i°-6°  du  paragraphe  1.  qui  possède,  outre 
l'élément  o,  une  unité  s  el  une  seule  et  dans  lequel  le  produit  de  deux  éléments 
différents  de  o  est  différent  de  o.  Tout  corps  est  un  domaine  d'intégrité,  mais  la 
réciproque  n'est  pas  vraie.  Si  l'on  adjoint  à  un  domaine  d'intégrité  3  un  système 
d'éléments  S,  on  obtient  un  nouveau  domaine  d'intégrité  3  [S]. 

On  peut  toujours  prolonger  un  domaine  d'intégrité  de  manière  à  obtenir  un 
corps  :  il  suffit  d'adjoindre  les  quotients  (formels)  des  éléments  du  domaine 
d'intégrité  et  de  définir  d'une  manière  convenable  l'égalité,  la  somme  et  le 
produit  de  ces  nouveaux  éléments. 

i.  Corps  premiers.  Caractéristique.  —  Un  corps  est  dit  premier  s'il 
n'admet  pas  de  diviseur.  Tout  corps  admet  comme  diviseur  un  corps  premier 

et  un  seul.  Tout  diviseur  du  corps  admet  en  effet,  outre  o,  l'unité  £  et  ses  mul- 
tiples entiers  : 


et  de  plus  les  quotients  de  ces  éléments.  Cela  étant  deux  cas  sont  possibles  : 

i°  Si  tous  les  multiples  entiers  de  s  sont  distincts,  le  corps  donné,  ainsi  que 
1  tiacun  de  ses  diviseurs,  contient  un  corps  isomorphe  au  corps  des  nombres 
rationnels:  c'est  un  corps  premier: 

"  S'il  y  a  des  multiples  entiers  de  e  qui  sont  nuls  et  si  p  est  le  plus  petit 
nombre  naturel  pour  lequel  pi  =  o,  p  est  un  nombre  premier;  les  éléments  o, 
1.  as,  ...,  (p  —  i)s  forment  un  corps  premier  isomorphe  au  corps  des  classes 
de  restes  (  modp  ). 

Mans  le   premier  cas,  le  corps  K   est  dit  de  caractéristique  0 ;  dans  le  second 

cas,   de  caractéristique   p.   Dans  ce   dernier   cas,   l'élément   ni  y.,  où   m    est  un 

nombre  naturel  et  a  un  élément  du  corps,  est  0  -i  2  est  o  ou  si  m  est  un  mul- 
tiple de  p. 

5.  Prolongements  équivalents.  Prolongements  simples.  Eléments  algé- 
briques et  transcendants,  adjonction  d'un  élément  transcendant.  Fonctions 
entières  et  rationnelles.  —  Deux  prolongements  V  et  -TV  d'un  corps  tX  sont  dits 
équivalents  s'il  exisle  entre  .^  et  £'  une  correspondance  isomorphe  telle  que 
chaque  élément  de  tX   se  corresponde  à  lui-même. 

Un  prolongement  simple  .T  est  celui  qui  résulte  de  l'adjonction  à  :K  d'un 
seul  élément.  Tout  élément  x  de  £  pour  lequel  DC(a)  =  £  est  dit  un  élément 
primitif  de  ■?  par  rapport  à  îK. 

L'adjonction  à  DC  d'un  élément  x  conduit  au  domaine  d'intégrité  &C[;r]  dont 
chaque  élément  est  de  la  forme 


:>ù  les  coefficients  c  sont  des  éléments  quelconques  de  ,'K  .    Le  corps  obtenu  en 
adjoignant  les  quotients  des  éléments  de  K  [x  ]  n'est  autre  que  le  corps  JK(x). 
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Si  deux  éléments  2atxk,  -/',.,'''  ne  peuvent  être  égaii*  que  lorsque  at  =  bk 
pour  chaque  valeur  de  /..  l'élément  ./■  est  du  transcendant  par  rapport 
à  DC;  dans  le  cas  contraire  l'élément  est  dit  algébrique  par  rapport  à  DC.  On 
pont  encore  dire  (|iic  l'élément  ./  est  transcendant  ou  algébrique  suivantque  ses 
pu  i-sances 


sont  linéairement  indépendantes  ou  non  par  rapport  à  ,'K. 

Tout  corps  peut  être  prolongé  par  l'adjonction  d'un  élément  transcendant  ./', 
et  tous  ces  prolongements  sont  équivalents  entre  eux.  Dans  un  tel  prolonge- 
ment les  éléments  ne  sont  autre  chose  que  les  fonctions  rationnelles  de  x, 
à  coefficients  appartenant  à  <"K.  On  peut  appliquer  à  ces  fonctions  rationnelles 
l'algorithme  du  plus  grand  diviseur.  Tout  élément  qui  n'appartient  pas  à  ,'K  est 
transcendant:  les  éléments  primitifs  sont  les  fonctions  rationnelles  de  degré  i  : 
chaque  élément  de  £  .1  un  degré  indépendant  du  choix  de  l'élément  primitif 
adjoint  à  ,'K. 

On  peut  adjoindre  plusieurs  fois  de  suite  un  élément  transcendant;  si  chaque 
élément  .r,  est  transcendant  par  rapport  au  corps  résultant  de  l'adjonction  des 
éléments  précédents,  chaque  élément  est  transcendant  par  rapport  au  corps 
résultant  de  l'adjonction  de  tous  les  autres  éléments. 

6.     adjonction    d'un   élément  algébrique.  —  L'auteur  définit    les   fonctions 

entières /(.<■  )  réductibles  et  irréductibles  dans  le  corps  ,'K,  la  congruence  de 
ileux  fonctions  entières  par  rapport  ,1  un  module  o(x).  Si  a(x)  est  irréduc- 
tible, el  si  l'on  range  dans  une  même  classe  toutes  les  fonctions  entières  con 
grues  entre  elles,  mod  <?(x),  ces  classes  définissent  un  ror//s  y_ ,  prolongement 
du  corps  cK.  Si  l'on  désigne  par  la  lettre  y  l'élément  de  ce  corps  constitué  par 
la  classe  des  fonctions  congrues  à  x,  le  corps  F  résulte  de  l'adjonction  de  j  el  j 
est  un  élément  algébrique  puisqu'il  satisfait  à  l'équation  s  (y)  =  o.  Si  o(a?)  est 
de  degré  -n,  n  est  dit  le  degré  de  y  par  rapport  à  ,'K  .  Tout  rie  ment  de  <K(j)  est 
représentable  d'une  manière  et  d'une  seule  sous  la  forme 

c„+  clj+  Ctj*  +  .  .  .-+-  C„  _,/'    '. 

où  les  c  sont  des  éléments  de  "H.  Tout  élément  de  Dt  (  / 1  est  lui-même  algé- 
brique :  tout  système  de  plus  de  n  éléments  est  linéairement  dépendant  par 
rapport  à  D( . 

II.  Prolongements  algébriques.  —  7.  Notions  et  théorèmes  fondamentaux 
sur  tes  prolongements  algébriques.  —  Un  corps  .(^  est  dit  un  prolongement 
algébrique  de  iX  si  chacun  de  ses  éléments  est  algébrique  par  rapport  a  ,'K. 
I  n  corps  qui  n'admet  aucun  prolongement  algébrique  est  dit  algébriquement 
fermé  :  dans  un  tel  corps  tonte  fonction  eut  nie  se  décompose  en  un  produit 
de  facteurs  linéaires  et  réciproquement. 

Un  élément  d'un  corps  ;  K  est  dit  absolument  algébrique  s'il  est  algébrique 
par  rapport  au  corps  premier  de  tM!  ;  un  corps  dont  tous  les  éléments  sont  absolu- 
ment algébriques  est  dit  absolument  algébrique. 

I  n  corps  P,  prolongement  d'un  corps  ;K ,  est  d'il  Jîni  el  dedegré  n  par  rap- 
port à  ,'K.  s'il  existe  n  éléments  de  £  linéairement  indépendants  par  rapport 
,1    K    s, ins  qu'il  in  existe  n  —  1,  on  écrira 

['/  :  :k  l  =  „. 
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lu  système   de   n   éléments   linéairement    indépendants   de    ^constitue    une 
base  du  corps  £  par  rapport  au  corps  <H . 

Si  £  est  un  prolongement  de  K.  311  un  prolongement  <iu  .'^.  pour  que  3K 
soil  Bni  par  rapport  à  £K1  il  faut  et  il  suffit  que  £  soit  fini  par  rapport  à  Dt 
et  SU.   fini  par  rapport  à  4f,  et  l'on  a 

\3K  :;X|  =  I  £  :  'H  |.[3R  :  .Ç  |. 

Si  /  est  algébrique  de  degré  n  par  rapport  a  ,'K  ,  le  corps  .'K  (y)  est  de  degré» 
par  rapport  à  9C.  Si  £  est  un  prolongement  de  cK  lini  et  de  degré  n,  tout 
élément  de  .(^  est  par  rapport  à  iX  d'un  degré  qui  est  diviseur  de  n  :  le  pro- 
longement J^_  est  simple  s'il  admet  des  éléments  de  degré  n  ;  chacun  de  ces 
éléments  est  primitif,  les  autres  sont  imprimitifs. 

pour  qu'un  prolongement  soit  lini  il  faut  et  il  suffit  qu'il  puisse  l'obtenir  par 
l'adjonction  d'un  nombre  fini  d'éléments  algébriques. 

8.  Décomposition  d'une  fond  ion  entière  quelconque  en  facteurs  linéaires. 
Corps  normaux  et  fonctions  normales.—  L'auteura  déjà  montré  au  paragrapheG 
que  ton  tir  fonction  entière  irréductible  dans  un  corps  9C  admet,  dans  un  prolon- 
gement convenable,  au  moins  une  rai  ine.  Par  une  suite  finie  de  tels  prolonge- 
ments, on  peut  trouver  un  prolongement  strictement  suffisant  pour  que  la 
fonction  entière  considérée  se  décompose  complètement  en  facteurs  linéaire-. 
Tous  les  prolongements  qui  satisfont  à  cette  condition  sont  équivalents  entre 
eux.    De    là    résulte    en    particulier    qu'on    peut   parler  du    nombre  des  racines 

simples,  doubles,  etc.,  d'une   f :tion  entière  d'un  corps  Di    sans  avoir  besoin 

d'indiquer  le  prolongement  de  .'H   dans  lequel  ces  racines  existent. 

I  n  prolongement  dX>  d'un  corps  tX  est  dit  normal  s'il  est  algébrique  et  si  de 
plus  toute  foni  tion  entière  irréductible  dans  iK  qui  admet  dans  Jb  un  facteur 
linéaire  est,  en  K>,  complètement  décomposable  en  un  produit  de  facteurs 
linéaires.  Si  le  corps  Ob  est  normal  par  rapport  à  9C,  il  est  aussi  normal  par 
rapport  à  tout  corps  <*X,  compris  entre  ÏK  et  Jb. 

I  ne  fonction  entière  f(x)  d'un  corps  'K  est  dite  normale  dans  ce  corps  -1 
elle  est  irréductible  et  si  le  corps  obtenu  par  l'adjonction  d'une  racine  de  f{x ) 
est  normal.  Pour  que  /(.n  soit  normale  il  faut  et  il  suffit  qne  l'adjonction 
d'une  de  ses  racines  la  décompose  complètement  en  un  produit  de  facteurs 
linéaii  es. 

Les  prolongements  de  3t  qui  sont  strictement  suffisants  pour  décomposer 
une  fonction  entière  de  <'K'  en  un  produit  de  facteurs  linéaires  appartiennent 
à  la  classe  des  prolongements  normaux. 

9.  Différentiation.  —  L'auteur,  en  vue  de  la  détermination  du  nombre  des 
rai  ini  -  multiples  d'une  fonction  entière,  définit  formellement  la  dérivée  d'une 
fonction  entière  et  d'une  fonction  rationnelle. 

10.  Les  degrés  de  multiplicité  des  racines  d'une  fonction  entière.  —  Si  la 
dérivée  d'une  fonction  rationnelle.  f(  x)  est  identiquement  nulle,  cette  fonc- 
tion est  une  constante  si  la  caractéristique  du  corps  est  0,  une  fonction 
rationnelle  de  xf ,  si  la  caractéristique  est  un  nombre  premier  p.  Ce  théorème 
est  a  la  base  de  toutes  les  théories  suivantes,  dans  lesquelles  la  caractéristique 
va  jouer  un  rôle  important. 

Lue  première  conséquence  est  la  suivante  :  Si  f(x)  posseile  un  facteur 
linéaire  multiple  d'ordre   r  (r     1).  la  dérivée  f  (x)  admet  ce  facteur  au 
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moins  r-  i  fois;  elle  l'admet  r  i  fois  seulement  si  la  caractéristique  est  ■< 
"ti  si,  lu  caractéristique  étant  p.  /  n'est  pas  mi  multiple  de  p;  sinon  f'(x) 
admet  le  facteur  linéaire  au  moins  r  fois. 

Dans  le  cas  de  In  caractéristique  //.  une  fonction  entière  de  xv  est  la  puis- 
sance ]j'im'  d'une  fonction  entière  de  .r.  et  réciproquement.  Plus  généralement 
une  fonction  entière  de  x™  est  la  puissance  (p-1)"""  d'une  fonction  entière 
de  x.  Cela  tient  au  fond  .1  ce  que,  pour  deux  cléments  quelconques  de  Df, 
on  a 

(a  +  b  a       -  br-'\ 


La  théorie  des  racines  égales  s'étend  alors,  avec  les  modifications  sui- 
vantes, à  un  corps  quelconque  DC.  S"ii  f(.x)  une  fonction  entière  mise  sous 
la  forme 

f(x)        I      '■'■.'      ■'    ':  I  f3(*)]     ■■■ 

""  /„,<■''  )  désigne  le  produit   des   facteurs  linéaires,  pris   ebacun  une  fois,  qui 

entrent///    fois  d.m-   /  1  ./  1 .    Mois: 

i°  si  la  caractéristique  de  >'•  est  0,  1  haque  fonction  f  1  x  1  appartient  au 
corps  D<   et  peut  être  obtenue  rationnellement; 

Si  la  caractéristique  de  Di  est  égale  à  p,  et  si  m  n'est  pas  divisible 
par  p,  fm'x)  appartient  air  corps  :K  et  peut  être  obtenue  rationnelle- 
ment; 

•  Si  la  caractéristique  de  ■  K  est  égale  à  p.  et  si  p  '  est  la  plus  haute  puis- 
sance dt  p  contenue  dans  m,  la  font  tion  |  /,„  <  ./.■  i|'''  appartient  au  corps  '''■ 
et  peut  être  obtenue  rationnellement. 

11.  Corps  complets  et  incomplets.  —  I  n  corps  Di  est  dit  complet  si  toute 
fonction  irréductible  dans  .>!  n'admet  (dans  un  prolongement  quelconque  de  3C) 
que  des  racines  simples;  il  est  dit  incomplet  dans  le  cas  contraire. 

Tout  corps  de  caractéristique  0  est  évidemment  complet;  parmi  les  corps  de 
caractéristique  //  il  \  en  a  qui  sont  complets  et  d'autres  qui  sont  incomplets. 
Pour  qu'un  tel  corps  soit  complet  il  faut  et  il  suffit  que  tout  élément  du 
corps  admette  dans  ce  corps  une  racine  p  '  (celte  racine  p  ""'.  m  elle  existe, 
est  d'ailleurs  unique  1.  L'exemple  le  plus  simple  d'un  corps  complet  de  1  arac- 
térisliquc  //  esl  fourni  par  le  corps  premier  de  caractéristique  p:  car  dans  ce 
corps  l'extraction  de  la  racine  p  est  toujours  possible  d'après  le  théorème 
de  lerm.it  :  ai'  -  -  a  0.  L'exemple  le  plus  simple  d'un  corps  incomplcl  esl 
fourni  par  l'adjonction  d'un  élément  transcendant  u  au  corps  précédent;  car 
dans  le  corps  prolongé  l'équation  x  ■"  u  =  0  est  irréductible  et  admet  une  racine 
multiple  d'ordre  p  (dans  un  prolongement  convenablement  choisi). 

Parmi  les  théorèmes  de  la  théorie  classique  de  Galois  qui  ne  s'appliquent  pas 
sans  exception  à  tous  li  s  1  orps,  il  y  en  a  deux  particulièrement  importants,  le 
théorème  des  éléments  primitifs  et  le  théorème  des  corps  intermédiaires.  Le 

premier  exprime  que  tout  prolongement  Uni  est  -impie,  le  sec I  qu'il  n  j   a 

qu'un  nombre  fini  de  corps  compris  entre  un  corps  .'K  et  le  ses  prolonge- 
ments finis  £  .  La  réciproque  du  dernier  théorème  esl  cependant  vraie  sans 
exception.  (  lu  peut  aussi  dé ilrer,  sans  avoir  à  distinguer  entre  les  corps  com- 
plets et  les  corps  incomplets,  le  théorème  suivant,  d'où  résulte  immédiatement 
le  théorème  des  éléments  primitifs  poui   les  1  orps  complets  : 

Si  le  corps   F  résulte  de  l'adjonction  a  un  corps  ÊK!  d'un  nombre  fi  ni  d'i  lé- 
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menti  i.  5,  -■ dont  charnu  satisfait  en    K  a  une  équation  n'admettant 

que  des  racines  simples,  .'^  est  an  prolongement  simple  de  'K  et  l'on  peut 
l'obtenir  en  adjoignant  a  K  un  seul  élément  racine  d'une  équation  n'admet- 
tant '/ne  des  racines  simples. 

L'auteur  donne  ensuite  le  théorème  suivant  qui  montre  que  le  théorème  des 

éléments  primitifs  et  le  théoi les  corps  intermédiaires  peuvent  être  tous  les 

deux  en  dcfaut  : 

\/  ;>;    est  an  corps  de  caractéristique p,  si  i^  est  un  prolongement  de  .'H 
tel  que  la  puissance  />■"  de  chaque  élément  de    £  soit  contenue  <<; 
mais  tel  que  le  degré  de   £  par  rapport  a    K  sud  supérieur  a  /•.  !,■  corps  .'^ 
n'est  pas   un  prolongement   simple  de     ':     et  il   v  a   une  infinité  de  corps 
enti  e  !  K  et  J£_. 

Les  conditions  île  l'énoncé  seront  réalisées  pur  exemple  si  l'on  prend  un  corps 
quelconque  DK  de  caractéristique/)  et  si,  /  el  u  désignant  deux  éléments 
transcendants,  on  prend  pour  3C  le  prolongement  DR  W.  ui'\.  pour  £  le  pro- 
longement 3TL  (/,  «). 

12.  Corps  incomplets  :  plus  p./it  caps  compli  /  contenant  un  corps  incom- 
plet et  />lus  grand  corps  complet  contenu  dans  un  corps  incomplet.  Corps 
radicaux.  —  Les  puissances  /■  ■  d'un  corps  D(  de  caractéristique/)  forment 
un  corps  Si1':  ce  corps  se  confond  avec  K  -i  celui  ci  est  complet;  sin  m 
un  diviseur  de  K.  Dans  tous  les  cas  on  obtienl  une  correspondance  isomor- 
priique  enti  c  DC  et  Di  ''  en  faisan!  correspondre  à  chaque  élément  de  £K  sa  puis- 
sance p De  là  résulte  en  particulier  que  si   le   corps     K    ne   contient   qu'un 

nombre  lini  d'éléments,  il  est  complet. 

Si  OC  est  un  corps  incomplet,  l'adjonction  à  D(  des  racines  p  "I  formelles  i 
des  cléments  de  9C  définit  un  prolongement  iX/,_l  dont  tous  les  i  léments  sont 
les  racines  />  "  des  éléments  de  y"<  ■  On  définit  de  même  le  corps  DC''  ', 
S(f     ,  etc.  Le  système  des  corps 

DCP_",    DC''"  ""'  .     .-..    ,vj'  '.    -X.     •;    ,  K     , 

illimité  dans  les  deux  sens,  conduit  à  un  corps  Z  formé  de  tous  les  éléments 
appartenant  aux  corps  du  système,  et  un  corps  (0  intersection  des  corps  du 
système.  Chacun  de  ces  deux  corps  esl  complet;  Z  est  le  plus  petit  corps 
complet  contenant  *)Z,  et  B  est  le  plus  grand  c  rps  complet  contenu  dans  .'K. 
Tout  corps  complet  contenant    K   admet  un  diviseur  équivalent  .i  Z  :  tout  corps 

complet  conte lans  H  admet  un  prolongement  équivalent  a    0. 

Si  K.  est  un  corps  quelconque  de  caractéristique  p.  tout  clément  a  de  iK 
détermine  une  suite 

a.     aï.     a "' .      ...     il'  " 

qui  peut  se  prolonger  vers  la  gauche  dans  le  cas  où  a  admet  dans  ÙC  une 
racine  //  .  La  suite  peut  être  périodique  et  alors  elle  se  prolonge  à  l'infini 
dans  les  deux  sens:  pour  que  cela  ait  lieu,  il  faut  el  il  suffit  que  a  soit  .il •-'dû- 
ment algébrique;  si  alors  u  est  le  degré  de  a  par  rapport  au  corps  premier 
de  ÎK',  la  période  se  compose  de  u  éléments  qui  sont  toutes  les  racines  de  l'équa- 
tion irréductible  dans  le  corps  premii  i  à  laquelle  sali-fait  a.  Il  résulte  de  là  en 
particulier  que  tout  corps  absolu  ique  i  st  conijjlet. 

Si  £  est  un  prolongement  d'un  corps  ÊX   de  caractéristique  p,  un  élément  a 
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île  £  est  dit  élément  radical  par  rapport  à  IX'  si.  pour  n  suffisamment 
grand,  a1'  appartient  à  ,'K.  Le  plus  petit  nombre  n  _z  o  tri  que,  a1'"  appar- 
tienne à  ÏX',  s'appelle  l'exposant  île  a  par  rapport  a  cK'.  Le  corps  £  est  dit  corps 
radical  par  rapport  à  JK  si  tous  ses  éléments  sont  radicaux.  L'ensemble  des 
éléments  de  £  qui  appartiennent   à  l'exposant  /  forme  un  corps. 

13.  Corps  incomplets  :  prolongements  algébriques  de  première  espèce.  — 
Une  fonction  irréductible  dans  un  corps  ,'K  est  dite  de  première  espèce  si  elle 
n'admet  que  des  racines  simples.  I  n  élément  7  algébrique  par  rapport  à  îX 
■  si  dit  de  première  espèce  si  l'équation  irréductible  en  cK  à  laquelle  il  satisfait 
est  de  première  espèce.  In  prolongement  algébrique  de  OC  est  dit  de  première 
espèce  si  tous  ses  éléments  sont  de  première  espèce.  Un  corps  complet  n'admet 
que  des  prolongements  algébriques  de  première  espèce. 

>'>il  ,'K'  un  corps  de  caractéristique/)  et  soit  g(j')  une  fonction  irréductible 
en  ;H  ;  il  existe  un  nombre  entier  non  négatif  /tel  que  g(x)  soit  une  fonction 
rationnelle  entière  de  x1'  ,  mais  non  de  .r'1  *'.  Si  alors  g{x)  est  de  degré  np1, 
l'entier  //  est  dit  le  degré  réduit  de  g  1  x  )  ;  l'entier/  est  dit  l'exposant  de  la 
fonction  g( x).  Les  fonctions  d'exposant  0  sont  les  fonctions  de  première  espèce; 
les  fonctions  les  plus  simple-,  d'exposant  1  sont  de  la  forme  a:'  —a.  L'auteur 
-'occupe  dans  ce  paragraphe  des  fonctions  d'exposant  0.  II  démontre  à  dt  égard 
les  deux  théorèmes  fondamentaux  de  la  théorie  de  t'.alois. 

Tout  prolongement  fini  de  première  espèce  est  simple. 
Entre  un  corps  ,'K  et  un  de  ses  prolongements  finis  de  première  espèce  1/ 
il  n'existe  qu'un  nombre  fini  de  corps. 

Le  second  de  ces  théorèmes  résulte  de  ce  que  chaque  corps  3TL  compris 
entre  di  et  £  est  un  prolongement  simple  de  JX  dont  un  élément  primitif  est 
une  fonction  rationnelle  entière  ty(J)  d'un  élément  primitif  /  de  F.  Si  l'équa- 
tion irréductible  g  (,r  )  à  laquelle  satisfait  j  admet  n  racines  /,  y',,  ....  /„_,,  le 
corps  4^,  admet  un  groupe  (groupe  de  Galois),  qui  laisse  invariant  chaque 
élément  de  <K  qui  est  formé  des  n  substitutions  qui  remplacent  l'élément  /(/') 
par  l'élément  f(j\).  Le  corps  Dit  est  alors  parfaitement  détermine  par  un 
sous-groupe  de  ce  groupe,  celui  qui  est  formé  des  substitutions  qui  laissent 
invariant  l'élément  i  1  /)  :  de  plus  deux  corps  qui  appartiennent  au  même  sous- 
groupe  sont  identiques.  Comme  le  groupe  n'admet  qu'un  nombre  fini  de  sous- 
groupes,  il  n'y  a  qu'un  nombre  fini  de  corps  tels  que  0ÏL-. 

14  Corps  incomplets  :  prolongements  algébriques  quelconques,  théorème 
des  éléments  primitifs  et  théorème  des  corps  intermédiaires.  —  Tout  pro- 
longement algébrique  41  d'un  corps  incomplet  IK  peut  être  obtenu  en  effectuant 
d'abord  un  prolongement  de  première  espèce  J[_„  et  en  prenant  un  corps  -^ 
radical  par  rapport  à  '^„.  Le  corps  £  0  est  formé  de  imis  les  éléments  de  -'^qui 
sont  de  première  espèce  par  rapport  à  ÎK .  Si  £  est  un  prolongement  fini,  le 
plus  grand  exposant  f  des  éléments  de  41  s'appelle  l'exposant  de  41i  le 
degré  n  de  '!„  s'appelle  le  degré  réduit  de  (^  par  rapport  à  3t.  Le  degré 
de  £  est  un  multiple  de  npJ,  le  degré  de  tout  élément  de  £  est  un  diviseur 
de  np  '. 

Pour  que  le  prolongement  fini  de  £  soit  simple  il  faut  et  il  suffit  que  le 
degré  de  41  soit  exactement  égal  n  np'. 

Si  P  est  un  prolongement  algébrique  simple  de  cX,  tout  corps  compris 
entre    IK    et   41  est   aussi  an   jirolongement    algébrique    simple    de  ÏK  :    ce 
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théorème,  dans  le  ra~  des  prolongements  transcendaux  simples  du   corps  des 

nombres  rationnels,  n'est  autre  que  le  théorème  de  Lurolh. 

L'auteur  démontre  ensuite  une  relation  remarquable  entre  le  théorème  des 
éléments  primitifs  et  celui  des  corps  intermédiaires  : 

Pour  qu'entre  un  corps  .'K  et  un  de  ses  prolongements  £  il  n'existe  qu'un 
nombre  fini  de  corps,  il  faut  et  il  suffit  que  y  soit  un  prolongement  algé- 
brique simple  de  DC. 

Outre    les   corps   complets   il   \    a    une    catégorie  de   corps    incomplets    j r 

lesquels  le  théorème  des  éléments  primitifs  et  celui  des  corps  intermédiaires 
sont  toujours  vrais;  elle  est  formée  des  corps  .'H'  de  caractéristique  />  pour 
lesquels     K    est    un  prolongement   fini   et   de  degré  p  de  Df.  Tout  autre  corps 

inr plet     admet    un    prolongement    fini    mettant     les    deux     théorèmes     en 

défaut. 

15.  Corps  Unis.  —  Tout  corps  fini  cK,  c'est-à-dire  formé  d'un  nombre  fini 
d'éléments,  a  pour  caractéristique  un  nombre  premier  p.  Si  ,'K  est  de  degré  n 
par  rapporl  à  son  corps  premier,  il  admet  y;"  éléments  qui  ^ml  les  racines  de 
l'équation  x1'  — x  =  o ;  tous  les  corps  pour  lesquels  p  el  n  ont  les  mêmes 
râleurs  appartiennent  au  même  type  C    „. 

Si  un  corps  ;K  admet  un  diviseur  du  type  C  il  admet  un  diviseur  et  un 
seul  du  type  £'/,,  d  désignant  un  diviseur  quelconque  de  n:  celui  de  ses  divi- 
seurs du  type  C",  est  formé  de  tous  les  éléments  de  'K  qui  sont  absolument 
algébriques  de  degré  n. 

Tout  corps  fini  est  simple  par  rapport  à  son  corps  premier  et  ce  corps  pre- 
mier admet  par  suite  des  fonctions  irréductibles  de  n'importe  quel  degré  n .; 
le  produit  de  toutes  les  fonctions  irréductibles  dont  le  degré  est  n  ou  un  divi- 
seur de  n  est  x1'  —  x. 

III.  Prolongements  algébriques  infinis.  —  16.  Les  corps  absolument  algé- 
briques dont  la  caractéristique  est  un  nombre  premier.  —  L'auteur  introduit 
les  sj  mboles 
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on  y,,  q  ,  y. représentent   les   nombres  premiers  naturels   2.  3.  5,   ...,  où 

les  exposants  ■/.,  sont  des  nombres  entiers  non  négatifs  ou  r  .  il  appelle  un  tel 
symbole  un  nombre  G.  On  convient  de  dire  que  deux  nombres  G  sont  égaux 
si,  quel  que  soit  i,  x;=\-;  un  nombre  ('•  ?n  est  dit  divisible  par  un  nom- 
bre ('./(  si  les  exposanis  de  m  sont  respectivement  supérieurs  ou  égaux 
a  ceux  de  n  :  le  quotient  de  m  par  /;  est  encore  un  nombre  G  dont  les 
exposants  sont  les  différences  des  exposants  de  m  el  de  »,  en  convenant  de 
poser  x  —  x  =  o.  Tout  système  de  nombres  '■  admet  un  plus  grand  com- 
mun diviseur  et  un  plus  petit  commun  multiple  dont  on  trouve  facilement  les 
exposants. 
Ces  notions  étant  admises  l'auteur  démontre  le  théorème  suivanl   : 

Tout  corps  absolument  algébrique  de  caractéristique  p  correspond  à  un 
nombre  G  bien  détermine,  qu'on  appelle  son  degré;  il  existe  toujours 
un  corps  dont  le  degré  est  un  nombre  G  donné  à  l'avance,;  tous  les  corps 
de  même  degré  sont  équivalents. 
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i'n  oblicnl  le  degré  d'un  corps  absolument  algébrique  DC  on  consldéranl  le 
système  formé  par  les  degrés  des  corps  Huis  contenus  dans  .'K  :  tous  les  nombres 
de  ce  système  admettent  un  plus  petit  multiple  commun  qui  est  un  nombre  —  (i 
et  qui  c^t  par  définition  le  degré  de  DC. 

Pour  démon tn  r  qu'il  existe  des  corps  de  degré  donné  quelconque  m,  l'auteur 

i ■  une  suite  infinie  d'entiers  tels  que  chacun  soit  dh  iseur  du  suivant,  dans 

chacun  desquels  n'cntrenl  que  des  diviseurs  de  m  et  telle  que  tout  diviseur 
naturel  de  m  entre  dans  l'un  au  moins  d'entre  eux.  A  chaque  nombre  /•„  de  la 
suite  l'auteur  fait  correspondre  un  élément  /,.  racine  d'une  équation  irréduc- 
tible »r„(a  I  de  degré  /■„  et  définissant  un  corps  DC„  prolongement  simple  du 
corps    premier  (P     de   caractéristique  />.   On   peut   faire   en   sorte  que  chaque 

'   i ;     soit  fonction   entière  du  suivant  j„+t,  de  manière  que  chaque 

corps  >'  soil  h ii  diviseur  du  suivant  DC„+1.  L'ensemble  des  éléments  apparte- 
nant à  '.'.'.  ;>'.,.  DC,,  etc.,  constitue  un  corps  qui  satisfait  aux  conditions 
voulues 

Si  m  désigne  un  nombre  G  quelconque,  tous  les  corps  de  degré  m  appar- 
tiennent au  même  type  0  „,.  Si  l'on  adjoint  au  corps  premier  '!' ,  un  système 
quelc ]ue  d'éléments  algébriques,  on  obtient  un  corps  absolument  algé- 
brique i  ,  i'ini  le  degré  m  est  égal  au  plus  petit  multiple  commun  des  degrés 
des  élément  -  du  système. 

Dans  chaque  corps  i  il  existe  des  fonctions  irréductibles  de  degré  n,  sous 
la  seul idition  que  n  ne  contienne  que  des  facteurs  premiers  q{  dont  l'expo- 
sant   /-    dans   ni   =  II'/)"    est   fini. 

En  particulier  le  corps  dont  le  degré  est  Ugf  n'admet  aucune  fonction  irré- 
duetible  :  il  est  algébriquement  fermé. 

17.  Corps  algébriquement  fermés.  —  Ce  qui  préi  ède  montre  que  le  corps  P  , 

pool  être  prolongé  en   ui p's  algébriquement  fermé;  soil  -1- ,  un  tel  corps. 

L'auteur  s'occupe  nia  m  I  ruant  de  résoudre  le  même  problème  en  partant  d'un 
corps  quelconque  DC,  c'est-à-dire  de  le  prolongei  en  un  corps  algébriquement 
fermé.  Il  montre  d'abord  que  tout  prolongement  algébriquement  fermé  di  .  >'. 
contient  un  prolongement  algébriquement  fermé-  minimum  qui  se  distingue 
de  tous  les  autres  en  ce  qu'il  est  algébrique.  Tout  corps  J'  algébriquement 
fermé  de  caractéristique/)  admet  ainsi  un  diviseur  algébriquement  fermé,  qui 
est  du  type  A>  :  il  esl  formé  de  tous  les  éléments  absolument  algébriques 
de  r  . 

Le  corps  'A',,  des  nombres  rationnels  admet  aussi  un  prolongement  algébrique 
ment  fermé  A-:]  obtenu  par  l'adjonction  de  tous  les  nombres  algébriques;  mais 
on  peut  arriver  a    ce  prolongement   -l ■■„  sans  l'intervention   des  nombres  com- 
plexes généraux. 

18.  Relations  entre  les  systèmes  de  /mictions  entières  et  les  prolonge- 
ments.  —  Avant  de  démontrer  l'existence  d'un  prolongement  algébriquement 
fermé  d'un  corps  quelconque  donné  DC,  l'auteur  introduit  de  nouvelle- 
notions. 

Soient  .^\\n  prolongement  d'un  corps  DC,  S  un  système  fermé  d'un  nombre 
fini  ou  infini  de  fonctions  entières.  Si  le  système  S  est  fini  il  y  a  toujours  un 
prolongement  dans  lequel  les  fonctions  se  décomposent  complètement.  Cela 
étant,  une  fonction  ç(.r)  sera  dite  subordonnée  au  système  ,/î/u  de  fonctions  S 
si  tout  prolongement  qui  décompose  complètement  les  fonctions  du  système  S 
décompose  aussi  complètement   o(x);    il   suffit,   pour  qu'il  en    soit  ainsi,  que 
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cela  ait  lion  pour  un  prolongement  particulier.  Une  fonction  o(x)  sera  dite 
subordonnée  au  système  infini  S  si  elle  est  subordonnée  à  toute  partie  finie  de  S. 

Deux  systèmes  de  fonctions  seront  dits  équivalents  si  chacun  est  subordonné 
,i  l'autre. 

I  n  système  S  est  Ht  complet  si  toute  fonction  subordonnée  à  S  appartient 
à  S.  Si  S  et  S'  sont  équivalents,  tout  prolongement  £  strictement  suffisant  pour 
décomposer  complètement  les  fonctions  de  S  est  aussi  strictement  suffisant 
pour  décomposer  complètement  celles  de  S'.  Un  tel  prolongement  3b  est  normal 
et  toute  fonction  qui  se  décompose  totalement  en  3b  est  subordonnée  à  S. 
L'ensemble  S  de  toutes  les  fonctions  qui  se  décomposent  complètement  dans  un 
prolongement  )b  est  complet  et,  si  3b  est  normal,  il  est  strictement  suffisant 
pour  décomposer  totalement  S. 

Enfin  tout  système  de  fonctions  S  est  équivalent  à  un  système  de  fonctions 
normales. 

19.  Considérations  auxiliaires  tirées  de  la  théorie  des  ensembles.  —  On 
vient  de  voir  qu'à  chaque  prolongement  normal  3b  correspond  une  classe  de 
systi  mes  de  fonctions  équivalents  pour  la  décomposition  desquelles  le  prolonge- 
ment est  strictement  suffisant.  La  démonstration  de  la  réciproque  exige  le 
recours  à  la  théorie  des  ensembles. 

L'auteur  rappelle  les  notion-  d'ensemble  ordonné,  de  coupure,  de  type 
d'ordre,  d'ensemble  bien  ordonne,  de  nombres  ordinaux  (de  première  et  de 
deuxième  espèce);  il  rappelle  enfin  le  théorème  de  l'induction  complète  et  le 
théorème  de  Zermelo  d'après  lequel  tout  ensemble  peut  être  bien  ordonné. 

20.  Les  premières  applications.  —  Un  système  bien  ordonné  S  =  !/., (.r); 
de  fonctions  entières  d'un  corps  K  „  esl  dit  progressif  (par  rapport  à  tX„) 
ii  /'„(./)  ne  se  décompose  pas  complètement  dans  DC0  et  si  aucune  des  autres 
fonctions  fv(x)  n'est  subordonnée  a  l'ensemble  des  fonctions  qui  la  précèdent 
[ou  au  segment  (Abschnitt)  qui  lui  correspond  dans  l'ensemble  bien  ordonné  S]. 

Si  S  esl  no  système  bien  ordonné  de  fonctions  entières  de  3t,  qui  ne  se 
décomposent  pas  toutes  en  cX„,  le  système  S  contient  un  système  partiel  pro- 
gressif S'  équivalent  à  S. 

Si  y  est  un  prolongement  quelconque  de  3C„,  S  =  }a„]  un  système  bien 
ordonné  d'éléments  de  £,  ce  système  est  dil  progressif  si  «„  n'appartient  pas 
.i  K  ,  et  si  aucun  des  éléments  av  n'appartient  au  corps  obtenu  par  l'adjonction 
des  éléments  qui  le  précèdent.  Tout  système  bien  ordonné  S  d'éléments  de  .(^, 
tel  que  tous  ces  éléments  n'appartiennent  pas  tous  à  tK'„  peut  être  remplacé 
par  un  système  partiel  S)  progressifs  que  l'adjonction  des  éléments  de  S' 
produise  le  même  corps  que  l'adjonction  des  éléments  de  S.  Tout  prolonge- 
iii I- ii t  d'un  corps  peut  être  obtenu  par  l'adjonction  d'un  système  progressif 
d'éléments. 

On  peut  faire  en  sorte  que  les  éléments  d'un  corps  soient  bien  ordonnés,  le 
premier  élément  étant  o,  le  second  s.  Si  deux  corps  bien  ordonnés  appartien- 
nent au  même  type  d'ordre,  il  existe  eutre  leurs  éléments  une  correspondance 
univoque  :  si  celte  correspondance  est  isomorphique,  les  deux  corps  bien 
ordonnés  seront  dits  isomorphiquement  semblables. 

Dans  un  corps  bien  ordonné  on  peut  ordonner  l'ensemble  des  fonctions 
entières,  en  convenant,  étant  données  deux  fonctions  entières 

g[x)  =  C|i0H-  C:j.:x  -+-  civr--r  .... 
h (  x)  —  c»  -+-  cVi  x  +  Cv.  x'! -+-... , 
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île  dire  que  g{x)  est  antérieure  à  h{x  |  si  /.  étant  le  plus  petit  indice  pour 
lequel  p.,  %,  on  .1  ;j ..  ■  ;  ■/ ,. .  L'ensemble  des  fonctions  entières  se  trouve  ainsi 
bien  ordonne. 

Soient  .K,  un  prolongement  algébrique  simple  d'un  corps  bien  ordonné  <K  . 
j  un  élément  primitif  de  îK,.  On  obtiendra  une  bonne  ordination  primitive 
de  5C,  en  convenant  de  regarder  l'élément  g{J)  comme  antérieur  à  l'élé- 
ment h(j)  si,  dans  le  corps  DC01  la  fonction  g[J.Ê)  est  antérieure  à  la  fonc- 
tion /((.().  Dans  une  telle  ordination,  les  éléments  de  .'H,,  sont  placés  les  pre- 

1 rs    el    1    esl    le  premier  clément  qui  suit   ceux  de  3C„.  L'élément  /  est  dit 

élément  principal  de  la  bonne  ordination  primitive. 

Sent  l'  un  prolongement  algébrique  quelconque  d'un  corps  bien  ordonné  '>!,. 
On  dit  que  !?  est  ôien  ordonné  régulièrement  par  rapport  à  £X„  si  J^  est  bien 
ordonné  de  manière  à  satisfaire  aux  conditions  suivantes  :  Le  corps  <K„  ainsi 
que  le  corps  qui  résulte  de  cK„  par  l'adjonction  d'un  segment  (Abscknitt) 
de  JÇ^,  doit  être  aussi  un  segment  de  (^  (ou  '^  )  :  appelons  segments  fonda- 
mentaux les  segments  de  £  ainsi  obtenus:  appelons  élément  fondamental 
correspondant  l'élément  immédiatement  suivant;  le  corps  résultant  de 
l'adjonction,  à  un  segment  fondamental,  de  l'élément  fondamental  corres- 
pondant, doit  avoir  pu-  rapport  au  segment  fondamental,  une  bonne  ordina- 
tion primitive. 

Si  le  corps  4^  est  ordonné  régulièrement  par  rapport  3  DC0,  les  éléments 
fondamentaux  j\  forment  un  système  progressif  dont  l'adjonction  au  corps  lKa 
donne  le  corps    £  . 

L'ordination  régulière  d'un  corps  ^  est  complètement  déterminée  par  la 
bonni  ordination  du  corps  .'K'„  et  le  système  bien  ordonné  3  =  /.  de  ses 
éléments  fondamentaux.  On  peut  se  donner  arbitrairement  un  système  pro- 
gressif ,7  d'éléments  de  £  :  il  existe  une  ordination  régulière  de  (^  /iour 
laquelle  les  éléments  fondamentaux  forment  le  système  |/,j. 

De  la  résulte  enfin  que  tout  prolongement  algébrique  d'un  corps  bon 
ordonné  peut  être  ordonne  régulièrement. 

21.  Le  théorème  fondamental  des  prolongements  algébriques,  —  Soit  -)îi 
un  prolongement  algébrique  du  corps  bien  ordonné  9C0,  lui-même  bien  ordonné 
régulièrement  par  rapport  à  DC„.  Soient  3  -  /  le  système  des  éléments  fonda- 
mentaux, H,  le  segment  de  )tj  el  3,  le  segment  de  3  déterminé  par  /„.  L'élé- 
ment /„  est  racine  d'une  fonction  irréductible  f,(x)  de  3C0,  ainsi  que  d'une 
fonction   irréductible   -./■<'     du   corps    H    :   la  fonction    r ,(■>')    est  un   facteur 

•  in    arrive     ainsi     à    deux    systèmes    de    fonctions     F 
et  <l>  =  ;  •;  1  ./  1  .  Les  pre res  s'appellent  fonctions  fondamentales,  les  der- 
nières facteurs  fondamentaux  de  la  bonne  ordination  régulière.  Les  segments 
de  V  et  <l>  seront  désignés  par  Kv  et  <!>.. 

Si  toutes  les  fonctions  fondamentales  sont  normales  le  corps  Db  est  lui-même 
normal  el  il  esl  strictement  -nuisant  pour  décomposer  complètement  les  fonc- 
tions/.,^). Le  système  I    est  progressif. 

Dans  le  corps  îK,  on  peut  bien  ordonner  les  fonctions  entières;  si  de  tous  les 
facteurs  de  /  1  ,r  ,  irréductibles  dans  DCV,  la  fonction  s(x)  est  la  première,  on 
dira  que  l'ordination  de    '(•  esl  normale. 

Si  }b  est  un  prolongement  normal  de  EK0,  si  chaque  élément  iv  du  sys- 
tème 3  =  :/  est  racine  d'une  fonction  normale  ./',(>')  de  <'K(I  et  si  le 
système  de  fonctions  I  ./.(■''  est  progressif,  on  peut  d'une  manière 
el  d'une   seule   ordonner     !.     normalement  par  rapport  a  Dt0  de  manière 
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que  \!  soit  le  système  îles  fonctions  fondamentales  et  H  le  système  des 
éléments  fundanientaux. 

si  l'on  considère  deux  prolongements  normaux  et  normalement  ordonnes 
du  corj/s  bien  ordonne  .'K',,  et  s'il  leur  appartient  le  même  système  de 
fonctions  fondamentales,  ces  deux  prolongements  sont  isomorpkiquemcnt 
se  m  blables. 

Si  i'H„  est  un  corjis  bien  ordonne,  F=  ',f.,(x)',  un  système  progressif  de 
fonctions  normales  de  3C0)  il  existe  des  prolongements  normaux  et  normale- 
ment ordonnés  de  IK'„  avec  le  système  fondamental  P. 

De  ces  tliéorèmes  résulte  enfin  le  théorème  fondamenl.il  : 

Si  'K(l  est  un  corps  que/conque,  S  un  système  quelconque  de  fonctions 
entières  en  <K„,  il  existe  un  prolongement  de  cX!0  strictement  suffisant 
pour  décomposer  en  facteurs  linéaires  toutes  les  fonctions  du  système  S. 
7'ous  les  prolongements  qui  satisfont  a  cette  condition  sont  équivalents 
entre  eux. 

La  deuxième  Partie  de  ce  théorème  est  démontrée  par  l'auteur  a  l'aide  de 
l'axiome  du  choix  (  Auswahlprinzip). 

Comme  cas  particulier  on  voit  que  tout  corps  admet  un  prolongement  algé- 
brique algébriquement  fermé  et,  à  l'équivalence  près,  un  seul. 

IV.  Pholongehents  THANSCENDANTS.  -  'il.  Prolongements  transcendants. 
Dépendance  algébrique  entre  les  éléments  d'un  prolongement.  —  Un  pro- 
longement transcendant  est  celui  qui  n'est  pas  algébrique.  Si  rS  est  un  système 
d'éléments  d'un  prolongement  J^  d'un  corps  donné  SX.',  a  un  élément  de.'^, 
l'élément  a  sera  dit  algébriquement  dépendant  de  -S,  si  a  est  algébrique  par 
rapport  au  corps  DC(cS);  le  système  S' est  dit  algébriquement  dépendant  de  'S 
si  chaque  élément  de  -S'  dépend  algébriquement  de  -S.  Les  systèmes  -S  etrS'  sont 
dits  équivalents  si  chacun  dépend  algébriquement  de  l'autre. 

Un  système  d'éléments  -S  est  dit  réductible  s'il  est  équivalent  à  une  de  ses 
parties  ou  s'il  est  formé  d'un  seul  élément  algébrique;  dans  le  cas  contraire  II 
est  dil  irréductible.  Chaque  partie  d'un  système  irréductible  est  irréductible; 
chaque  système  réductible  contient  un  système  réductible,//;»'. 

Le  prolongement  .(^  est  dit  purement  transcendant  s'il  résulte  de  l'adjonc- 
tion d'un  système  irréductible  d'éléments.  Deux  prolongements  purement 
transcendants  fournis  par  deux  systèmes  irréductibles  de  même  puissance  sont 
équivalents. 

Si  un  système  irréductible  V  dépend  algébriquement  d'un  système  irréduc- 
tible fini  13,  il  ne  peut  pas  contenir  plus  d'éléments  que  lui  :  s'ils  ont  le  même 
nombre  d'éléments,  ils  sont  équivalents. 

.':!.  Le  degré  de  transcendance  et  la  classification  des  corps.  —  Dans  ce 
paragraphe  l'auteur  fait  de  nouveau  appel  au  théorème  sur  les  ensembles  bien 
ordonnés.  Il  montre  d'abord  que  tout  système  rS  dont  les  éléments  ne  sont  pas 

tous  algébriques  est  équivalent  a  un  systè partiel  irréductible.  De  là  résulte 

le  théorème  fondamental  : 

Tout  prolongement  transcendant  d'un  corps  peut  être  obtenu  par  un  jtro- 
longement  purement  transcendant  suivi  d'un  prolongement  algébrique. 

Le    prolongement    purement    transcendant    est    possible    d'une     inlinité    de 
manières:    mais  de  quelque  manière  qu'on  procède,  on   arrive  a   des   pro- 
Bull, des  Sciences  mathem.,  -i"  série,  t.  XXXV.  (  Novembre  191 1.)        R.ia 


i;8  SECONDE   PARTIE. 

longements  purement  transcendants  équivalents  entre  eux  et  ayant  la  même 
puissance  {nombre  cardinal). 

Ce  nombre  cardinal  s'appelle  le  degré  de  transcendance  de  '^  par  rapport 
à  .'K.  Le  degré  de  transcendance  d'un   prolongement  algébrique  est  o. 

Un  prolongement  qui  résulte  de  deux  prolongements  successifs  de  degrés  de 
transcendance  s  et  t,  a   le  degré  de  transcendance  s  -t-  t. 

Le  degré  de  transcendance  absolu  d'un  corps  tH  est  le  degré  de  transcen- 
dance de  !X  par  rapport  à  son  corps  premier.  On  peut  ranger  dans  une  même 
classe  K  ,  tous  1rs  corps  qui  ont  la  même  caractéristique  c  et  le  même  degré  de 
transcendance  absolu  /.  Dans  la  classe  K. ,  il  y  a  deux  types  remarquables  : 
le  type  Si,  t  obtenu  par  un  prolongement  purement  transcendant,  de  degré  de 
transcendance  /.  du  corps  premier  (i?  ;  ensuite  le  type  -V,  ,  obtenu  en  prolon- 
geant algébriquement  Si, ,  en  un  corps  algébriquement  ferme.  Le  type  -.b, ,  est 
le  seul  type  algébriquement  fermé  de  la  classe  Si,  ,. 

24.  Remarques  complémentaires  diverses.  —  On  peut  considérer  la  puis- 
sance (Màchtigkeit)  d'un  corps  regardé  comme  un  ensemble  d'éléments.  Un 
corps  dont  le  degré  de  transcendance  absolu  t  est  infini  a  pour  puissance  t;  si 
le  degré  de  transcendance  absolu  est  tini,  le  corps  est  formé  d'une  infinité 
dénombrable  d'éléments  ou  est  fini.  Tous  les  corps  algébriquement  fermés  de  la 
puissance  du  continu  et  de  caractéristique  o  sont  par  suite  isomorphes:  par 
exemple  le  corps  des  nombres  complexes,  le  corps  des  fonctions  algébriques 
d'une  ou  de  plusieurs  variables,  etc. 

L'auteur  a  démontré  (n°  14)  que  si  ,TC(.rj  cm  un  prolongement  algébrique 
simple  de  X.,  tout  corps  compris  entre  -TC  et  .1C(.t)  est  aussi  un  prolonge- 
ment simple  de  X.  Le  théorème  île  Lu  rot  h  revient  à  dire  que  le  théorème 
précédent  est  ,ni>-i  vrai  des  prolongements  transcendants.  L'auteur  en  donne 
une  démonstration  rationnelle  qui  s'étend  à  tous  les  corps  possibles,  complets 
ou   incomplets. 

La  démonstration  donnée  par  l'auteur  de  l'existence  d'un  prolongement  algé- 
briquement ferme  d'un  corps  donné  repose  sur  le  théorème  d'après  lequel  tout 
ensemble  peut  être  bien  ordonné;  mais  la  recherche  de  ce  prolongement  peut, 
dans  certains  cas,  être  faite  indépendamment  de  la  notion  d'ensemble  bien 
ordonne.  L'auteur  donne,  comme  exemple,  le  corps  des  nombres  réels  ou  com- 
plexes et  le  corps  des  nombres  y<-adiques  de  M.  lleusel.  Dans  ce  dernier  cas, 
il  suffit,  pour  obtenir  un  prolongement  algébriquement  fermé,  de  décomposer 
complètement  1rs  fonctions  entières  et  a  coefficients  entiers  qui  sont  dénom- 
brables;  on  peut  par  suite,  suivant  un  procédé  régulier,  effectuer  une  infinité 
dénombrable  de  prolongements  successifs  simples. 

Un  corps  absolument  algébrique  n'est  isomorphe  à  aucune  de  ses  parties. 
Deux  diviseurs  d'un  corps  absolument  algébrique,  dont  l'un  est  une  partie  de 
l'autre,  ne  peuvent  pas  être  isomorphes.  Si  t  est  infini  et  si  l'on  considère  un 
corps  -L,  ,,  l'adjonction  d'un  élément  transcendant  X  donne  un  corps  chet(x) 
qui  n'étant  pas  algébriquement  ferme,  n'est  pas  isomorphe  à  =Aoe[;  mais  on 
peut  prolonger  tUc  ,(x)  en  un  corps  algébriquemenl  fermé  qui  est  de  nouveau 
isomorphe  a   -\     ,. 

Jung  (Henrich-  W.-E.).  —  Sut-  le  plus  petit  cercle  qui  enferme 
une  figure  plane  (3io-333). 

Étant    donnes    3  points   dans    un    pi, in.  le  plus    petit  cercle    qui  contient   ces 
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3  points  à  son  intérieur  est  le  cercle  circonscrit  au  triangle  qu'ils  forment,  -i 
ce  triangle  est  acutangle:  c'est  le  cercle  décrit  sur  le  plus  grand  côté  comme 
diamètre,  si  le  triangle  est  obtusangle.  Si  l'on  a  11  points  au  lieu  de  3,  on 
résout  le  problème  pour  trois  des  n  points  et  l'on  prend  le  plus  grand  des 
cercles  obtenus. 

Soient  ;i  points  dans  un  plan,  tels  que  la  plus  grande  distance  de  deux  d'entre 
eux  soit  égale  à  1;  on  dit  qu'on  a  un  système  de  points  de  diamètre  1.  Le  plus 
petit   cercle  dans   lequel  on  peut   placer  un   système  quelconque  de  points   de 

diamètre  1  est  le  cercle  de  ravon  -^- 
"        Vi 

Frobenius  (G.).  —  Sur  le  théorème  de  Fermât  1   li  |-3i6). 

L'équation 

xt  —  y?+  z?  =  o, 

où  p  est  un  nombre   premier  impair,  ne  peut  admettre  de  solutions  entières  x, 

—  z.  —  —  y  ~ 

Y    x     z    x     z    y 

à  certaines  congrueuces  établies  par  M.  Mirimanoff.  De  ces  congruences 
M.  Wiefericb  a  déduit  la  suivante 

i(moo>=). 

L'auteur  donne  une  démonstration  simple  de  cette  congruence. 


ACTA  MATHEMATJCA. 
Tome   XXIII   ('). 

Fredholm  1  /.)  [H  9  a,  H  10 /'.  Ta  «].  —  Sur  les  équations  de  l'équi- 
libre d'un  corps  élastique  (  1-42). 


(0 


n  °    °    ''1 

;      - —  >  —  >  —    «  =  o 

,  '       ".r.     àx 


où  /  est  une  l'orme  définie,  étant  une  équation  aux  dérivées  partielles  linéaires 
à  coefficients  constants  d'ordre  pair  (et  à  termes  tous  de  même  ordre  de  diffé- 
rentialion),  on  en  recherche  les  intégrales  homogènes  de  degré  — 1,  suscepti- 
bles de  jouer  le  même  rôle  que  -  joue  vis-à-vis  de  l'équation  de  Laplace. 

I.  —  1.  Les  solutions  homogènes  du  degré  — 1    des  équations  différentielles 
linéaires  à  coefficients  constants.  -  -  On  part  de  l'intégrale  particulière  évidente 


(2) 


-.xx  +  -r,.r„  —  x. 


Voir  Bulletin  II  19.07,  t.  XXXI,  p.  5.'|. 
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:,  t\  étant  deux  constantes  arbitraires  liées  par  la  relation 


(3) 


/(!,,,.)=. 


Cette  quantité  vériliant  l'équation  (i)  quels  que  soient  ;,  r,,  dans  la  condi- 
tion (3),  il  en  sera  de  même  si,  considérant  %  comme  variable,  on  l'intègre  après 

l'avoir  multipliée  par  d\  et  par  un  polynôme  eu  y,,  y  |  :,  t\)   {  el   divisée  comme 
Il  est  classique,  par  -—  )  ■ 

L'expression  ainsi  obtenue  peut  être  transformée  de  diverses  manières  : 
d'abord  en  groupant  ensemble  les  termes  qui  correspondent  à  mie  inèioc 
valeur  de  ;  [r,  étant,  au  contraire,  remplacé  successivement  par  les  n  racines 
de  l'équation  (3)]:  la  somme  de  ces  ternies  donne 


r,„  étant  donné  en  fonction  de  \  par  Ex,  -+-  fi0 ar5 -f- xz  =  o. 

On  intègre  le  long  d'un  contour  fermé  C  ne  renfermant  pas  de  point  singu- 
lier de  y:  on  constate  (à  l'aide  du  théorème  fondamental  de  Cauchy-Kowa- 
levski)  qu'on  peut  représenter  sous  cette  forme  toute  intégrale  homogène  de 
degré  —  î . 

De  plus,  on  peut  représenter  la  quadrature  eu  termes  Unis,  par  une  somme 
de  résidu-  :  on  trouve  la  formule 


.,£;.;;.  i-  '/..;•;--  k,  ;?-/;,;•?' 


Xv 

df 


x^. 
àf 


'■ 


dan?  laquelle  ;v,  :';.  ;'  désignent  successivement   une   quelconque   des 
lions  communes  aux  équations 


(4) 


/1;,:..;3)=o. 


t+l,X, 


pendant  que  kn  k~,  k^  sont  des  arbitraires  introduites  pour  la   symétrie  el  qui 
s'éliminent  d'elles-mêmes  du  résultat. 

L'intégrale  ainsi  formée,  considérée  comme  fonction  de  .r,  ne  peut  avoir  de 
singularité  que  lorsque  l'une  des  racine-  :  qui  correspondent  aux  solutions  du 
système  (4)  traverse  le  contour  C  (et  même,  en  tenant  compte  de  la  déforma- 
bilité  de  celui-ci.  que  lorsqu'une  racine  intérieure  à  C  vient  coïncider  avec  une 
racine  extérieure).  De  plus,  elle  ne  change  pas  par  le  changement  simultané 
de  a:,,  x,,  x2  ou  — xr  — x. . —  x  . 

'.!.  Le  cas  où  /  (  ï,,;;.  ;3)  est  une  forme  définie.  —  Dans  ce  cas,  on  peut,  ce  qui 
est  l'objet  fondamental  du  travail  actuel,  s'arranger  pour  que  l'intégrale  « 
définie  dans  le  n"  précédent  n'ait  aucun  point  singulier  réel,  l'origine  exceptée. 
Il  suffit  d'intégrer  le  long  des  valeurs  réelles  des  ;,  en  prenant  pour -y  un  poly- 


nome  île  degré  n  —  2  par  rapport 
lions  vérifiant  la  solution  déniant! 
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lel  i  iv-    i  In 


:!.   ,  Ipplication  à  un  système  d'équations  différentielles.  —  Soit  le  système  de 
trois  équations  du  second  ordre  aux  trois  inconnues  uu  ut,  w, 


(5) 


1 


les  Aa;jl  désignant  des  symboles  d'opération  de  la  fo 


4   _  y  r*\  _L  jL 

'■'■•■    -  _~  \œ3  /  êx„  àxi 
x.  p        '  "        ? 


où    les  parenthi 


désignent  autant  de  cofficients  constants.  Chacun  des 


n  est  alors  solution  d'une  même  équation  du  sixième  ordre 


fi 


où  /  i  -l  le  déterminant 
(6) 


0        à        ti    \     _ 
ôx,  '  Ox,  '  il.r   r 


4„     A,,,     A„ 
A;,      A,,      4„ 

A;:,       4M       A:;3 


i  les  cl  i  ITV'-ren  liai  ions  étant  remplacées  par  les  produits  correspondants  des  ç). 

On  cherche  les  solutions  (elles  que  chacun  d'eux  soit  régulier  en  tout  point 
réel  autre  que  l'origine.  On  en  trouve  trois  (  ')  (au  lieu  de  quinze,  nombre  de 
solutions  indiquées  au  n"  précédent  pour  n  =6)  :  on  les  obtient  en  composant 
les  polynômes  'i  avec  les  mineurs  du  déterminant  (fi)- 

Soit  p,,  p,,  p.,  une  telle  solution,  c'est-à-dire  une  combinaison  linéaire  quel- 
conque des  trois  précédentes. 

On  écrit  les  solutions  analogues  pour  le  système  adjoint  (lequel  se  déduit 
du  premier  en  intervertissant,  dans  chaque  A.   les  indues  X  et  jjl). 

II.  La  mi  thodk  nr:  Gbein.  —  I.  Démonstration  d'un  théorème  fondamental. 
—  Formule  correspondante  à  celle  de  Green  pour  l'équation  de  Laplace;  i  eltc  for- 
mule représcnle  ici  le  théorème  de  Betti. 

2.  Application  de  la  méthode  de  Green  aux  systèmes 

Dans  la   formule  ainsi  obtenue,  on  prend  pour  les  v  les  valeurs 

Pu   (Xl~  X'l   X1 X~7  X3—Xl)t 

où  x°,  x",  xl  sont  des  nombres  déterminés  el  (p\,  'i..,  ,'i ,  )  une  solution    du   lype 
défini  précédemment. 


(  '  )  On  démontre  plus  tard  que  ce  sont  les  seules. 
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Il  faut  alors  comme  dans  le  calcul  analogue  île  la  théorie  du  potentiel,  com- 
pléter la  formule,  si  le  point  A  (x°,  x?,,  x'„)  est  intérieur  au  volume  d'intégra- 
tion, par  un  terme  de  la  forme 

(7)  L,  itJ-t-L,  k!  +  L3  «;, 

où  les  L  sont  des  constantes  et  les  u  les  valeurs  des  u^  en  A.  C'est  ce  terme 
qui  est  exprimé  par  une  intégrale  double  dont  l'élément  est  formé  avec  les 
valeurs  frontières  des  u  et  celles  de  certaines  combinaisons  T,  de  leurs  dérivées 
premières  et  des  coinus  directeurs  du  plan  tangent.  Dans  le  cas  des  équations, 
de  l'élasticité,  les  T  sont  les  composantes  de  l'effort  superficiel. 

Si  V  était  extérieur  au  volume  d'intégration,  il  n'y  aurait  pas  de  termes  de 
la  forme  (7  ). 

3.  Calcul  des  coefficients  L  et  M.  —  Les  coefficients  L  qui  figurent  dans  l'ex- 
pression (7)  sont  des  intégrales  étendues  à  une  certaine  surface  sphérique  u  ou  à 
n'importe  quelle  autre  surface  pouvant  se  ramener  à  w  par  déformation  con- 
tinue sans  traverser  le  point  singulier.  Pour  calculer,  on  remplace  la  sphère 
par  un  cylindre  indéfini  ayant  ses  générations  parallèles  à  l'axe  des  a:,,  par 
exemple. 

On  obtient  de  même  les  coefficients  analogues  .M  relatifs  au   système  adjoint. 

III.  Applications. —  1.  Application  à  la  théorie  de  l'équilibre  d'un  corps 
solide-élastique.  —  Les  équations  de  l'équilibre  d'un  corps  élastique  primi- 
tivement homogène  (quoique  non  isotrope)  s'obtiennent  en  considérant  les  six 
variables  auxiliaires 

âu„    .         „  ôux       du 

et  une  forme  quadratique  définie/  (')  (à  coefficients  constants)  formée  avec  ces  six 

variables.  Les  six  dérivées  -4  représentent  les  six  composantes  de   l'effort.   Les 

de 
équations  d'équilibre  sont  alors  de  la  forme  (5),  les  Aiu  forment  ici  un 
tableau  symétrique  :  ce  sont,  lorsqu'on  remplace  les  symboles  de  différentia- 
tion  par  les  \  correspondants,  les  coefficients  d'une  forme  quadratique  qu'on 
obtiendrait  en  remplaçant  dans  la  forme  /,  5.,.,  par  xv  Evet  8^  par  x^i^  +  x^l^, 
puis  ordonnant  par  rapport  aux  x. 

Il  en  résulte  aisément  que  le  déterminant  de  ces  A  -  le  déterminant  (6)  — 
est  une  forme  définie  par  rapport  aux  \. 

I.  Développement  en  série.  —  L'application  du  théorème  de  Lietti  donne, 
pour  une  solution  de  l'équation,  des  développements  en  série  composés  avec 
des  puissances  des  x  et  de  dérivées  de  fonctions  [S. 

On  démontre  ainsi,  en  particulier,  que  les  solutions  fs  sont  les  seules  qui 
soient  homogènes  de  degré  —  1  et,  en  même  temps,  régulières  en  dehors  de 
l'origine. 

3.  Des  propriétés  des  intégrales  dans  les  formules  fondamentales.  —  Dis- 
continuités de  ces  intégrales  analogues  aux  discontinuités  classiques  pour  les 
potentiels  superficiels  et  les  potentiels  spatiaux. 

(')  Cette  fonction  /  ne  correspond  pas  à  celle  qui  a  été  désignée  sous  ce 
nom  dans  ce  qui  précède. 
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Les  intégraels  triples  qui,  dans  la  théorie  actuelle,  correspondent  au\  poten- 
tiels spatiaux,  donnent  la  déformation  d'un  milieu  élastique  illimité,  quand  ce 
milieu  n'est  soumis  qu'à  des  forces  agissant  sur  les  éléments  de  vu  lu  me  intérieurs 
à  une  certaine  surface  et  qu'on  suppose  que  la  déformation  à  l'infini  est  nulle. 

lien  résulte  que  les  fonctions  fi  elles-mêmes  représentent  les  composantes  de 
la  déformation  produite  dans  un  milieu  élastique  illimité  par  une  force  unique 
appliquée  en  un  point  déterminé  (du  moment  que  cette  déformation  est  tou- 
jours supposée  nulle  à  l'infini), 

4.  Usage  de  fonctions  compensatrices.  —  Calcul  analogue  à  relui  qui  résout 
le  problème  de  Diiiehlct  à  l'aide  de  la  fonction  de  Green.  Celle  analogie  est 
complète  si  les  données  du  problème  élastique  sont  les  déplacements  à  la  sur- 
face. Si  l'on  a  donné,  au  contraire,  les  pressions  superficielles,  il  y  a  une 
complication  analogue  à  celle  qui  se  présente  dans  la  résolution  (par  la  fonc- 
tion de  Meiimann)  du  problème  hydrodynamique. 

Millag-LeffLer  (G. )  [D  3,  4]-  —  Sur  la  représentation  analytique 
d'une  branche   uniforme  d'une   fonction    homogène    'première 

Note)  i  (3-Ô2  I. 

Étant  donné  un  développement  de  Taylor 
(i)  F  (a)-t-(a;— a)  F"  (a)-+.  ...-t- (a;~,        F("   «-... 

à  cercle  de  convergence  déterminé  r,  C,  F  ,  ,  I- '[„  étant  des  nombres  donnés, 

on  se  propose  de  former,  pour  la  fonction  définie  par  Vêlement  (i)  (  au  sens  de 
Weierslrass),  une  expression  qu'on  puisse  former  a  priori  connaissant  a  et  les 
cofficients  FV-  .  et  qui,  d'autre  part,  converge  en   dehors  de  C. 

On  introduit,  ton L  d'abord,  le  concept  géométrique  de  Vétoilc.  Chaque  point 
singulier  de  la  branche  de  fonction  considérée  est,  à  cet  effet,  joint  au  point 
origine  a  par  un  vecteur  et  l'on  pratique  dans  le  plan  une  coupure  suivant  le 
prolongement  de  ce  vecteur,  depuis  le  point  singulier  jusqu'à  l'infini.  L'étoile 
relative  au  point  a  et  à  la  fonction  considérée,  et  l'on  désigne  par  la  lettre  A.  la 
figure  formée  en  excluant  du  plan  toutes  les  coupures  ainsi  tracées.  On  pour- 
rail,  d'ailleurs,  remplacer  les  rayons  vecteurs  rectilignes  par  des  courbes  définies 
d'une  manière  convenable. 

Cela  posé,  on  démontre  le  théorème  suivant  : 

La  fonction  définie  par  l'élément    i)  peut  toujours  être    représentée  par 

une  série  ayant  pour  termes  des  polynômes  entiers  en  x  : 

G(f       r,    -!,',;    F  '    (a)  (x-a)\ 

les  coefficients  c^  étant  choisis  a  priori  indépendamment  de  a  et  de  l'élé- 
ment (a). 

Cette  série  est  convergente  pour  chaque  point  de  l'étoile  A  et  unifor- 
mément convergente  pour  chaque  domaine  intérieur  (  au  sens  stricl  i  à    \. 

Le  problème  du  prolongement  analytique  de  la  série  de  Taylor  est  ainsi 
résolu  d'une  manière  aussi  générale  que  possible, 
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P démontrer  ce  théorème,  un  apprend  d'abord  à  déduire  de  toute  étoile  L 

(de  centre  a),  une  suite  d'étoiles  E„  telles  que  chacune  soit  intérieure  aux  sui- 
vantes et  toutes  intérieures  à  E.  Eu  sera  formée  par  l'ensemble  des  rayons  vec- 
teurs issus  de  a  et  de  longueur  (  variable  avec  la  direction)  no,  où  p  est  choisi 
de  manière  que  tout  cercle  de  rayons  ayant  son  centre  en  un  point  du  segment 
de  longueur  (n  —  [)p  pris  sur  le  même  vecteur,  soit  compris  entièrement  à 
l'intérieur  de  E. 

On  considère  aussi  les  «  étoiles  E'"  (  p.  —  1 ,  2,  ...,//  )  adjointes  .1  lin.  Ce  sont 
celles  qu'on  déduit  de  të„  en  remplaçant  p  par  »Cp(o  <a  <i  ).  a  est  une  quantité 
indépendante  de  x  de  a  et  des  coefficients  du  développement,  mais  qui  peut 
dépendre  de  n. 

Cela  posé,  on  part  de  la  notion  classique  de  prolongement  analytique.  On 
trace  une  chaîne  de  cercles  ayant  pour  centres  successifs  les  points 

x  —  a 
**=«+V—jr         (!*  =  '•-' «) 

dont  chacun  comprend  le  centre  du  suivant.  Dans  chacun  d'eux,  la  fonction  a 
un  développement  (suivant  les  puissances  de  x —  Ç.x)  analogue  à  (1)  dont  les 
coefficients  se  calculent  à  l'aide  du  développement  qui  le  précède. 

On  limite,  d'autre  part,  ces  développements,  le  dernier  (celui  qui  procède  sui- 
vant les  puissances  de  x  ;„_.,)  au  terme  de  rang  m,,  le  précédent  au  terme  de 
rang  m.,,  ...  ;  n»,,  ni,.  . . .  étant  des  entiers  qu'on  détermine  en  fonction  de  n  et 
lu  nombre  x  qui  a  servi  à  former  les  étoiles  E^'1 ,  à  l'une  desquelles  on  suppose 
que  le  point  x  est  intérieur. 

La  limitation  des  développements  intermédiaires  entraîne  évidemment  une 
série  d'erreurs,  qui  s'accumulent  dans  le  calcul  île  la  valeur  de  la  fonction  en  x. 

Mais  si  m„  m, nt  été  choisis  d'une  façon  convenable  et  si  l'on  a  pris,  de 

même,  pour  a.  une  fonction  convenable  de  n,  on  constate  que  l'erreur  totale  a 
une  limite  supérieure  qu'on  peut  rendre  aussi  petite  qu'on  veut,  en  prenant  n 
suffisamment  grand. 

Autrement  dit,  la  fonction  est  représentée  en  x  (et,  par  conséquent,  dans  toute 
une  étoile  E)  d'une  manière  aussi  approchée  qu'on  le  veut  par  un  polynôme 
G„{x)  formé  de  la  manière  qui  vient  d'être  indiquée. 

Ce  résultat  est  visiblement  équivalent  à  celui  qu'il  fallait  établir. 

Kœnigsberger  (L.)  [R6èl.  — ■  Sur  les  principes  de  la  Mécanique 
(Extrait  d'une  leltre  adressée  à  M.  Miltag-Leffler,  traduit  de 
l'allemand  par  L.  Laugel)  (63-8o). 

.<  L'établissement  de  la  loi  de  W'eber  sur  l'action  entre  points  matériels  élec- 
trisés  avait  exigé  l'introduction  de  forces  qui  dépendent,  non  seulement  de  la 
situation  des  points,  mais  encore  de  leurs  vitesses  et  de  leurs  accélérations,  et 
Kirchhoff,  Hertz  et  autres  ont.  à  maintes  reprises,  admis  la  possibilité  de  loues 

définies  par  des  f ;tions  îles  coordonnées  et  de  leurs  dérivées  d'ordre  quelconque 

prises  par  rapport  au  temps.  C'est  précisément  la  loi  de  W'eber  qui,  dans 
l'étude  du  potentiel  cinétique,  défini  par  l'expression  11  =  — T—  l  ,oùTdésigne 
la  force  vive  delà  matière  pondérable  et  V  la  fonction  des  forces  (ces  mots 
pris  dans  leur  sens  habituel  en  Mécanique)  a  conduit  G.  Neumann  à  soulever 
la  question  de  savoir  comment  doit  être  formé  1'  au  moyen  des  coordonnées  et 
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de  leurs  dérivées  premières,  quand  on  admel  que  le  principe  de  Hamilton  reste 
valable.  Une  méthode  de  nature  essentiellement  différente  et  d'une  portée  très 
grande  en  principe  est  celle,  introduite  en  Mécanique  par  Helmholtz,  du  trai- 
tement du  potentiel  cinétique,  méthode  qui...  fournit  la  fonction  fondamen- 
tale qui  a  été  l'origine  de  la  théorie  des  mouvements  cachés  établis  par  Helm- 
holtz et  reprise  par  Hertz  ». 

L'auteur  généralise  la  théorie  de  G.  Neumann  en  l'étendant  à  des  potentiels 
cinétiques  qui  contiennent  des  dérivées  d'ordre  quelconque. 

II  expose  successivement,  relativement  à  de  tels  potentiels,  après  les  pre- 
mières transformations  de  calcul,  les  équations  de  Lagrange  sous  leurs  deux 
formes  (l'une  correspondant  au  cas  où  l'on  écrit  les  équations  de  liaison  entre 
les  coordonnées,  l'autre  à  celui  où  Ton  exprime  celles-ci  en  fonction  de  para- 
mètres indépendants);  il  obtient  l'équation  qui  correspond  au  théorème  des 
forces  vives,  celle  qui  correspond  au  principe  de  la  moindre  contrainte  de 
Gauss.  et  même  deux  formules  desquelles  dérivent  les  principes  des  aires  et  du 
mouvement  du  centre  de  gravité.  Il  généralise  également  les  théorèmes  donnés 
par  Helmholtz  dans  son  travail  Die physikalische  BedeuLung  des  Princips  der 
kleinsten  Wirkung. 

Il  détermine  ensuite,  pour  le  cas  où  il  n'entre  que  des  dérivées  premières, 
toutes  les  formes  du  potentiel  cinétique  pour  lesquelles  existent  des  coordon- 
nées cycliques  analogues  à  celles  qui  donnent  les  mouvements  cachés  des  théo- 
ries de  Helmholtz  et  Hertz.  De  ce  nombre  est  un  problème  remarquablement 
simple  relatif  au  mouvement  de  trois  points. 

Il  étend  enfin  à  sa  forme  généralisée  du  potentiel  cinétique  les  équations 
canoniques  et  l'équation  aux  dérivées  partielles  de  Hamilton. 

Kœnigsberger  (L.)  [R5,61.  —  Sur  les  principes  de  la  Mécanique 
(Extrait  d'une  seconde  lettre  adressée  ù  M.  Mittag-Lefileri  8  t-83). 

Si  un  potentiel  généralisé  dépend  de  la  distance  ;■  d'un  point  mobile  à  un 
point  fixe  ainsi  que  des  dérivées  de  cette  distance  par  rapport  au  temps,  il  vérifie, 
si  ou  le  considère  comme  fonction  des  coordonnées  cartésiennes  et  de  leurs 
dérivées,  une  équation  aux  dérivées  partielles  qui  rappelle  par  sa  forme  celle 
de  La  place. 

Généralisation  à  des  intégrales  portant  sur  des  expressions  de  cette  espèce  de 
l'équation  de  Poisson  (théorie  du  potentiel  |. 

Petersen  (J.)  [1J  i  6].  —  Quelques  remarques  sur   le-,  fonctions 
entières  |  85-go) . 


j_     /•rflogR 
2T..I       dr 

.    poi 

h  s; 


donnant  le  nombre  n  des  zéros  d'une  fonction  entière  situés  à  l'intérieur  d'une 
circonférence  donnée  de  rayon  r  ayant   pour  centre  l'origine. 
Formule 


loa =  —    /        log  —  de 
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"il  a,,  2 ï„   sont  les  modules  des  zéros  en   question,    laquelle   avait   été 

antérieurement  obtenue  par  M.  Jensen, 

Démonstration  nouvelle  de  ta  limitation  de  la  croissance  d'une  fonction  entière 
ou  fonction  de  celle  de  ses  zéros,  en  considérant  d'abord  le  cas  d'un  genre  nul  et 
étendant  insu itc  au  cas  d'un  genre  lini  quelconque. 

Formule  analogue  donnant  la  -munie  des  puissances  semblables  des  inverses 
des  nombres  a. 

Vahlen  (  A. -Th.  <  [A36],  —  Sur  les  systèmes  fondamentaux  do 
fonctions  sj  métriques  (91-1  20). 

I.  Les  fonctions  symétriques  des  «  racines  xx,  ...,  x„  d'une  équation  algé- 
brique peuvent  s'exprimer  en  fonction   rationnelle  des  coefficients  a ,  an. 

Mais  ces  derniers  peuvent  aussi  s'exprimer  en  fonction  rationnelle  (et  même 
entière)  des  n  premières  sommes  .s,,  ...,  s::  des  puissances  des  racines. 

L'auteur  déduit  tout  d'abord  cette  proposition  classique  de  l'identité 


-n,  z  -  -a  .  ;■■  - 


|  |  (,-^s)  =  e-s.=- 


Il    l'énonce  ainsi  :  les  sommes  s,,  ss sn  forment  un  système  fondamental 

pour  les  fonctions  symétriques  des  racines. 

II.  A  l'aide  de  la  formule   d'addition    des    tangentes   hyperboliques,    et    d'un 
développement  en  fraction  continue  qu'il  en  déduit  pour  la  fonction 

l'auteur  démontre  ce  théorème  (déjà  obtenu  par  Borchhardl)  que  les  n  pre- 
wmm<  s  v.  v s  !  d'indice  impair  forment  aussi  un  système  fon- 
damental, eu  fonction  duquel  les  coefficients  peuvent  encore  s'exprimer  sous 
forme  rationnelle  (quoique,  cette  l'ois,  non  entière),  de  sorte  qu'il  en  est  de 
même  de  toutes  les  autres  fonctions  rationnelles  symétriques  des  racines. 

En  particulier,   »      ,  est  une    fonction    rationnelle -^  de  s,,  s, s  „   1     En 

désignant  par  R/l+l  le  polynôme P„s.„+, — Q„  (où  l'on  a  supposé  la  fraction  -^f 
réduite  à  sa  plus  simple  expression  h  on  constate  que  l'expression  des  coeffi- 
cients a  et  le  développement  en  fonction  continue  de  l'expression  (1)  se  déduisent 
aisément  de  ces  quantités  R„. 

III.  On  généralise  les  considérations  précédentes  en    introduisant   v— 1    fonc- 
tions  »,    ,  analogues  à  l'arc  tang,  et  définies  par  la  relation 

...+s>   'o,   ,(s)=-log-^ 


\ 


où  ;  désigne  successivement  chacune  des  racines  v*™"  de  l'unité. 

On  arrive  ainsi  à  montrer  que  les  sommes  de  puissances  semblables  àexpo- 
sants  iimi  divisibles  par  un  entier  donne  v  sont  aussi  telles  que  les  n  pre- 
mière', d'entre  elles  forment  un   système  fondamental.    On    forme,  dans  ces 
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nouvelles  conciliions,  des  quantités  R„ analogues  aux  précédentes  et  auxquelles 
on  généralise  la  théorie  précédemment  établie. 

Hessenberg  (6r.)[0  6£].  —  Sur  les  invariants  des  formes  différen- 
tielles binaires,  linéaires  et  quadratiques,  el  leur  application  à  la 
déformation  des  surfaces  (121-1  70  1. 

Exposition  'le-  principes  de  géométrie  différentielle  relatifs  à  la  déformation 
des  surfaces  el,  en  particulier,  des  résultats  de  M.  Weingarten,  basée  sur  l'em- 
ploi exclusif  d'expressions  invariantes  par  changement  du  système  de  coordon- 
nées curvilignes. 

Les  Chapitres  l-IY  sont  consacrés  aux  procédés  de  calcul  qui  doivent  être 
employés  dans  la  suite. 

I.  Variables  cogrédientes  (c'est-à-dire  transformées  par  la  même  substi- 
tution linéaire)  ou  contragrédientes  (transformées  par  des  substitutions  in- 
verses). Si  la  forme  quadratique  A  =  Saj„  x-^x  est  un  invariant  (absolu,  comme 
le  sont  tous  les  invariants  considérés  comme  tels  dans  le  Mémoire    actuel  ).    les 

dA. 
dxk 

Formes  bi linéaires  à  deux  séries  de  variables  contragrédientes  les  unes  aux 
autres.  Invariant  (désigné  par  la  lettre  Mj  d'une  telle  forme. 

II.  Ces  principes  relatifs  aux  transformations  linéaires  sont  applicable-  aux 
transformations  quelconques,  grâce  au  fait  que  celles-ci  engendrent  des  rela- 
tions linéaires  entre  les  différentielle-. 

Introduction  (en  parlant  d'une  forme  quadratique  de  différentielles  Ai  de  la 
différentiation  cogrédiente  formée  avec  les  symboles  de  Christoffel  et  qui,  en 
vertu  des  propriétés  de  ces  symboles,  est  invariante  en  ce  -en-  que,  si  on  la 
fait  porter  sur  un  système  de  quantités  qui  subissent  la  même  substitution  que 
les  différentielles  du  lors  d'une  transformation  opérée  -m  le-  variables 
indépendantes  u,  le  résultat  esi  un  nouveau  système  de  quantités  jouissant  de 
la  même  propriété  ( 1  ). 

III.  Dans  le  cas  (qui  est  celui  où  l'on  se  placera  dans  la  suite)  où  le  nombre 
des  variable-  indépendantes  est  de  deux,  il  suffit,  pour  obtenir  des  variables 
contragrédientes  .1  un  couple  de  quantités  données,  de  pi  rmuter  celles-ci  en 
changeant  le  signe  de  l'une  d'elles  et  multipliant  par  un  certain  facteur  ( ce  qui 
permet,  par  exemple,  de  former  l'invariant  \1  pour  une  forme  bilinéaire  à  va- 
riables congrédientes). 

On  complète,  pour  ce  cas.  les  résultats  d'algèbre  indiqués  en  1  en  écrivant, 
avec  la  notation  particulière  à  l'auteur,  un  certain  nombre  de  propositions 
classiques  de  la  théorie  des  fonctions  linéaires,  bilinéaires  et  quadratiques;  en 
particulier,  une  formule  qui  lie  l'invariant  \l  a  l'échange  des  variables  dans 
une  forme  bilinéaire. 

IV.  Lorsqu'on  applique  la  formule  en  question  à  l'échange  de  deux  différen- 
liations  cogrédientes  (au  sens  défini  en  11  ).   l'expression   K„   qui   correspond   à 


■  Comparer,  à  cet  égard,  le  Calcul  différentiel  absolu,   de   Ricci   et   Lévi 
Civila,  paru  à  la  même  époque  dans  les  Math.  Ami. 
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l'invarianl  M  n'est  autre  tjue  la   courbure  de  Causs,  lorsque  l'on  considère  A 
(c'est-à-dire  la  forme  quadratique  donnée  de    différentielles)    comme    un    élé- 
ment linéaire. 
La  même  formule  conduit,  |>our  une  forme  linéaire  de  différentielles 

( p,  du)  =  px  dut+p2 du.. 

à  un  invariant  \p,  multiple  de  (  -— -  —  -r-=  )  et  qui,  par  conséquent,  égalé  à  zéro. 

\au,       r)utJ 
exprime  l'inlégrabilité  île  l'expression  en  question. 

On  peut,  dès  lors,  démontrer  que  la  courbure  est  nulle  lorsque  A  est  un  pro- 
duit de  deux  différentielles  exactes,  et  écrire  un  certain  nombre  de  formules 
qui  généralisent  ce  résultat.  En  particulier,  on  constate  que,  s'il  existe  trois 
formes  linéaires  (plv.,du),  (p.^du),  (p,3„du)  vérifiant  les  relation* 

(C)  '/'  ,    :'    </':■/':      )'•    !/>(!)=  (.P(3)>.P(i)>;  IA>(S)  =  K(/>0)1  /»<!)) 

—  nu.  (  p  |  . /;  )  est  l'invariant  simultané  des  deux  formes  qui,  dans  le  cas 
où  celles-ci  sont  des  différentielles  exactes,  se  réduit  à  l'invariant  H  (Dabboux, 
Leçons  .sur  la  théorie  des  surfaces,  t.  III.  p.  197),  —  la  quantité  K  est  la  cour- 
bure. 

V.  Introduction  des  paramètres  différentiels  de  Rcltrami.  Expression,  par 
leur  moyen  cl  en  fonction  de  la  différentielle  d'une  quantité  arbitraire  ;  (telle 
que  \tz  ne  soit  pas  eu  fonction  de  ;),  de  polynômes  linéaires  (/>.,,.  du),  (p,..  .  du\ 
1 // _  ,  du)  vérifiant   le-,  conditions  (Ci  du  Chapitre  IV. 

Dans  le  ras  de  la  courbure  constante,  on  a  ainsi  la  forme  la  plus  générale 
des  polynômes  qui  remplissent  ces  conditions  sans  annuler  I/?(i). 

VI.  Le  cas  de  1//.,  =0,  c'est-à-dire  celui  où  'p,t  ,  du  )  est  la  différentielle  d'une 
fonction  /'  | /'  el  p  étant  alors,  en  vertu  de  la  première  condition  (C). 
proportionnels  l'un  a  l'autre  et  pouvant  être  regardés  comme  proportionnels  à 
la  différentielle  d'une  seconde  quantité  t  \.  conduit  a  l'équation  connue 

Il  faut,  ici  encore,  distinguer  suivant  que  K  est  constant  ou  variable. 

\ll  Introduction  du  trièdre  mobile  et  des  rotations  correspondantes  (  '  ). 
Equations  de  Riccaii  simultanées  par  lesquelles  ou  obtient  le  mouvement  du 
trièdre,  connaissant  les  rotations  ('-').  Celles-ci  satisfont  à  des  conditions  (') 
(C  '  qui  ne  sont  autres  que  les  conditions  (C)  avec  K=i.  Cela  tient  à  ce  que 
la  variation  élémentaire  d'une  des  arêtes  du  trièdre  revient  à  un  déplacement 
sur  une  sphère  de  rayon  1.  Si  l'on  désigne  par  G„  le  carré  de  ce  déplacement 
(forme  quadratique  par  rapport  aux  du  qui  donne  l'élément  linéaire  de  la 
sphère),  on  peut  exprimer  les  cosinus  directeurs  du  trièdre  et  les  rotations  à 
l'aide  d'une  quantité  ;  et  de  ses  paramètres  différentiels  (relatifs  à  l'élément 
Uni. nre  G,)  parles  formules  indiquées  au  Chapitre  V. 

(')   Voir  Darboux,  Théorie  des  surfaces,  t.  II.  liv.  V.  chap.  I. 
1  -  1  fbid  ,  1.  I.  liv.  1,  chap.  V,  VI. 

Ihi.l..  liv.  [.chap.  V,  formule  i  5),  OU  liv.  V,  t.  Il,  chap.  Il,  tableau  (I),  for- 
mule     A  i 
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VIII.  l.c  problème  île  la  déforma  lion  consiste  à  mettre  la  forme  différentielle 
donnée  A  -mus  forme  d'une  somme  de  trois  carrés  de  différentielles  exactes. 

formation  (par  la  méthode  connue)  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  qui 
ilonne  une  des  coordonnées  cartésiennes  en  fonction  des  coordonnées  curvi- 
lignes. 

IV  Introduction  île  la  seconde  forme  de  Gauss  et  formules  de  Codazzi. 

\.  Supposons  \  décomposée  d'une  première  manière  (arbitraire  d'ailleurs)  en 

carrés.  Toute  autre  décomposition  peut  être  considérée  comme  dérivaut  de  la 
première  par  !  substitution  orthogonale. 

(  >n  esl  donc  ramené  au  problème  suivant  :  trouver  une  substitution  orthogo- 
nale variable  qui  traits  forme  en  différentielles  exactes  trois  formes  linéaires 
de  différentielles  données    a  ,  .  du  .  i  a  ,  .  du  .    a    .  du 

Lue  telle  substitution  pouvant  évidemment  être  considérée  comme  délias- 
sant un  trièdre  mobile,  on  peut  lui  appliquer  les  calculs  du  Chapitre  Vil  et  la 
faire  dériver  d'une  fonction  auxiliaire  -~  (par  les  formules  indiquées  en  cet 
endroit),  à  l'aide  de  paramètres  différentiels  dérivés  de  la  forme  G,=  Zdx\  con- 
sidérée également  au  même  Chapitre,  et  où  les  \,  sont  les  cosinus  directeurs 
d'une  aiélc  du  trièdre  mobile. 

On  constate  tout  d'abord  qu'il  suflii  de  connaître  -  en  foncti les  cosinus  X, 

(ou  plutôt  de  deux  paramétres  ./',.  se}  dont  on  peut  les  faire  dépendre)  pour 
connaître  complètement  une  solution  du  problème,  puis  que  celte  expression 
de  z  en  fonction  de  x„  x..  doit  vérifier  une  certaine  équation  aux  dérivées  par- 
tielles du  second  ordre  (Wj. 

C'est  l'équation  différentielle  dr  Weingarten  (').  On  sait  que  M.  Weingarten 
a  montré  qu'elle  s'intègre  par  des  méthodes  classiques  dans  tous  les  cas  où  l'on 
sait  résoudre  un  problème  de  la  déformation. 

\  toute  intégrale  ;  de  celte  équation  correspond  une  surface  admettant  l'élé- 
ment linéaire  donné:  et.  inversement,  toute  surface  S  admettant  cet  élément 
linéaire  correspond  à  une  solution  z  de  l'équation  |  \\  ),  pourvu  qu'elle  n'an- 
nule pas  le  discriminant  de  la  forme  G,. 

XI.  On  est  amené,  parce  qui  précède,  à  se  demander  dans  quel  cas  la  forme 
G„  à  son  discriminant  nul. 

Géométriquement,  cette  circonstance  se  traduit  par  ce  fait  que  les  lignes 
définies  sur  la  surface,  par  l'équation  différentielle  (Il  .  du  >  =  o.  sont  les 
courbes  de  contact  de  cylindres  circonscrits,  les  génératrices  de  ces  cylindres 
étant  les  tangentes  le  long  île  ces  courbes,  aux  lignes  (a(2  oJm)  =  o,  obtenues  en 
annulant  l'un  des  carrés  dont  on  est  parti  au  Chapitre  X. 

On  constate  alors  qu'une  solution  quelconque  du  problème  peut  être  consi- 
dérée comme  échappant  à  la  méthode,  pour  certain  choix  des  éléments  arbi- 
traires que  cette  méthode  comporte  (c'est-à-dire  du  mode  primitif  de  décom- 
position de  A  en  carrés);  mais  que.  par  contre,  on  peut  toujours  diriger  la 
méthode  de  manière  à  ne  laisser  échapper  aucune  solution. 

XII.  Cas  des  surfaces  de  révolution.  Relation  des  résultats  obtenu-  dans  ce 
ras  avec  les  autres  résultats  connus  dus  à  M.  Weingarten. 


(  '  )  Mémoire  sur  la  déformation  des  surfaces,  couronné  par  l'Académie  des 
Sciences  de  Paris  :  Mémoires  des  savants  étrangers,  t.  XXXII  el  Ai  la  math., 
t.  XX. 
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/for//  (J.  i  [H  4  a  «].  —  Sur  les  intégrales  irregulières  des  équations 
différentielles  linéaires  du  second  ordre  à  coefficients  rationnels 
(17 1-202  1. 

Dans  le  Tome  VIII  .le-  ./</,/  mathematica,  M.  Poincaré  s'est  orcupe  des 
intégrales  irrégulières  des  équations  différentielles  linéaires  à  coefficients 
rationnels  et  de  leur  représentation  asymptotique  par  des  séries  normales, 
en  général  divergentes. 

Le  point  singulier  envisage  étant  x  —  x.  ,  l'équation,  supposée  d'ordre  11,  est 
dite  de  rang  p,  si  »<  étant  le  degré  du  polynôme  coefficient  de  -j-^ji  celui   du 

coefficient  de  - — ^  est  (au  plus)  m  -i-).i  /;  —  1)  :  et  dans  ce  cas,  les  intégrales 
sont  de  la  forme  asymptotique 

(1)  xieip  '   S 

•  ■il  p  est  une  constante,  g     un  polynôme  de  degré  p,  et  S  une  série  (en  général 

divergente)  ordonnée  suivant  les  puissances  de  —  M.  Poincaré  établit  l'existence 

x 
d'intégrales  ayant  ce  développement  asymptotique  dans  le  cas  de/>  =  i,  en  em- 
ployant la  transformation  de  Laplace;  puis   il   passe  de  ce  premier  au  cas  de 
/< ;     ;   par  la  transformation 

\  t=xi; 

j   u       I   [x)y,(ex)...  yr   ,  1  zr-'x). 

jetant  une  racine  primitive  piim°  de  l'unité:  r.  .>',,  .  ..  des  intégrales  de 
l'équation  donnée  {x  devant,  dans  y,,,  être  remplacé  part''x). 

M.  Ilorn  (')  reprend  cette  dernière  partie  des  raisonnements  el  des  résultats, 
Il  se  propose,  eu  particulier,  <U-  ne  pas  assujettir  x  à  s'éloigner  a  l'infini  dans 
une  seule  direction.  Il  se  borne,  toutefois,  au  ras  où  l'ordre  //  de  l'équation 
donnée  esl  égale  à   ■ 

1.   La  transformation  1  2  >  fournit  pour  11  une  équation    linéaire    d'ordre    (en 

généj  al  I  égal  .1   " 

Q.  ' — -       ...      Q  ,  u     0, 

,/  /  ' 

laquelle  est  de  rang  i  et  où  l'on  suppose  d'abord  Q„;=o.  Si  »,,  x.  sont  les 
racines  de  l'équation  caractéristique  |  celle  qui  fournit  les  valeurs  possibles  du 
coefficient  du  ternie  en  xv  dans  le  polynôme  g  que  contient  l'expression  (1)]  pour 
l'équation  donnée,  les  racines  de  l'équation  caractéristique  pour  l'équation  (3) 
sont 

a      (P—  ')  *!-'-«:  t   ■/>—*)  «1+  -'  <*-.  |    .  .  . ,    , 
"  P  J' 

les  deux  extrêmes  x„  a.  (mais  non  les  intermédiaires)  étant  simples  et  (  si  elles 
sont  distinctes)  pouvant  être  supposées  réelles  avec  oc,>a.;. 

(')  M.  Ilorn  ,1  étudié  également  les  intégrales  irregulières  dans  le  Journal 
de  Crelle,  t.  GXVIII,  et  dans  les    Math    Annalen,  t.  M. IV  L. 
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En  appliquant  à  cette  équation  (3)  la  transformation  de  Laplacc,  la  trans- 
formée a  les  points  singuliers  ~  =  a,,  c  =  oe,  et  admet,  autour  de  chacun  d'entre 
eux,  une  solution  \\{z)  de  la  forme 

>-,(;)=(.-   -a)»$(5-a) 

'i.  étant  un  développement  convergent  ordonné  suivant  les  puissances  de  c  —  1 
et  "/,  un  exposant  déterminé.  Les  deux  quantités  v(s)  ainsi  obtenues,  multi- 
pliées par  eudz  et  intégrées  le  long  d'un  contour  partant  de  l'infini  dans  le 
plan  des  ^  et  y  revenant  après  circulation  autour  du  point  singulier  ;  =  j  de  v, 
fournissent  les  solutions  demandées  de  l'équation  (3),  solutions  dont  la  Valeur 
asymptotique  est  déterminée  par  la  méthode  de  M.  Poincaré. 

Q0  étant  toujours  supposé  non  nul,  on  constate  (par  la  méthode  classique 
qui  permet,  lorsqu'on  connaît  une  solution  d'une  équation  linéaire  d'ordre  n, 
de  rechercher  les  autres  à  l'aide  d'une  équation  d'ordre  n  —  1)  que  l'équation  (3) 
ne  peut  admettre  plus  d'une  solution  u,  dont  la  dérivée  logarithmique  tende 
vers  a,  pour  <  =  4---e.  Or,  dans  le  Mémoire  du  Tome  CVVIII  du  Journal 
de  Crelle,  l'auteur  a  démontré  également  que  l'équation  donnée  admettait 
une  intégrale  unique  r,  telle  que 

1  •  ,    ''  tog  T, 

limxr-1    ~ —   =0,. 

.r=-t-«o  ''■'' 

Il  en  résulte  que  cette  intégrale,  associée  à  p — 1  intégrales  analogues  tu,   

r,  ,  des  équations  obtenues  en  changeant  x  en  tx,  t-x.  ....  tf~'  x,  est  celle  qui 
[de  par  la  seconde  équation  (>)]  fournit  «  =  «,.  On  en  déduit  que  ',  a  un 
développement  asymptotique  de  la  forme  annoncée  lorsque  x  tend  ver-  l'infini 
par  valeurs  réelles  et  positives.  Il  est  représenté  par  une  série  normale. 

Mais,  en  vertu  des  hypothèses  faites  sur  a,  et  a„,  le  chemin  d'intégration  dans 
le  plan  des  s,  pour  la  formation  de  la  solution  u.  mentionnée  précédemment, 
n'est  pas  assujetti  à  aller  à  l'infini  dans  la  direction  réelle  et  négative,  niais 
peut  (sans  changer  le  résultat)  y  tendre  dans  toute  direction  autre  que  celle 
qui  est  réelle  et  positive. 

Il  en  résulte  que  l'intégrale   i,  correspondante  .1    s,,n    dévrlcippçuienl     \alable 

dans  le  secteur  compris  entre  les  arguments --)-6  et  —      B,  quelque  petit 

'/'  ÏP 

que  soit  le  nombre  positif  ô. 

Les  7)„  ...,  t,     ,  fournissent,  de  même  pour  l'équation  donnée,  des  intégrales 

ayant  leurs  développements  valables  dans  d'autres  secteur»  de  même  ouverture 

et  dont  l'ensemble  embrasse  tout  le  domaine  du  point  x  =  00 . 

1.  On  a  supposé  jusqu'ici  Q„  A  ».  Après  l'examen  de  quelques  exemples  parti- 
culiers, on  étend  les  résultats  au  cas  de  Q0  =  0  à  l'aide  de  la  remarque  sui- 
vante : 

Une  quantité  s,  racine   d'une  équation  algébrique  dont  les  coefficients,  fonc- 
tions de  x,  admettent  des  développements  asymptotiques  (formels)  suivant  les 
puissances  de  — >  est  elle-même    formellement  développable  suivant   les  puis- 
sances de—  ou  suivant  celles  de  x~ TTj  m  étant  un  entier. 
x 

3.  Étude  de  la  distribution  des  zéros  d'une  intégrale  de   l'équation   donnée, 
pour  les  grandes  valeurs  de  x. 
En  général,  dans  ces  conditions,  l'intégrale  .1  pour  partie   principale   le   pre- 
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mier  terme  d'une  série  normale  et,  par  conséquent,  ne  saurait  s'annuler.  Mais  il 
en  osi  autrement  si  l'intégrale  en  question  a  pour  développement  (formel)  une 
combinaison  linéaire  de  deux  séries  normales  et  qui-  les  premiers  tenues  de 
celles-ci  soient  du  même  ordre  de  grandeur,  ce  qui  arrive  luis. pie  l'argument 
de  .r  est  très  voisin  (d'autant  plus  voisin  que  \n\  est  plus  grand)  d'un  mul- 
tiple impair  de  —  • 

On  a  aisément  des  expressions  approchées  des  valeurs  des  zéros  dont  les 
arguments  satisfont  à  cette  condition,  et  l'on  constate  que  leurs  modules 
augmentent  comme  ceux  des  zéros  d'une  fonction  entière  de  genre  p.  Il  existe, 
dés  lors,  une  fonction  entière  Je  genre  p  qui  admet  tous  ces  zéros;  et  l'intégrale 
considérée  est  le  produit  de  celte  fonction  entière  par  une  puis-, une  de  x  et 
par  une  série    [convergente,  énonce  l'auteur),  ordonnée  suivant  les   puissances 

de-L 

x 

4.  Extension  au  cas  où  les  racines  a,  ri  ?..  cessent  d'être  distinctes. 

Ri  quia  ( Ch.)  [H  -  a  ].  —  Sur  nue  question  fondamentale  de  calcul 
intégral  i  ao3-338  . 

Exposition  nouvelle  des  recherches  antérieures  (Ann.  Ec.  Normale,  i8q3,  et 
Mém.  Savants  étrangers,  t.  XXXII)  dans  lesquelles  l'auteur  .1  démontré  les 
théorèmes  .l'existence  des  intégrales  des  systèmes  d'équations  aux  dérivées  par- 
tielles. 

Il  rappelle  tout  d'abord  l'historique  'le  la  question  :  travaux  de  Caitchy, 
Briot  et  Bouquet,  Méray,  Mayer.  Darboux,  M"  Kowalewsky,  Bourlel,  Delassus. 
Le-,  travaux  de  l'auteur  dérivent  de  ceux  de  Méray.  M.  Delassus  a.  lui  aussi, 
résolu  le  problème,  mais  en  employant  des  changements  de  variables,  alors  que 
\l.   Riquier  le-  è\  it>'. 

I.  Problème  préliminaire.  —  Un  appelle/o/ic/i'o/i  schématique  de  plusieurs 
variables  x.  y,  z,  ....  une  fonction  représentée  par  le  développement  convergent 
le  plus  général  (c'est-à-dire  a  coefficients  tous  indéterminés),  ordonné  son. ml 
les  puissances  de  a;  —  x9,  y — ya,  z —  z0 

li  étant    un    ensemble   de   monômes   en   nombre   limite,   entiers    par   rapport 

à  x  —  .'v   r—  >', le   résidu  de   la  coupure  Ii   pratiquée  dans  la  fonction 

schématique  est  la  partie  de  ce  développement  formée  par  les  termes  qui  ne 
sont  divisibles  par  aucun  monôme  appartenant  à  E. 

Ce  résidu  peut  toujours  être  mis  sous  la  forme 

V  (  x  -  x,  )"..  [y  -  .y,  )"»  (  =  -.=„)'-.....  KO,,. 


où  au,  bn,  '  .  .  .  .  désignent  des  enl  iers  positifs  ou  nuls,  6„  un  groupe  de  variable» 
indépendantes,  extrait  du  groupe  total  x.  y.  :.  ...  el  l'"0„unef :lion  schéma- 
tique des  seules  variables  9n;  et  cela  de  manière  qu'il  n'y  ait  pas  deux  termes 
semblables  dans  le  développement  de  la  quantité  (1). 

11,  v,  ...  étant  diverses  fond  ions  schématiques  (en  nombre  limité),  x,  y,  z 

considérons  un  ensemble  limité  formé  avec  des  dérivées  de  ».  r.  . . .  Une  dérivée 
partielle  quelconque  de  u  avec  l'une  des  fonctions  11.  v,  ...  est  dite  principale 


fV/* 
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par  rapport  à  cet  ensemble  si  elle  coïm  ide  avec  l'une  de  celles  qui  y  figurent 
■  ai  quelqu'une  de  leurs  dérivées; paramétrique,  clans  le  cas  contraire. 

Si  dans  les  développements  de  ".  v ou  ne  garde  que  les  termes  dont  les 

coefficients  sont  les  valeurs  initiales  des  dérivées  paramétriques,   les  dévelop-: 

pements   partiels   ainsi  conservés  | venl  être  considérés  comme  dérivant  des 

développements  totaux  par  l'opération  précédente. 

11.  Systèmes  or thoiques;  conditions  de  passivité,  divergence  éventuelle  des 
développements  des  intégrales  hypothétiques.  —  -   ii  ni 

(2)  x,y,  ... 

les  variables  indépendantes; 

(3)  u,  v,  ... 

les  fonctions  inconnue-  \  chai  une  de  ces  quantités  (  r>.  )  ou  (3),  faisons  corres- 
pondre p  entiers  appelés  respectivement  cote  première,  rote  seconde,...  de 
cette  quantité.  Ces  entiers  seront  positifs,  nuls  ou  négatifs,  sauf  la  cote  pre- 
mii  ri  de  chaque  variable  indépendante,  laquelle  di  vra  être  positive  et  au  moins 
égale  à  i. 

V  une  dérivée  partielle  quelconque  île  u.  v on   fait  correspondre  comme 

cote   y   *"  f(/  =  i.  i.  ...,//'.   l'entier  obtenu    en    ajoutant  à   la  cote y*™  de   la 

t lion  les  cotes  y-™-  îles  variables  de  ilitlerentialion  (distinctes  ou  non).  On 

range   ces  dérivées  suivant    leurs  cotes    de    la    manière  suivante   :    c,.c.   ....  c 

étant  les  cotes  d'une  dérivée  ô  et  c\,  c5 c'/,  celles  d'une  dérivée  S',  celle-ci  est 

dite  normale  par  rapport  à  la  première  -i  les  diiTéri  ni  i  - 

c.  — ci.    <\-'i '-,—  c'i> 

ne  sont  pas  toutes  nulles,  la  première  d'entre  elles  qui  n'est  pas  nulleétant  posi- 
tive. Cette  propriété  se  conserve  évidemment  si  l'on  soumet  B  et  5'  à  une  même 
différenliation  quelconque.  Il  est  clair  que  toutes  les  dérivées  peuvent  être 
rangi  -  en  groupes  dont  chacun  comprend  un  groupe  limité  de  termes  el  tels 
que  chaque  dérivée  soit  normale  vis-à-vis  des  dérivées  des  groupes  postérieurs 
et  d'elles  seules.  Le  mot  normale  signilie  donc  une  antériorité  dans  le  clas- 
sement ainsi  effectué.  La  e/asse  d'une  dérivée  est  le  numéro  du  groupe  auquel 
elle  appartient. 

Cela  posé,  l'auteur  considère  les  systèmes  orthoïques.  Ce  sont  ceux  qui  sont 
résolus,  par  rapport  à  certaines  dérivées  exprimées  ainsi  eu  fonctions  Iwlomor- 
p/ies  des  dérivées  restantes  (ainsi  que  des  variable-  indépendantes  el  îles  fonc- 
tion- inconnues  elles-mêmes  .  et  cela  de  manière  que,  moyennant  un  choix  con- 
venable des  cotes  attribuées  à  ces  variables  indépendantes  et  à  ces  incon- 
nues (2).  (3),  toute  quantité  figurant  dans  un  quelconque  soit  normal  par 
rapport  au  premier  membre  corespondant. 

M.  Kiquier  exprime  ce  dernier  fait  en  disant  que  les  équations  du  système 
sont  des  relations  normales  et  fournissent,  pour  leurs  premiers  membres,  des  ex- 
pressions normale* ;  il  en  est  de  même  de  toutes  celles  qu'on  en  déduit  par  des 
différentiations,  combinées  ou  non,  avec  l'opération  qui  consiste  à  remplacer, 
dans  un  second  membre,  une  dérivée  par  son  expression  normale.  Les  équations 
du  système  et  celles  qu'on  en  déduit  par  simple  différenlialion  sont  encore  dite- 
relations  primitives. 

L'auteur  recherche  les  intégrales  d'un  tel    système  orthoïque. 

Bull,  des  Sciences  mathém.,   !■  série,  t.  XXXV.  (Décembre  lyii.)        R.i3 
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On  doit  noter  qu'il  se  borne  aux  intégrales  analytiques  et  holomorphes 
(dites  par  lui  intégrales  ordinaires). 

Tout  d'abord,  les  dérivées  de  tous  ordres  des  u,  v, .. .  sent  divisées  en  dérivées 
principales  et  en  dérivées  paramétriques  (conformément  à  la  première  partie), 
relativement  à  l'ensemble  formé  par  les  dérivées  qui  constituent  les  premiers 
membres  des  équations  données. 

On  achèvera  de  déterminer  une  intégrale  du  système  en  se  donnant  les 
valeurs  à  l'origine  des  dérivées  paramétriques,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
la  portion  du  développement  des  inconnues  formées  par  les  termes  qui  dépendent 
de  ces  dérivées  :   e'est  ce  qui  constitue  les  données  initia/es. 

Quant  aux  dérivées  principales,  elles  sont  fournies  par  les  relations  primi- 
tives et  l'on  en  obtient  ainsi  îles  expressions,  dites  expressions  ultimes,  fonction 
des  variables  indépendantes,  îles  inconnues  ;;.  v,...  et  des  dérivées  paramé- 
triques seules.  Même  chacune  d'elles  (à  l'exception  des  premières  d'entre  elles), 
est  ainsi  obtenue  plusieurs  fois;  el  il  faut  que  les  valeurs  ainsi  obtenues  con- 
cordent,  pour  qui'  le  problème  soit  possible. 

On  dira  que  le  système  esl  passif  si  les  relations  ultimes  concordent,  quelles 
que  soient  les  données  initiales  (autrement  dit,  les  conditions  de  passivité  sont 
ce  qu'on  nomme  habituellement  conditions  d'intégrabilité). 

Ainsi  définies,  les  conditions  de  passivité  sont  en  nombre  infini.  Mais  on 
constate  qu'on  peut  m-  borner  a  considérer  les  dérivées  cardinales,  c'est-à-dire 
celles  qu'on  obtient  en  combinant  deux  à  deux,  de  toutes  les  manières  possibles, 
les  dérivées  qui  forment  les  premiers  membres  des  équations  données  el  en 
prenant,  pour  deux  quelconques  d'entre  elles,  la  résultante  (')  d'ordre  mini- 
mum. Ces  dérivées  cardinales  sont,  elles,  en  nombre  limité,  cl  il  suffira  que  les 
différentes  expressions  ultimes  de  chacune  d'entre  clic-  soient  identiquement 
égales  (  quelles  que  soient  les  valeurs  données  aux  inconnues,  aux  variables  et 
aux  dérivées  paramétriques),  pour  que  le  système  soit  passsif. 

Supposons  maintenant  le  système  orthoïque  ci  passif.  Cela  ne  suffit  />as 
encore  pour  pouvoir  affirmer  l'existence  île  l'intégrale,  sous  des  conditions 
initiales  (analytiques)  arbitraires.  Le  développement  de  cette  intégrale  peut  être 
forme;  mais  il  n'est  pas  nécessairement  convergent.  Par  exemple  pour  l'équation 
bien  connue 

du    _   ,)u 
{"  Ole-—' 

la  théorie  précédente  conduirait  l  en  attribuant  a  u  la  cote  /cru.  a  .r  la  cote  3  ci  .1  1 
la  cote  1)  à  déterminer  u  en  se  donnant  les  valeurs  u„  11  1  qu'il  doit  prendre  pour 
x  =  o.  Mais  le  développement  ainsi  obtenu  diverge,  non  seulement  si  l'on  prend 

(comme   l'a   indique    \l""  Kowalewski  ).   uv(y)  =   >  mais  encore,  comme 

le  montre  M.  Riquier,  lorsqu'on  prend  pour  u0(y)  une  fonction  entière  con- 
venablement clioisie. 


(')  L'auteur  appelle  résultante  de  deux  dérivées  d'une  même  fonction,  une 

dérivée   qui    peut  être    considérée   à   la   fois  comme  dérivée  de  l'une  et  comme 

dérivée    de   l'outre  :   autrement  dit,    la    résultante  d'ordre    minimum   des    deux 

....       da+P«  d°-'+ï'u  d""*V"  u  ,.  .  „, 

dérivées  — .  et  - — ; -  est r„ ,  en  désignant  par  a    le  plus^rand  des 

dx'dyf       dx'  dy"         dx"  dy? 

nombres  ot,  a';  par  p",  I"  plus  grand  des  nombres  p,  p'. 
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L'auteur  établit  le  même  fait  pour  d'autres  équations  plus  ou  moins  ana- 
logues à  (!\  ). 

III.  Systèmes  orthonomes;  convergence  des  développements  des  inté- 
grales. —  Au  contraire,  les  développements  convergent  nécessairement  si  le 
système  est  orthonome. 

On  dira  qu'un  système  ortlioïque  est  ortlionome  si,  dans  le  système  de  cotes 
employé,  les  cotes  premières  des  diverses  variables  indépendantes  sont  toutes 
égales  à  un  même  entier  (positif). 

L'auteur  fait  expressément  remarquer  que  cette  définition  est  différente  de 
celle  qui  a  été  donnée  précédemment  pour  le  même  terme  dans  le  Mémoire 
précédent  des  Savants  étrangers,  t.  XXXII.  i  Ces  deux  définitions  seront  com- 
parées plus  loin,  à  l'Appendice.) 

Les  systèmes  traités  par  M""  Kowalewski  (systèmes  résolus  par  rapport  à  la 
dérivée  d'ordre  le  plus  élevé  de  chaque  inconnue,  cette  dérivée  étant  prise  par 
rapport  à  une  seule  variable  indépendante  X  ),  sont  orthonomes;  il  suffit 
d'attribuer  : 

A  toutes  les  variables  indépendantes,    la    cote   première  i,  et  aux  fonctions 

inconnues,  les  cotes  premières  — klt  — k. en  désignant  par  /,,,/.\.  ...  l'ordre 

de  différentiation  auquel  chacune  d'elles  entre  dans  le  système: 

A  la  variable  X,  une  cote  seconde  égale  à  i,  à  toute  les  autres,  une  cote 
seconde  nulle  et  aux  fonctions  inconnues  les  cotes  secondes  — klt  — k. 

Un  second  exemple,  très  général,  de  système  ortlionome  est  donné  par  ce  que 
l'auteur  appelle  les  systèmes  toxiques. 

Cela  posé,  si  le  système,  remplissant  les  conditions  envisagées  en  II,  est  en 
même  temps  orthonome,  les  développements  précédemment  formés  sont  conver- 
gents. Par  conséquent  : 

Tout  système  orthonome  et  passif  est  complètement  intégrable.  c'est-à-dire 
un  système  d'intégrales  (analytiques)  correspondant  à  des  données  initiales 
(analytiques)  arbitrairement  choisies. 

La   preuve   de  convergence  se  f.iii    en   i; :nant  d'abord  toutes  les  données 

initiales  à  cire  nulle-,  puis  introduisant  un  système  majorant  qui  se  ramené  à 
un  s\  slème  d'équations  différentielles  ordinaires,  pour  certaines  données  initiales 
positives. 

[V.  Réduction  d'un  système  différentiel  quelconque  aune  forme  complète- 
ment intégrable.  —  On  peut  ramener  l'intégration  d'un  système  (analytique) 
quelconque  a  celle  d'un  système Orlhonomi  passif;  plus  précisément,  on  peut, 
sans  changement  de  variables  ni  intégration 

Ou  bien  constater  l'impossibilité  du  problème  (sauf  pour  des  données  initiales 
particulières 

Ou  former  un  second  système  équivalant  au  premier  et  composé  :  i°  d'un 
système  orthonome  passif  portant  très  certaines,  des  inconnues  primitives;  2°  de 
relations  exprimant  les  inconnues  restantes  à  l'aide  des  premières,  par  de 
simples  dilléren  lia  lions. 

(Bien  entendu,   les  deux  groupes  peuvent  se  réduire  à   un  seul.) 

L'auteur  arrive  à  ce  résultat  par  l'emploi  des  systèmes  taxiques  considérés 
dans   la   parlie   précédente.   Il  fait    toutefois   remarquer  que  le-    raisonnements 

employés   n'ont   pas   pu  être  rendu-   complète nt  irréprochables  au   point  de 

vue  de  la  rigueur  et  de  la  généralité. 

Ils    introduisent    des   résolut. "ii-    successives    de    systèmes    d'équations    en 
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termes  finis,  et  il  faut  admettre  que  chacune  de  ces  résolutions  peut  s'effectuer 
sans  troubler  les  résolutions  antérieures,  ce  qui  n'est  pas  absolument  évident 
dans  le  cas  tout  a  fait  général. 

On  a  une  seconde  solution  fondée  sur  l'élimination  progressive  des  in- 
connues. 

\.  Propositions  diverses  sur  les  systèmes  non  orthonomes.  -  Les  conditions 
précédentes,  en  ce  qui  regarde  le  système  différentiel,  peuvenl  eue  rendues 
moins  restrictives  si  l'on  s'assujettit  .1  particulariser,  au  contraire,  les  données 
initiales.  Si,  par  exemple,  les  développements  qui  représentent  ces  données 
-■mi  quasi-exponentiels,  c'est-à-dire  admettent  de-  majorants  'le  la  forme 

lie" i  ■  ->■.)+  )  rnH  ;  ■-. 1. 

M  et  a  étant  des  constantes  (nécessairement  positives),  il  suffira  que  le  système 
différentiel,  supposé  linéaire,  -"il  orthoïque  et  passif. 

Pour  d'autres  conditions  imposées  .m  système,  on  pourra  se  contenter  de  sup- 
poser  les  données  initiales  représentée-  par  îles  fond s  entière-. 

Mais  un  peut  même  appliquer  le-  théories  qui  précèdent  à  certains  systèmes 
non-orthoïques. 

Soit  un  système  comportant  un  nombre  égal  g  d'équations  et  d'inconnues,  et 
résolu  par  rapport  à  g' dérivées  appartenant  respectivement  .1  chacune  des  in- 
connues. Supposons  que  les  seconds  membres  ne  contiennent  m  les  dérivées 
qui  figurent  dan-  les  premiers,  ni  aucune  dérivée  de  ces  dérivées. 

Le  système  pourra  cependant  ne  pas  être  orthoïque,  le-  dérivées  qui  figurent 
dans  les  seconds  membres  peuvent  être  anormales  (c'est-à-dire  non-normales  1, 
par  rapport  à  celles  qui  forment  les  premiers. 

Imaginons  qu'on  égale  à  zéro  le-  dérivées  partielles  des  seconds  membres  par 
rapport  à  chacune  de  ces  dérivées  anormales. 

Désignons  par  (  A.)  les  diverses  conditions  ainsi  écrites. 

Le  théorème  établi  dans  la  troisième  partie  restera  exact  (la  condition  de 
passi\  ité  étant  ici  remplie  d'elle-même  I,  si  les  données  initiales  (  supposées  ana- 
lytiques, ainsi  que  les  équations  différentielles),  sont  choisies  de  manière  à 
satisfaire  initialement  aux  conditions  (A). 

Tel  est,  en  particulier,  le  cas  pour  un  problème  qui  a  été  étudié  par 
M.   Goursat  (  '). 

Appendice.  —  Comparaison  de  la  nouvelle  définition  des  systèmes  ortho- 
nomes  avec  celle  des  systèmes  qui  avaient  été  nommés  par  l'auteur  ortlio- 
nomes  dans  le  travail  cité  des  Savants  étrangers,  et  harmoniques  dans  la 
rédaction  insérée  aux  Annales  de  V École  Normale  supérieure. 

La  nouvelle  définition  comprend  l'ancienne  comme  cas  particulier,  comme  on 

le  voit,  en  ajoutant  aux/'  cotes  qui  intervie ;ut  dans  cette  dernière  (supposée 

vérifiée)  une  (p  -r-i)ito"  cote  supplémentaire  jouant  le  rôle  de  cote  première  et 
égale  à   1   pour  les  variables  indépendantes,  a  zéro  pour  les  inconnues. 

Elle  embrasse  aussi  certains  systèmes  que  l'auteur  appelle  parataxiques,  el  .1 
la  catégorie  desquels  appartiennent  ceux   qui   ont  été  étudies  par   M.   Bourlet. 

Les  recherches  actuelles  comprennent  d'ailleurs  également  comme  cas  parti- 
culier celles  de  M"'"  kowalew-ki.  de  MM.  Méray.  Delassus  et  aussi  celles  qui 
ont  fait  l'objet  de  la  Noie  précédemment  citée  (  Cf.  V"  Partie)  de  M.  Goursat. 

(')  Comptes  rendus,  2  novembre  1897. 
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Picard  (■£"•)  [ï  2,  G6c].  — Sur  une  classe  de  transcendantes  nou- 
velles 1  second  Mémoire  |  1  333-  138  1. 

s'agit  de  systèmes  de  m  fonctions  uniformes  u=f(s);  p  =  »(z),  ... 
d'une  variable  z,  précédemment  étudiés!  Icta  math.,t.  XVIII),  jouissant  de  la 
double    propriété   d'admettre    la   période  eu' et  de  subir,    par  le  changement  de 

c  en  s-t-  w,  une   substitution  birati telle,  qu'on  peut  1  ?,ms  diminuer  la  géné- 

ralité  1  écrire  sous  la  forme 

1   u   =/i  s-i-6.)  =u.1u  +  Q,(«,  c w), 

(  I  )  <    «'  =  O  (  3  -(-  «  )  =  [!„  (J  -+-  Q,  (  II.    V, IV), 


où  les  ;j.  son!   des  constantes,  tandis  que  les  fonctions  Q  ont  des  développements 

en  séries  entier.'?  qui  commencent   pai    'le-.  t. unir-  du  ?econd  degré. 

\l  Picard  expose  la  formati le  ces  fonctions  par  une  méthode  d'approxi- 
mations successives  nouvelle.  Il  p..<.'  la  question  très  intéressante  mais  peut- 
èlre  difficile  de  savoir  quelle  est  la  solut I..  plu-  générale  de  la  question. 

Il  s'occupe  surtout  de  lever  les  restrictions 


(I)  :.  e     '" 

(A  =  1,2 m) 

.  ■  1  m      e    '" 

(pour  toute?  le?  valeurs  de  l'entier  v),  qui  semblaient  nécessaires  pour  rendre 
valable  ?a  première  solution. 

La  nécessité  des  inégalités  (2)  disparaît  d'elle-même  avec  la  nouvelle  méthode 
employée,  laquelle  ne  suppose  plus  ces  inégalités  vérifiées. 

Pour  échapper  aux  inégalité?  (1),  on  introduit  une  fonction  doublement 
périodique  de  seconde  espèce  ).(-)  vérifiant  les  relations 

;.  z~ui)=;,(z,.      >.(*  +  <•>)  =  <f,.(z) 

■1  étant   une  constante  quelconque),  et  l'on  substitue  aux  Ion.  lions  inconnues 

11.   V leur?    quotient-   par   X(s).    Ces   nouvelle?     inconnues    vérifient     des 

relations  analogues  à  (1).  mais  dans  lesquelles  les  ;j.(l  seraient  changés  en 
' — et  cesseraient,  par  conséquent  (pour  a  convenablement  choisi),  de  vérifier 
n'importe  quelle  relation  de  la  forme 


Heusel  [  K.)  [D6a].  —  Sur  une  nouvelle  théorie  des  fonctions  algé- 
briques <!r  deux  variables  1  33t  1  -\  1  (i  1. 

I.  Introduction.  But  du  travail.  —  Pendant  que  Clebscb  et  Nôther  perfec- 
tionnaient, au  point  de  vue  géométrique,  la  théorie  des  surfaces  algébriques,  rien 
n'était  fait  pour  donner  à  la  théorie  analytique  des  fonctions  algébriques  de 
deux  variables,  une  forme  analogue  .1  celle  que  Caucby,  Puiseux,  Riemann, 
Weierstrass  ont  appris  à  donner  à  l'étude  des  fonctions  d'une  variable  unique. 
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M.  Heusel  se  propose  d'étudier  la  continuité  d'une  fonction  algébrique  z  de 
deux  variables  dans  un  domaine  à  «  feuillets,  en  étudiant  les  relations  mutuelles 
de  ces  n  feuillets. 

La  difficulté  consiste  en  ce  que  le  discriminant  de  l'équation  qui  définit  z 
s'annule  non  plus  en  des  points  (  points  critiques),  mais  tout  le  long  des  courbes 
critiques,  lesquelles  sont  d'ailleurs  algébriques. 

On  a  donc  à  étudier  la  permutation  et  l'expression  par  des  séries  des  valeurs 
de  z  dans  le  voisinage  d'un  point  quelconque  d'une  courbe  critique,  ou,  plus 
généralement,  d'une  courbe  algébrique  donnée  C.  On  commence  par  prendre  de 
nouvelles  variables  E,  r,  dont  la  première  est  la  variable  du  cycle  (au  sens  de 
Halphen),  sur  C  dans  le  voisinage  du  point  donné,  tandis  que  la  seconde  est 
la  distance  d'un  point  quelconque  à  C,  comptée  parallèlement  à  l'ancien  axe 
des  y. 

z  est  alors  racine  d'une  équation  algébrique  dont  les  coeflicients  sont  des  poly- 
nômes en  rt,  mais  des  séries  entières  indéfinies  en   ç. 

Pour  chaque  valeur  déterminée  E„  donnée  à  t  au  voisinage  du  point  considéré, 
le  théorème  de  Puiseux  permet  de  développer  c  suivant  les  puissances  entières 
ou  fractionnaires  de  t,.  Mais  les  séries  ainsi  décrites  pourraient  être  essentiel- 
lementdiffércntessnivant  les  valeurs  de  |.  Il  sera  montré  que  lesdévcloppements 
de  z  ont  pour  coefficients  des  fonctions  algébriques  deE. 

Ce  résultat  ne  peut  pas  être  atteint  par  les  méthodes  connues  de  Cauch]  et 
de  Puiseux,  si  l'on  veut  reconnaître  le  caractère  analytique  des  coefficients  par 
rapport  à  %.  La  méthode  employée  est  de  nature  en  quelque  sorte  arithmétique. 
Elle  peut  s'étendre  au  cas  d'un  nombre  quelconque  de  variables. 

On  commence  par  le  cas  des  fonctions  rationnelles. 

2.  Les  fonctions  rationnelles  de  deux  variables,  leur  décomposition  en 
facteurs  linéaires.  —  Au  voisinage  d'un  couple  déterminé  (  »,  [3)  de  valeur 
de  x,  y,  le  numérateur  et  le  dénominateur,  considérés  comme  polynômes  en  )•, 
peuvent  être  décomposés  en  facteurs  linéaires,  multipliés  (en  certains  points 
exceptionnels)  par  une  puissance  de  x  —  a. 

Par  rapport  à  chacun  de  ces  facteurs,  la  fonction  possède  un  ordre  déterminé. 
La  somme  de  ces  ordres  relatifs  aux  différents  facteurs  est  nulle. 

3.  Le  développement  des  fractions  rationnelles  en  séries  de  puissances.  — 
Soit,  dans  une  fonction  rationnelle 

P(x,v) 

/,  X,   Y   =    ■ — •» 

'       '•        QU-..r) 

_y„  l'une  des  branches  de  la  fonction  algébrique  de  x  qui  annule  Q(x,y) 
(  autour  d'une  valeur  de  x,  x  =  a).  On  substitue,  comme  précédemment,  la 
variable  H  du  cycle  à  x.  D'autre  part,  Q(x,  y)  peut  s'ordonner  suivant  les 
puissances  de  (y  —  y„)  :  on  met  en  facteur  cette  dernière  quantité  autant  de 
fois  qu'il  est  possible.  Puis,  pour  éviter  les  puissances  négatives  de  E  dans  ce 
qui  reste,  on  pose,  non  plus  y — v„  =  T|  comme  tout  à  l'heure,  mais 


V 

d  étant  un  entier  convenable. 

Alors  /  peut   être  développé  suivant  les  puissances  croissantes  de  ^^(cer- 
taines puissances  négatives  de  ces  lettres  peuvent  être  en  facteurs). 
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Ou  encore,  f  peul  être  développé  suivant  les  puissances  de  z  (  avec  un  nombre 
fini  de  puissances  négatives),  les  coefficients  étant  algébriquesen  ï  et  ayant  des 
ordres  qui.  s'ils  sont  négatifs,  n'augmentent  pas  indéfiniment  en  valeur  absolue. 

i.  Les  fonctions  algébriques  de  deux  variables.  Leur  développement  aux 
environs  d'un  arc  de  courbe  régulier.  —  iSous  considérons  d'abord,  dans  le 
plan  de  x,  y.  une  courbe  algébrique  C,  le  long  de  laquelle  la  fonction  z  est 
régulière.  On  fait  une  transformation  telle  que  z  devienne  une  quantité  algé- 
brique entière  (au  sens  arithmétique  classique  du  mot),  en  37,  y. 

Sur  la  courbe  C  même,  ;  est  un  certain  développement  e0(x),  y  étant  une 
certaine  fonction  y„.    On  pose 

z  =  ea  +  t,        y  =  r„  +  ',• 

puis  (en  mettant  x —  a  en  facteur  autant  de  fois  qu'on  le  peut) 

r,  =  (  x  —  a)*?,,,  ;  =  (x  —  u)T^i 

et  l'on  est  ramené  à  une  équation  de  la  forme 

1  +  *  =  2 .5 

qui  permet  de  développer',  suivant  les  puissances  de  r,,. 

ô.  Le  développement  des  fonctions  algébriques  au  voisinage  d'un  arc  de 
courbe  singulier.  —  C'est  le  développement  autour  d'un  arc  singulier  (  rendant 
Z  infini  ou  surtout  annulant  le  discriminant  de  l'équation  en  z),  qui  constitue 
le  problème  essentiel.  On  se  propose  de  développer  ;  en  série  de  la  forme 

(1)  =  =  e(,(.r)(  r  —  .y„)!.  +el(x)(y  —  y„)'i  +..., 

)-=  r„  étant  toujours  l'équation  de  la  brandie  de  courbe  considérée,  et  les  ;  des 
exposants  croissants. 

Le  premier  exposant  e0  se  détermine  par  la  méthode  du  polygone  de  Newton  ; 
il  n'est  jamais  négatif  si  z  a  été  rendu  entier   1  au  sens   précédemment  spécifié). 

Quant  au  coefficient  c„  il  est  racine  d'un  équation  algébrique  qu'on  peut 
former. 

6.  Calcul  d'une  racine  à  l'aide  du  premier  terme  de  son  développement.  — 
Une  fois  le  premier  terme  obtenu,  on  le  retranche  de  ;.  La  partie  restante  c, 
étant  une  fonction  algébrique  conduit  à  des  calculs  analogues  à  ceux  faits 
sur  c. 

7.  La  série  trouvée  z„  procède  suivant  les  puissances  croissantes  de  r.  — 
Pour  prouver  que  les  exposants  e„.  e vont  en  croissant,  il  suffit  de  le  cons- 
tater pour  les  deux  premiers  d'entre  eux  (la  méthode  étant  la  même  pour  les 
suivants).  Or,  on  voit  aisément  qu'en  posant  z  =ct)E<>,   puis 


;,  commence  par  un  terme  d'exposant  supérieur  à  zé 
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8.  Séparation  de  la  série  trouvée  -„,  en  sa  partie  régulière  et  .«/  partie 
irrégulière  -  L'exposant  :,  .lu  second  terme  •  1  ti  1 1 ■  •  v i- 1  o | > | > e 1 1 u- 11 1  de  ;  p.ii'  rapport 
à  r,  étant  trouvé,  le  coefficient  e,  de  ce  même  terme  est  (dans  le  cas  le  plus 
général  ).  racine  d'une  nouvelle  équation  algébrique  dont  les  coefficients  sont  des 
séries  en  :  Mais  le  degré  de  cette  seconde  équation  est  au  plus  égal  à  celui  de 
la  première  el  même  au  degré  de  multiplicité  île  la  racine  e„  de  cette  première. 

Étendant  ceci  aux  équations  qui  fournissent  les  deuxième,  troisième,  etc. 
termes  du  développement,  on  voit  que  les  degrés  de  ces  équation-  cessent,  à 
partir  d'un  certain  rang  I, .  de  décroître  pour  prendre  une  valeur  constante  s 
i  laquelle,  comme  il  sera  démontré  dans  le  paragraphe  suivant,  e-t  égale  à  i). 
Les  termes  qui  suivent  le  rang/,  sont  dits  réguliers.  Les  exposants  correspon- 
dants peuvent  être  considérés  comme  des  fractions  ayant  toutes  le  même  déno- 
minateur. 

9.  Les  h  racines  de  lu  congruence  f  (x)  =  o.  —  On  \a  démontrer  que  le 
nombre  des  développements  qu'on  peut  former  pour  une  équation  donnée,  par 
la  méthode  précédente,  est  égal  a  »,  degré  de  l'équation  en  r.  \  cet  ell'et,  on 
remarque  que  tout  développement  satisfaisant  formellement  à  cette  équation  peut 
être  considéré  comme  définissant  une  racine  pour  la  congruence 

/(s)   sa         Imod.li       .i",  )>'  J. 

M  étant  un  entier  qu'on  peul  rendre  aussi  grand  qu'on  le  veut,  en  prenant 
assez  de  termes  dans  la  série. 

Or,  connaissanl  une  telle,  racine,  on  peul  opérei  par  division  à  la  manière 
ordinaire  el  réduire  la  congruence  a  un  degré  moindre  d'une  unité.  Dès  lors. 
ayant  démontré  que  la  congruence  admet  au  moins  une  racine,  on  peut  en 
déduire,  par  la  marche   classique,  qu'elle  en  a  n,  et  d'ailleurs  «  seulement. 

En    mê temps,    ceci  prouve  le  fait  annoncé   plus  liant,  que.  pour  la  partie 

régulière  du  développement,  la  constante;,  précédemment  mentionnée,  est 
égale  à  i. 

10.  Les  n  séries  g,,  s, zn  représentent  les  racines  de  l'équation  f(x)  =  o 

aux  environs  de  l'arc  de  courbe.  Pour  taire  la  preuve  de  convergence,  on 
commence  par  ramener  le  r.,s  général  à  celui  où,  parmi  les  «  développements, 
un  et  nu  seul  g,  (celui  que  l'on  considère),  débute  par  un  ternie  a  exposant  posi- 
tif en  7). 

C'est  ce  qu'il  esl  facile  d'obtenir  en  remplaçant  l'inconnue  ;   par 

z  —  /. 


/.  étant  le  commencement  du  développement  de  s„  jusqu'au  ternir  en  i,"  inclus, 
alors  que  les  /<  —  i.  autres  développements,  différent  du  premier  avant  le  ternie 
en  question. 

Ceci  fait,  la  question  e~t  réduite  •>  celle  qui  a  été  traitée  dans  le  cas  de  l'arc 
de  courbe  régulier  (  n"   i  i. 

11.  Domaine  de  convergence  des  séries  s„  g, s„.  —  Aux  environs  d'un 

point  déterminé  delà  courbe  y  =  y9,  les  séries  ont.  en  vertu  du  numéro  précé- 
dent, un  rayon  de  convergence  fini  (sous  réserve  de  faire  abstraction  du 
voisinage  de  l'arc  de  courbe  ou  du  point  considéré  si  le  développement  comprend 
des    puissances    négative?,   aipsi    qu'il    arrive    dans    le   théorème   de  Laurent). 
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f j.i ii t ••  1 1 1-  recherche  dans  quelles  conditions  ce  rayon  peut  tendre  vers  zéro.  Il 
arrive  à  cette  conclusion  que  cei  i  peut  se  produire  : 

i°  Si  le  point  considéré  tend  ver-,   un  point  critique  P,  des  coefficients; 

■  S'il  tend  vers  l'intersection  P  de  l'arc  de  courbe  avec  une  autre  brandie 
de  la  courbe  discriminante:  et  dans  ces  cas  seulement. 

Même  dans   ces  ca-,  d'ailleurs,  au  | i   P,  ou  P,  lui-même,  on  a  une  série 

à  rayon  de  convergence  fini. 

12.  Caractère  analytique  des  n  racines  et  surfaces  de  Riemann  corres- 
pondantes. —  Les  coefficients  successifs  c0,  c„  ...  de  la  série  (i)  sont,  comme 
on  l'a  vu,  fonctions  rationnelles  d'un  nombre  fini  d'entre  eux;  ceux  qui  cor- 
respondent à  la  partie  irrégulière  du  développement  sont  uniformes  sur  une 
même  surface  de  Riemann  a  v  feuillets.  Comme,  sur  cette  surface,  y„  est  aussi 
fonction  uniforme,  v  est  un  multiple  du  degré  p.  de  la  courbe  discriminante 
(ou  du  moins  de  la  portion  irréductible  de  cette  courbe  qui  intervient  actuel- 
lement), par  rapport  à    >'  :  soit 

(i)  v  =  >.o. 

;  a  un  développement  bien  déterminé  i  n  chaque  point  de  la  surface  de  Rie- 
mann en  question.  Toutes  ces  valeurs  se  permutent  d'ailleurs  les  unes  avec  les 
autres  sur  la  surface  entière.  Autour  d'un  arc  déterminé  de  la  courbe  dis- 
criminante le  long  duquel  v„  esi  une  fonction  bien  déterminée  de  a  i.  le  nombre 
de  séries  qui  se  permutent  < ■-[  "/.. 

\  . :es  /.  séries  corresj lenl  '/.!>  valeurs  numériques  possibles,  b  désignant  le 

dénominateur  commun  des  exposants  :„,  e,,.... 

Toutefois  ces  \b  valeurs  peuvent  ne  pas  être  toutes  distinctes.  Par  exemple, 
-i  l'équation  donnée  est 

z-  —  xy  —  .'.l'- 
on a,  à  l'origine  (la  courbe  discriminante  étant  y  =  o), 

i                  i           11,11 
z,  =  i  xy)n-(\  —  v)-  =x*y-   -  -  x-y- 

avec  a  =  b  =  2.  Cependant  il  n'y  a  que  deux  valeurs  distinctes  de  s,  pareequ'une 
permutation  simultanée  des  deux  systèmes  de   valeurs  des  coefficients  e  d'une 

1         i 
part,    et    des    deux    valeurs    de    (y —  )'„)'■—  V-  Ae    l'autre,    ne    produit    aucun 

changement  sur  ;. 

Mais  cette  circonstance  peut  être  évitée,  dan-  l'exemple  actuel,  pour  lechan- 
gemenl  de  variable  (  v  \xy)  qui  ramène  '/.  .i  la  valeur  i;  et  l'on  constate  qu'on 
peut  arriver  au  même  résultat  dans  le  cas  général. 

13.  Les  cycles  de  racines  analytiquement  rattachées  et  leurs  ordres.  —  Les 
cycles  étant  ainsi  définis,  et  après  quelques  interprétations  géométriques  immé- 
diates, l'auteur  définit  l'ordre  de  la  fonction  c  par  rapport  à  un  tel  cycle  :  c'est 

l'exposant  sous  lequel  figure,  dans  cette  fonction,  la  quantité  (y  —  ya)h  (b  ayant 
le  même  sens  qu'au  numéro  précédent),  qui  joue  ici  le  rôle  de  la  variable  du 
cycle. 

14.  Le  corps  algébrique  de  fonctions  détermine  par  s.—  Le  corps  de  fonc- 
tions déterminé  par  z  est  celui  qui  esl  formé  par  toutes  les  fonctions  rationnelles 
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de  x,  y,  z.  Toutes  les  lignes  le  long  desquelles  les  valeurs  de  z  se  permutent 
font  partie  de  la  courbe  discriminante  de  n'importe  quelle  surface  du  corps  ainsi 
formé  (  ce  sont  d'ailleurs  les  seules  qui  soient  communes  à  toutes  ces  courbes). 

P  =  o  étant  une  courbe  algébrique  irréductible  quelconque  du  plan  des  xy 
à  laquelle  correspond  une  surface  de  Riemann  décriminéc,  on  parlera  du  divi- 
seur premier  X'  qui  correspond  à  cette  courbe.  On  dira  qu'une  fonction 
Ç  =  K(x,  y,  z)  du  corps  contient  1?  en  facteur  avec  un  exposant  exactement 
égal  à  /  (ou  qu'elle  est  divisible  par  V  ),  si  elle  est  d'ordre  de  k  (  au  sens  défini 
au  numéro  précédent),  par  rapport  au  cycle  qui  a  pour  origine  la  courbe,  k  est 
un  entier  positif,  nul  ou  négatif. 

Il  n'est  différent  de  zéro  (pour  une  fonction  donnée),  que  relativement  à 
un  nombre  limité  de  diviseurs  premiers  ;  c'est-à-dire  à  un  nombre  limité  de 
courbes.  C'est  ce  qu'on  démontre  en  étudiant  la  norme  de  Ç,  c'est-à-dire  (con- 
formément à  une  définition  aritlimélique  classique)  le  produit  des  n  détermi- 
nations que  peut  recevoir  Ç  lorsque  x,  y  sont  donnés,  lequel  est  une  fonction 
rationnelle  de  x,  y. 

Le  produit  des  facteurs  premiers  en  question,  élevés  aux  exposants  correspon- 
dants, constitue  le  diviseur  de  Ç. 

Une  fonction  du  corps  est,  à  un  facteur  constant  près,  entièrement  déter- 
minée par  son  diviseur  :  une  fonction  qui  est  d'ordre  nul  partout  est  une 
constante. 

L'auteur  se  réserve  de  continuer  cette  étude  et,  en  particulier,  de  publier 
ultérieurement  des  résultats  reliant  ceux  qui  précèdent  avec  les  recherches 
de  M.  Picard.  .1.  H. 


ATTI  DELLA   R.  ACCADEMIA  DEI  LINCEI; 
Série  "),  Rendiconti,  Classe  di  Scien/e  fisiche.   maleinatiche  c  naturali. 

Tome  IV,   1893;  ic'  semestre  (*). 

Tacchini  (  P.)  [U].  —   Protubérances  solaires  observées  à  l'Ob- 
servatoire royal  du  Collège  romain,  en  1891-92-93-94.  (3-8). 

Bianchi  (L.)  [H  9/].  —  La    méthode    de    Riemann    étendue   à 

l'intégration  de  l'équation =  Mu,  (8-18). 

0  »  dx,  Ox*_...  dx„ 

On  peut  déterminer  une  solution  satisfaisant  aux  conditions  initiales 

u  —  /,  (  xt,  Jj,  . . . ,  -z'„  )  pour        x,  —  a,, 

u  =  f?(x,,  x,  . . .,  xu)  »  x2  =  a„ 


"  =  /„ ( -ci •  x -j.  ."ji„..i) 


(')  Voir  Bulletin,   XXXIV.  p.    <-. 
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Par  les  approximations  successives  l'auteur  démontre  l'existence  de  la  solu- 
tion, puis   il   applique  la    méthode  de  ftiemann,  par  laquelle  la  valeur  de  n  au 

point    {b„b »*„)     peut    se    calculer   quand    on    a    trouvé,    pour    l'équation 

adjointe 

to,  »!  '*..»*„  =  '-"""'•■ 

la  solution  principale  relative  à  ce  point. 

Le  problème  peut  aussi  se  poser  avec  différentes  conditions  aux  limites,  en 
supposant  que,  sur  une  hypersurface 

9(37,,  x.,,  . ..,  a;„)  =  0, 

on  donne  les  valeurs  de  m  et  de  ses  dérivées  jusqu'aux  (n —  1  )'*"*•.  Dans  ce 
cas  aussi  l'auteur  prouve  l'existence  de  la  solution  par  la  méthode  des  approxi- 
mations successives. 

En  appliquant  la  méthode  de  Riemann  étendue  à  l'équation 


M  11, 


et  en  partant  de  la  formule 

dX       i/1        a/. 


,  dx  dy  dz 

)y       <)z } 


[X  cos ( nx )  +  Y  cos ( ny  )  -1-  Z  cos ( ns )  ], 

appliquée    à    l'espace    renfermé   entre    les  plans  x  =  o,  y  =  o,   z  ■=  o,  .r  = 

y  =  y„.  z  =  z„  on  trouve,  pour  le  point  quelconque  x„,  )„,  zt[,  la  formule 

m  ;:„..)'„,  z„)  =  (  kc)0+  [ti(x„,y0,  o)  +  n  (x„,  0,  z„)  +  k(o,.k0,  ;„)  1 
—  |«(j„ii,ii)    ■+■  u(o,y0,  o)    -i-  m(o,  ci,  zt  )  ] 


m 


)/,    .A'        d/,    dv  \ 


dy  dz 


_  1    /"/•/&    * 
■./,/    \dr    dz 

.1.1  \dx  dy        dy    dz)  J 


qui  donne  la  solution  régulière  du  premier  problème,  en  prenant  pour  v  la 
solution  principale  de  l'équation  adjointe  relative  au  point  x„  yc,  :„.  c'est- 
à-dire  celle  qui  devient  égale  à  l'unité  sur  les  faces  x  =  xa,  y  =  y„,  z  =  z„  du 
parallélépipède. 

D'une  manière  analogue  on  peut  trouver  la  solution  régulière  pour  le  cas  du 
second  problème. 

Knfin,  l'auteur  montre  que  la  limitation  à  trois  seules  variables,  qu'il  a 
adoptée  pour  simplicité  d'exposition,  n'infirme  nullement  la  généralité  des 
résultats. 

Pour  M  =  i,  c'est-à-dire  pour  l'équation 

à"  11 
=  u, 

ilx,  dx.,  . . .  dx,. 
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la    solution    principale   relative   au    point    («,,« ait)    est    donnée    par   la 

transcendante  entière 


'^'-lïôT^ 


t  =  (.r,  —  a,  )  (x,  —  a,  )  . .  .  (  .rlr  —  an  ), 

ce  qui  est  une  extension  d'un  résultai  obtenu  par  Du  Bois-Reymond  pour  n  • 
en  posant 


l.i  fonction  -I  devient  la  première  fonction  de  Bessel  y(1(  x  ). 

I  bir  aussi  une  autre  Note  du  même  auteur  dans  ce  Tome,  p.  80,  et  une  autre 
à  la  page  <  1 1 

Fano  (G.)  [  H  4  d~\.  —  Sur  quelques  considérations  géométriques 
se  ratlachanl  à  la  théorie  des  équations  différentielles  linéaires. 
(,8-25). 

l  n  système  yv  v yn  d'intégrales  indépendantes  d'une  équation  linéaire 

homogène  d'ordre  n 

(0  i  \    i  \     ,  i   -+-  \„.r  =  o, 

est  interprété  eomme  un  groupe  de  valeurs  des  coordonnées  homogènes  de 
l"iinis  dans  un  espace  S„_, ;  ces  points,  pour  les  diverses  valeurs  de  x,  forment 
la  courbe  attachée  à  l'équation  (i)  [Halphen,  Mémoire  sur  la  réduction  des 
équations  différentielles  linéaires  {Mémoire  des  Savants  étrangers,  t.  XXVIII, 
t8S3-i884)];  et  cette  courbe  ne  change  pas  les  transformations 

;  —  /(  x).         y  =  o(x)v 

de  la  variable  indépendante  et  de  la  fonction,  f  et  s  étant  des  fonctions  quel- 
conqttes. 

Les  y  ^unt  «les  fonctions  qui  peuvent  avoir,  pour  une  valeur  donnée  de  x, 
plusieurs  valeurs  et  même  un  nombre  infini,  étant  des  combinaisons  linéaires 
des- valeurs  primitives.  En  étudiant  la  variable  x  sur  une  surface  de  Kiemann 
sur  laquelle  les  V  soient  univoques,  à  tout  chemin  fermé  correspond  une 
substitution 


-£«*?> 


des    _>-,.    et    l'on    a    ainsi    le    groupe   monodromique  de    l'équation    (Hermite). 

Gé étriquement    on   a    en   S„_,   un   groupe  de  collinéations  transformant  en 

elle-même  la  courbe  r  attachée  à  l'équation.  L'auteur  s'occupe  du  cas  où  un 
système  d'intégrales  satisfait  à  une  ou  plusieurs  relations  algébriques,  c'est- 
à-dire  où  la  courbe  r  est  contenue  dans  une  certaine  variété  algébrique 
de  S„  ,  "ii  est  algébrique  elle-même.  C'est  précisément  ce  dernier  le  i  as 
étudié  par  l'auteur,  en   supposant  que   les  A    soient  des  fonctions  algébriques 
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■  le  .r.  d'une  même  classe  clans  le  sens  île  Riemann.  Les  opérations  génératrices 
du  groupe  monodromique  sont  alors  : 

i°  Les  chemins  fermés  autour  des  points  singuliers; 

2"  Les  chemins  fermes  irréductibles  entre  eux  qu'on  peul  tracer  sur  la  sur- 
face de  Riemann  sans  la  diviser. 

Le-  intégrales  sont  aussi  supposées  se  comporter  régulièrement  aux  points 
singuliers  de  l'équation  différentielle. 

La  courbe  r  peut  admettre  («)  un  nombre  fini  ou  (0)  un  nombre  inlini  de 
transrorm.it ions  projectrices  en  elle-même. 

Dans  le  cas  (a),  le  groupe  monodromique  peut  avoir  :   i  '  un  nombre  fini  ou 

2°   un   lire    infini    d'opérations.    Dans   le  cas    i",    l'équation   est    intégrable 

algébriquement.  Dans  le  cas  2°,  les  y,  sont   encore  des   f :tions  algébriques, 

à  moins  d'un  même  facteur,  qui  est  la  fonction  exponentielle  d'une  intégrale 
abéliennc. 

Le  cas  (b)  est  traité  dans  une  autre  Note  i  voir  ce  Tome.  p.  ôij. 

Somiglianct  {C.  i[T  ■>.  n\.  —  Sur  les  invariants  orthogonaux  de 
déformation.  (20-33). 

Dans  le  Tome  III  (1889)  des  Rendiconti  del  Circolo  matematico  di  Palermo, 
Beltrami  a  montré  le  parti  qu'on  peut  tirer  des  invariants  orthogonaux  de 
déformation,  expressions  dont  quelques-unes  restent  inaltérées  pour  tout 
changement  des  axes  (  orthogonaux),  et  les  autres  seulement  pour  une  rotation 
autour  de  l'un  d'eux.  Au  moyen  de  ces  expressions,  on  peut  écrire  immédiate- 
ment la  forme  générale  du  potentiel  d'élasticité  dans  le  cas  de  l'isotropie  com- 
plète, et  dans  celui  de  l'isotropie  par  rapport  à  un  axe. 

L'auteur  recherche  des  expressions  analogues  pour  le  ras  où  il  y  a  un  ou 
plusieurs  axe-  de  symétrie  élastique  (cristaux),  expressions  (invariants 
cycliques  d'ordre  11  )  invariables  pour  le  groupe  de  substitutions  caractéris- 
tique pour  la  symétrie  du  corps,  et  qui,  pour  chaque  valeur  11  de  la  période, 
peuvent  s'exprimer  rationnellement  à  l'aide  de  huit  expressions,  dont  six  sont 
des  invariants  pour  toute  rotation  (invariants  de  rotation).  Liant  xx,  yf,  -"., 
y.,  zx,  X    les  composantes  de  déformation,  et  en  posant 

xx — r,  =  x,        x=y,        xx-\-y.=  z, 
y.  =  »,         :r  =  1 ,  -.  =  iv, 

les  formules  de  la  substitution  correspondant  à  la  rotation  de  — -  autour  de 
l'axe  ~,  peuvent  se  résumer  dans  les  suivantes  : 

;  -  su  . 

x  H-  iy  =  e  "    (x'  +  iy')y        u  -t-  iv  =  e     "     («'—  iv'  I, 

Pour  rechercher  les  expressions  invariables  en  question,  il  suffit  de  poser 

x  +  iy  =  Z,  11  +  iv  =  \\  . 

x  —  iy  =  Z,,        11  —  iv  =  W|, 
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ce  qui  donne 

HT   .  Î7! 

/.  =  e"  ''/:.  W    =  e     "  '\v  . 

'.  7T  :>  7: 

Z,  =  e_"'z'n        VV,  =  e";r'w',, 

et  tout  invariant  /(#, ^,  «,  i>  )  peut  être  transformé  en  une  fonction  de  Z,  Z,. 
W.  \Vr  La  question  est  ainsi  ramenée  à  déterminer  les  expressions  ration- 
nelles entières  K(Z,  Z,,  W,  W,)  =  SA       Z/'Z?  WW',,  pour  lesquelles  on  a 

F(Z,  Z„  W,  W  ,)  =  F(Z',  Z,,  W,  W,  ). 
Mors  il  est 

(•)  F  =  sa     Z'fZ'jw  '•  w  ; e  "  '   ''     '' 

el  par  conséquent 

in  —  iq  —  r       \ 

-i i i bre  entier. 

n 

(in  satisfail  à  celte  condition  en  prenant 

p   =   1,11   -r-   A  H-  \l.  r  —  ktt  -+-  2  A  -4-  V, 


où  /. .  X,  u.,  v  son!  arbitraires  et  où,  si  Ton  veut  avoir  des  invariants  entiers, 
ii  faut  prendre  les  solutions  positives.  (Iliaque  terme  de  (i)  est  un  invariant 
cyclique  d'ordre  n 

I  =  (ZW  )'"(Z\V-  .>"'(  Z/.,)' i  WW 

Pour  /."  =  o,  on  a  des  invariants 

R  =  (ZW2  )"'(/./•      '  i  W  W,  . 

indépendants  de  n  (invariants  de  rotation),  et  en  particulier  les  trois  inva- 
riants 

1  =  ZW  -, 

H  =    ZZ,    =  x-+j    . 
I    =WW,=  u-+  v", 

dont  les  deux  derniers  sont  réels.  L'invarianl  complexe  1  donne  naissance  aux 
deux  réels 

K    =  X(  II- —  i'- )  —    ,   i    UV, 

K'  =  y («J —  i'-)  -+-  2a  uv. 

Les  quatre  invariants  H.  .1.  K,  K  sont  linéairement  indépendants  et  liés  par 
la  relation 

Iv-+  K  Ivl  . 

et  pour  tout  invariant  de  rotation  H  ne  contenant  pas  s  et  w,  on  a 
R  =  (K  +  jK')*Hl»J\ 

L'invariant   K',  qui  est  considéré    ici    pour  la    première    fois,  peut   s'exprimer 
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par 

K.'  =  x>  (  y\  -;;)+i(i-  yy  )yz:,. 

Pour  k  £  o,  on  a  les  invariants  cycliques  I,  proprement  dits,  pour  lesquels, 
en  posant 

(Z\\  )»=  j,„-f-  ni», 

on  trouve 

I  =  (J;„—  '■l,„)'(>\  -+-  (tx  )'H>J\ 

où  la  seule  ),  peut  être  négative. 

La  question  des  invariants  cycliques  du  plus  petit  degré  est  aussi  traitée  par 
l'auteur,  qui    trouve   que    pour    n    pair    le    degré    minimum   est  —  >  et  pour  n 

n  -t-  1 

impair 

1 
Lorsque  le  degré  m  du  potentiel,  par  rapport  aux  composantes  de  déforma- 
tion, est  donné,  il  faut,  pour  en  avoir  l'expression  la  plus  générale,  connaître 
tous  les  invariants  de  degré  m  quelle  qu'en  soit  la  période  11.  Il  résulte  que, 
si  m  =  2,  on  aura  n  i  ,,  et  ainsi  un  potentiel  quadratique  ne  peut  être  formé 
que  par  les  invariants  de  rotation  et  par  les  invariants  cycliques  de  période  2. 
3,  4.  Pour  des  potentiels  de  degré  supérieur,  il  peut  y  avoir  des  invariants,  et 
par  conséquent  des  axes  de  symétrie  élastique,  de  période  quelconque.  En 
particulier,  pour  un  potentiel  cubique,  il  peut  y  avoir  un  axe  de  période  5,  ce 
qui  est  en  contradiction  avec  la  loi  de  rationalité,  et  comprend  dans  la  théorie 
de  l'élasticité  des  cas  ne  correspondant  pas  a  l'expérience;  c'est  ce  que  l'auteur 
observe  à  propos  de  l'extension  proposée  par  \\  Voigt  1  Nachrichten  ton  der 
K.  Ges.  der  Wiss.  ~u  Gôttingen,  i8<)3  et  i8g4). 

Visalli  l  /'.  1  (  N2  1  g~\.  —  Sur  les  congruences  de  degré  n  qui  peu- 
vent se  représenter  sur  un  plan.  (33-38). 

Congruences  de  degré  n  douées  d'un  plan  exceptionnel  s  contenant  un 
nombre  x  de  droites  de  la  congruence  qui  enveloppent  une  courbe  i]/  de  la 
classe  //  —  1 . 

Bonnetti  {  F.)  et  A gamennone  (G.).  —  Calcul  de  la  position  de 
l'hypocentre  el  de   la    vitesse  de  propagation  des  tremblements 

de  terre.  (38-45). 

Fano  (G.)  [H  4  d~\.  —  Sur  certaines  courbes  rationnelles  d'un 
espace  quelconque  et  sur  des  équations  différentielles  linéaires 
qu'on  peut  représenter  par  ces  courbes.  (  5i-5^  |. 

Ici  on  traite  le  cas  (6)  indiqué  dans  la  Note  précédente  du  même  auteur 
(  voir  ce  Tome,  p.  18);  c'est  le  cas  où  la  courbe  F  attachée  à  l'équation,  admet 
un  nombre  infini  de  transformations  projectives  en  elle-même.  La  courbe  est 
nécessairement  rationnelle.  Si  elle  est  normale  (d'ordre  h— 1),  on  peut 
prendre  les  coordonnées  y,  (intégrales  de  l'équation)  de  manière  que  la 
matrice 

I  y,  y*   ■■■  y,     I 
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seul  nulle,  et  l'on  peut  poser 


L'équation  donnée  a  alors  pour  solutions  les(n  — i)'1 puissances  de  toutes 

les  intégrales  de  l'équation  linéaire  du  deuxième  ordre  satisfaite  par  les  .-,,  ;,, 
.1  laquelle  le  problème  est  ainsi  ramené. 

Si  r  est  d'ordre  m     u,   normale  pour  :spacc  supérieur  à   S  .  l'équation 

peut  se  réduire  à  une  autre  de  même  ordre  à  coefficients  constants. 

Visalli  (P-)  [N2  i  o-].  — -Sur  certaines  congruences  de  degré  /'. 
douées  d'une  courbe  gauche  singulière  d'ordre  n.  i  58-62  \. 

Dans  une  des  congruences  étudiée-,  dans  l'autre  Note  du  même  auteur 
(voir  ce  Tome,  p.  33),  on  suppose  que  le  plan  exceptionnel  ait  un  point 
exceptionnel  rt-upleP„.  La  congruence  est  alors  constituée  par  un  cône  d'ordre  n 
ayant  l'„  pour  sommet,  et  par  un  nom  lue  x  de  faisceaux  dont  les  centres  forment 
une  courbe  gauche  d'ordre  //  tracée  sur  le  cône. 

Bonnette  (F.)  et  Agamennone  (G.).  —  Sur  la  vitesse  superfi- 
cielle de  propagation  des  tremblements  de  terre.  (62-68  1. 

Biancki  (£■)  [Ho,/].  —  Sur  l'extension  de  la  méthode  de 
Riemami  aux  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles  d'ordre 
supérieur.  (89-99). 

Soit  l'équation 

O'u  d~u         ,     <P  11  il- 11 

(  I  )  SI  (  U)  =    —  r  a -i-b h  C  

Oxoydz  OyOz  ilz  Ox  ôx  Oy 


il  r 

ii.r  ' 

et  en  j  substituant  u  au  lieu  de  —  ;  et  le  même  a  été  fait  pour  û2,  Ï2V  En  opérant 
d'une  manière  analogue  pour  les  secondes  dérivées,  on  a  les  expressions. 

''" 

Q,,  =  -r 1-  au, 

Ox 

du        . 

il,.  =   —   +  bu, 

du 


Ou 

-+-  a     - 
,i.i' 

DU 

,(«) 

.1,, 
~  Oy  Oz  ~*~ 

•£*• 

0'  u 

Ou 

,  (  «  ) 

1*;  Ox 

Ox 

,(«) 

i):  u 

Ox  ày 

lit! 

u h  b 

Oy 
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il,,  appelle  solution  principale  relative  au  point  (  .*■„,  ya,  ~„)  la  solution  ré- 
gulière  de  l'équation  (1),  satisfaisant  aux  conditions  suivantes  : 
1"   (Je  prendre  au  point  P„(.r„,  y„,  z„)  la  valeur  u  =  i; 
.>'  De  satisfaire,  sur  les  parallèles  au\  axes  menées  par  P„,  aux  équations 

Q23  =  o,         Si,,  =  0,         Q12  =  o 
respectivement  ; 

3"  De  satisfaire,  sur  les  plans  menés  par  P„  parallèlement  aux  plans  coordonnés, 
aux  équations 

fi,  =  0,         &,  =  o,         &,,=  o 
respectivement. 

Pour  trouver  une  solution  régulière  de  (1)  qui  ait  des  valeurs  données 
arbitrairement  sur  les  plans  coordonnés,  il  suffit  de  déterminer  la  solution 
principale  relative  à  P„  pour  l'équation  adjointe 

_        d'v  rf(av)        t)-(bv)        â'(cv) 


dx  dy  dz        dy  dz         dz  dx        dx  dy 
à{av)         f J (  p f  )         i)[-;v) 
dx  dy  dz 

Étant  v  une  solution  de  (2),  on  a,  pour  u  quelconque, 

l<    O  (il)    =    ~. h  -5 h    —  , 

dx        dy        dz 
u 

tf-  II  du  ,111 

X  =  v  - — -  4-  A  -r hB  -: h  C  «, 

dy  dz  dy  dy 


—  dv  =  o. 


à*  y  ,  du 

dz  dx       '     dz 


Y  =  „  ^4-  +  A'  ^  +  B'  ^  +  C  u, 


d-u  du        _,,  du 

Z  =  v 1-  A h  B h  C  « 

dx  dy  dx  dy 


A=  -3c 


£)-"■ 


expressinns  ou  il  entre  trois  fonctions  arbitraires  À,  p,  v. 

Maintenant,  pour  avoir  la  valeur  au  point  M  (x„, y0,  z„  ),  d'une  solution  régu- 
liére  u  de  (1),  qui  prenne  des  valeurs  données  sur  les  plans  .z  =  o,  y  =  o,  z  =  o, 
l'auteur  applique  au  parallélépipède  OM   la  formule 

=  —  /    /   (X  cosnx  -t-  Y  cosny  ■+•  Z  cosraz)  rfa, 

et,     en     disposant    convenablement    des    fonctions    0,     >>,    p.,    v,    il    obtient    la 
formule 

ii  uv)n=  a[(«v)D+  (w)e+  («c)f]  —  [("w)a+(uc)b+  (iw)c] 

+  /Y  \  tfv-  rfa  +  f  f  \  dz  dx  +  j  (/.  dxdy, 

Bull,  des  Sciences  inathém.,  2*  série,  t.  XXXV.  (Décembre  1911.)  B.i4 
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où  (uv)n,  i  m  -)a.  ■••  sonl  les  valeurs  de  uv  aux  sommets  du  parallélépi- 
pède OM.  Les  intégrales  doubles  sont  ensuite  Lransformées  île  manient  à  faire 
disparaître  ~k,  y.,  v.  On  conclut  qu'il  n'y  a  qu'une  solution  régulière  ayant  des 
valeurs  données  sur  les  plans  coordonnés. 

Entre   une   solution  u   de   fl(u)  =  o,  relative  au  point  M',  et  une  solution  v 
de  *!>(")  =  o,   relative  au  point  M,  il  y  a  la  relation 


Suit    l'indication   des  modifications  à   introduire  pour  le  cas  que   l'équation 
donnée  soit 

Q(u)  =  F(x,  y,  z), 

et  pour  le  cas  de  n  variables. 

Une  simplification  des  méthodes  employées  dans  celte  Note  et  dans  la  précé- 
dente (voir  ce  Tome,  p.  S),  se  trouve  dans  la  Note  III  (noir  ce  Tome,  p.  1 33 ). 

Tacchim '  (P '.)  [U].  —  Sur  la  distribution  en  latitude  des  protu- 
bérances solaires  observées  à  l'Observatoire  royal  du  Collège 
romain  pendant  1891-92-93-94-  (ioo-io3). 

Millosevich.  (E.)  [U].  —  Sur  l'identité  des  comètes  1 844  I  el  Ed. 
Swifï  1  Si|.j.  (  i  u.l-106). 

Blanchi  (L.)  [H  <),/]•  —  Sur  l'extension  de  la  mélhode  de 
Riemann    aux   équations  linéaires  partielles  d'ordre   supérieur. 

(i33-i4a). 

Ici  l'auteur  donne  une  méthode  velle,  el  plus  simple,  d'établir  les  résultats 

trouvés  dans  ses  deux  Notes  précédentes  (voir  ce  Tome,  p.  8  et  p.  89)  au  moyen 
d'une  formule  d'intégration  par  parties  relative  aux  intégrales  multiple-.  Par 
celte  formule,  il  résout  le  problème  de-  caractéristiques  en  déterminant  l'inté- 
grale de  l'équation 

Q(a)  =  F  (a;,,  x £„), 

lorsqu'on  donne  les  valeur-  de  cette  intégrale  -ur  n  hyperplans  parallèles  aux 
livperplaiis  coordonnés. 

loir  aussi   une  Note  de   M.   Nicoletli  a  la  page  33o. 

Pincherle  (S.)  [J  4/,r]-  —  Sur  les  opérations  fonctionnelles 
distributives.  (  1  j'>-i4y)- 

On  suppose  que  l'opération  A  appliquée  a  une  fonction  analytique  f(t)  donne 
aussi  une  fonction  analytique /(.c),  el  qu'il  soit 

\f  f     40  =  A(<p)-r-M4.). 

On  peut  définir    la   somme  des  opérations  A,  fi,  transformant  <f  en/,/,  res- 
pectivement, par  l'égalité 

(A  +  B)<p  =/+/,. 
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Le  produit  BA  de  A  par  B  est  défini  par 

BA(<p)  =  B[A(<p)]. 

Il    s'ensuit    de    là    la    signification    des    puissances   de    A   et    de    l'opération 
inverse  A-1. 

La  dérivation   fonctionnelle  est  définie  par 

V'(9)  =  A(l?)-il(?), 

et  pour  la  dérivée  »•*"•  d'un  produit  reste  applicable  la  formule  de  Leibniz. 
De  même,  étant 


"=I 


A(-?)=V  ÏAW(.) 


VAW(i) 


formules  analogues  à  celles  de  Taylor  et  de  Maclaurin.  L'auteur  démontre 
ensuite  les  propriétés  de  quelques  opérations  distributives  particulières,  telles 
que  la  multiplication 

M^if)  =u.(t)<p(0, 

la  dérivation 

dt  ' 


D(?) 


l'opération  représentée  symboliquement  par  une  forme  différentielle  linéaire 

M„u  +  M0|  U  -+-  M„  11'  +  ...+  Uat  Ur. 

les  a,  étant  des  fonctions  données;  l'opération  6 

6[<p(0]  =  ?(«  +  ') 
et  la  substitution 

S^?(0  =  ?["■(')]• 

Il  démontre  enfin  que  le  groupe  des  opérations  distributives  permutables  avec 
la  dérivation  est  le  groupe  des  opérations  d'Appell  (Annales  de  l'École  Nor- 
male supérieure,  2"  série,  t.  IX,   1880,  S  12). 

Funo  (G.)  [Mo  8  réf.  (j  2].  —  Sur  les  surfaces  algébriques  avec 
un  nombre  inlinide  transformations  projectives  en  elles-mêmes. 
(  1 49-1 56). 

Cette  Note  apporte  un  complément  aux  résultats  obtenus  par  M.  Enriquez 
(  Atti  delV  fstituto  Veneto.  etc..  série  7",  t.  IV  et  \  I.  complément  qui  est  obtenu 
par  la  considération  des  homographies  à  points  unis  multiples. 
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Les  surfaces  algébriques  d'un  espace  Sr,  admettant  un  groupe  continu  oo'  de 
transformations  projertives  sont  ou  rationnelles,  ou  réglées,  ou  représentables 
univoquement  sur  des  surfaces  réglées. 

Si  une  surface  admet  un  groupe  s.-  (et  seulement  x:  )  de  transformations 
projeclives  à  points  unis  variables,  une  homographie  générale  de  ce  groupe 
doit  avoir  tous  les  points  doubles  distincts.  Par  cela,  le  seul  cas  possible  est  alors 
l'analogue  de  celui  que  M.  Enriquez  a  traité  pour  l'espace  ordinaire,  où  les 
seules  surfaces  admettant  un  groupe  x'1  sont  : 

a.  Les  surfaces  de  Klein-Lie: 

b.  Les  surfaces  réglées  (  d'ordre  il  4  )  ayant  deux  directrices  rectilignes  infini- 
ment rapprochées; 

c.  Celles  qui  renferment  un  faisceau  de  coniques; 
ci.  Celles  du  sixième  ordre  à  sections  elliptiques. 

Comme  toute  surface  algébrique  admettant  un  groupe  continu  transitif  de 
transformations  projectives  est  représentable  sur  le  plan,  tout  système  linéaire, 
oo3  au  moins,  de  courbes  algébriques  planes,  uni  par  rapport  à  un  groupe  con- 
tinu de  transformations  crémoniennes,  peut  représenter  une  surface  algé- 
brique admettant  an  groupe  continu  de  transformations  projeclives.  Les 
groupes  continus  de  transformations  crémoniennes  sont  semblables  à  l'un  des 
trois  types  déterminés  p.ir  M.  Enriquez  (voir  ces  Rendiconti,  t  II,  i"  semestre, 
p.  468);  par  conséquent,  tout  groupe  continu  de  transformations  projeclives, 
transformant  une  surface  algébrique  en  elle-même,  doit  être  semblable  à  un 
groupe  d'homographies  dans  le  plan,  ou  à  un  groupe  d'homographies  transfor- 
mant en  elle-même  une  qnadrique  de  S3,  ou  transformant  en  lui-même  un  cône 
rationnel  normal  d'un  espace  quelconque. 

Brioschi  (F.)  [V9].  —  Notice  sur  la  vie  el  les  œuvres  du  membre 
étranger  Arthur  Cayley.  (177-185). 

Tacchini  (P.)  [U].  —  Sur  la  distribution  en  latitude  des  facules, 
lâches  el  éruptions  solaires,  observées  ;'i  l'Observatoire  royal 
du  Collège  romain  en  [891-92-98-94.  (186-189). 

Millosevich  (E .)  [U].  —  Éléments  elliptiques  de  (006)  Unitas, 
oscillateurs  en  l\'  opposition.  (190-191). 

Nicolctti  (0.)  [11  ()/;].  —  Sur  un  système  d'équations  aux  déri- 
vées partielles  du  deuxième  ordre.  (  197-202). 
Extension  de  la  méthode  de  Hiemann  au  système 

,al=o         (i\A=i,2 n). 


En  multipliant  par  n  fonctions  »,  et  en  additionnant,  en  a 
(2) 
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et  le  premier  membre  de  (3)  peut  s'écrire 
,.\r        dN 

ii.i       '      0y 

étant 

M  =y  o.  u,  : 


(3) 


2  Zj  V    '  dy  •  dy 

v /,  „, a  +  :  y  U p-,sp 


et  les  ;/   satisfaisant  au  système 

1  dx  dy      £*    ''  <te      —        -h       — 


te         oV 


qu'on  appelle  adjoint  du  système  (1). 

Mors,  si  dan-  le  champ  considéré  on  décrit  une  courbe  C  rencontrée        m 
seul  point  par  toute  parallèle  aux  axes,  il  va  un  seul  système  de  [onctions 
intégrales   du    système    (1),  dont  les  premières  dérivées  onï  sur   C   des   valeurs 
données  arbitrairement,  et  qui  ont  des  valeurs  données  en  un  point  de  C. 

I  tant    V  le  point  où  l'on  veut  calculer  les  intégrales,  et  ABC  le  triangb-  curvi- 
ligne formé  par  G  et  par  les  parallèles  aux  axe-  menées  par    \.  on  ,1 

/        (  \l  dy  -  N  dx  )  =  j     M  dy       f       (M  dy  -  N  dx)  -  f    N  dx  =  o. 
•    m  BA  •    \  •   an  (  B  -'n 

En  tenant  compte  des  (3)  et   en  déterminant  les  u   de  manière  qu'il  soit 
-V  buuk  =  o        sur   \\\. 


(5) 


in  obtient 


Si 


dx 
du 


dx  1. 


(G) 


j    ■  0        sur   \<  '.. 

V  (  «i3,)A=  -  f  V  (  «,  s,  )«:  -r-  V  (  a.  s. )B1  -+-  /        (  M  dy  -  S 

f  li  T  J   •/«»« 

K,t,     <(,„,     ...,     (/,„;  ...;         »nl.     K„j K„„ 

»  intégrales  du  système  adjoint,  satisfaisant  aux  (5),  on  a 

i    y/",,-\H=  '[~Y/'^  Or. -Hy,  (»,,--,  )i<l--  f       (Mrdy-Xrdn) 


•  tant  Mr.  Nr  les  expressions  M,  N  où  l'on  .1  introduit  les  urkl  ".  Comme  les 
seconds  membres  des  (b)  contiennent  des  quantités  connues  et  l'on  peut  faire  la 
résolution  par  rapport  aux  3/A1  il  résulte  de  là  la  démonstration  du  théorème, 
et  l'intégration  de  (1)  e-t  ramenée  à  la  détermination  des  solutions  principales 
du  système  adjoint. 

On   peut  faire  une  réduction  semblable  dans  le  cas  où  l'on  donne  les  vali  111 
des   zt  sur    deux    traits    recti lignes    parallèles    aux   axes,    et    l'on    en    déduit    le 
1  liéorème  suivant  : 

R.14. 
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Une  solution  principale  uih (x,y;xa,y„)  du  système  adjoint  peut  se 
regarder  comme  une  /miction  des  coordonnées  ./•„,  i  „  dupoint  \  par  rapport 
auquel  elle  a  été  construite  ;  alors  elle  est  une  solution  principale  zih  du 
système  primitif,  relative  au  point  ,r,   y. 

Dans  le  cas  particulier  du  système 

I, 

qui  est  son  propre  adjoint,  on  peut  former  les  solutions  principales  à  l'aide  de 
développements  en  séries  toujours  convergentes  à  distance  finie,  qui  pour  ca  —  > 
se  réduisent  à  la  .1,,  de  Bessel. 

Besso  (/?. )  [C  2  rf]. —  Sur  nue  formule  relative  à  l'intégrale 
elliptique  de  pre ire  espèce,  contenue  dans  une  Note  précé- 
dente, et  sur  d'autres  formules  analogues.  (229-232). 

Voir  ces  /iendicon'i,  t.  III.  2°  semestre,  où  l'auteur  a  démontré  que  l'équa- 
tion 

est  satisfaite  par  h     /.  1.  1 


et  qu'on  a 

4  K 


=  V 


cette  série  est  égale  .1 


et  par  consé  [Ui  ni 
(1) 


c*>=.-G),«  -:;-    ■  ■ 

±    f     M  s  :  sin6)  ,/••. 

'■'  ■  0 

Cx  K(aa?)  ,  ( .  /i  —  ^j  —  a"-] 


Autres  formules  analogues  à  (1). 

Fano  (G.)  [H  5].  —  Sur  les  équations  différentielles  linéaires 
du  quatrième  ordre,  qui  définissent  des  courbes  situées  sur  des 
surfaces  algébriques.  (  232-2.ii)  ). 

On  suppose  qu'entre  quatre  solutions  indépendantes  yl7  yv  y3,  yt  il  y  ait 
une  (seule)  relation  algébrique,  et  que.  par  conséquent,  la  courbe  F 
(voir  ci-dessus  la  Note  du  même  auteur  à  la  page  is  i.  tout  en  étant  transcen- 
dante, soit  située  sur  une  surface  algébrique  I'.  Les  opérations  du  groupe 
monodromique  de  l'équation  différentielle  donnent  autant  d'homographies  qui 
transforment  en  elle-même  cette  surface;  par  cela,  l'auteur  peut  profiter  ici  des 
résultats  obtenus  par  M  Enriques  et  par  lui-même  (voir  la  Note  à  la  page  149) 
sur  les  surfaces  admettant  un  groupe  de  transformations  projectives. 
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Si  la  surface  F  admet  un  groupe  x'  (et  seulement  x')  de  transformations 
projeclives.  l'ëqualion  peut  s'intégrer  par  des  quadratures  et  des  fonctions 
exponentielle-. 

Si  F  admet  un  groupe  a-  (seulement)  de  transformations  projectives,  on  a 
les  quatre  cas  a,  b.  r,  d  mentionnés  dans  la  Note  de  lu  page  i4g,  et,  en 
tous  ces  cas.  l'équation  est  encore  intégrable  au  moyen  de  quadratures  et 
de  fonctions  exponentielles,  et,  dans  le  cas  d.  d'une  extraction  de  racine 
carrée. 

Le  cas  où  F  admet  un  groupe  x  ou  un  groupe  supérieur  est  traité  dans  la 
Note  suivante  (  p.  202  ). 

B  la  sema  (P.)  [M,  8].  —  Sur  le  problème  optique  des  amphi- 
théâtres. (2-  [-283). 

La  recherche  de  la  disposition  des  degrés  la  plus  favorable  aux  spectateurs 
conduit,  pour  une  première  approximation  de  la  courbe  donnant  la  pente 
variable  de  l'amphithéâtre,  à  l'équation 

;  a        1 

r  —  b  x  -t -X  Iog.r. 

d 

Une  correction  successive   implique  la  considération  des  fonctions  V. 

Cerruti  1  I  .  1  [  I!  H/a].  —  Sur  une  propriété  des  intégrales  d'un 
problème  de  Mécanique,  qui  sont  linéaires  par  rapporl  airs 
composantes  de  la  vitesse.  1  a83-28^). 

Les  conditions  pour  que  les  équations  du  mouvement  d'un  systi  me  de  points 
avec  n  degrés  de  liberté, 

d  fJJ       dT=Q.       (*  = - 


admettent  une  intégrale  première  de  la  forme 

ci?i  —  c=7:j  — •  •■+  c„<7^-<-  c  =  const., 

sont   identiques   avec   celles   de   la    possibilité    d'un     mouvement    rigide   dans 
l'espace  S„  où  l'élément  linéaire  est 

ds-  =  \   a  tl  dq  dqk. 

L'auteur  démontre  aussi  que  pour  les  géodésiques  de  S„  a  lieu  un  théorème 
analogue  à  celui  des  géodésiques  sur  les  surfaces  de  révolution. 

Funo  (G.)  [H  51.  —  Encore  sur  les  équations  différentielles  du 
quatrième  ordre  qui  définissent  <les  courbes  situées  sur  des 
surfaces  algébriques.  |  292 

L'auteur  commence  par  observer  que  les  résultats  de  la  Note  précédente  (  p.  202) 
sont  en  accord  avec  la  composition  îles  groupes  de  transformations  correspon- 
dant aux  cas  examinés,  c'est-à-dire  avec  le  théorème  par  lequel  l'intégral 


if.  SECOND K   PA  RTIE. 

d'une  équation  linéaire  peut  être  ramenée  aux  quadratures  seulement  lorsque  le 
groupe  de  rationalité  est  intégrable.  Ensuite  il  vient  au  cas  où  la  surface  F 
admet  un  groupe  x  cm  supérieur  de  transformations  projectives.  Alors  F  ne 
peut  être  que  : 

i"  Une  surface  réglée  cubique  de  Caylej  : 

i"  Une  développante  biquadratique  cii  cubique  gauche; 

i  ■  I  ni'  quadrique. 

Dans  le  cas  i°,  l'équaiion  est  intégrable  au  moyen  de  quadratures.  Dans  les 
trois  autres  cas  il  peut  être  nécessaire  d'intégrer  une  ou  deux  •  quations  linéaires 
du  deuxième  ordre. 

Voir  une  autre  Note  à  la   page    I 

Tonelli  I    / .  i  [  Q  3  6].  —   Une  question  (le  priorité  relativement  à 

la  théorie  Je  la  connexion.      loo-3o3 

Déclaration   de  M.  Schering  i    M.  Klein  dans  les  Mathematische 

Annalen.  t.  XLYI.  comme  rectification  d'un  passage  de  M.  Klein  même  (dans 
le  Tome  \l.\  |. 

Par  cette  déclaration,  on  reconnaît  la  priorité  de  M.  Tonelli  dans  la  considé- 
ration des  surfaces  riemanniennes  dans  ! 

Levi-Civita  (T.)  [Igb].  —  Sur  une  express analytique  propre 

à   représenter  le   nombre  des  nombres   premiers  compris  dans 
un  intervalle  déterminé.     3o3    ">())■ 
ail  que  l,i  série  de  Lambi  ri 

ri         x  ' 

Z^mi  —  x"  ' 

i 

pour  I xi  <  i,  est  égale  à 

2]  ''  •  ■ 

étant  B(re)  le  nombre  des  diviseurs  de  n.  On  déduit  de  là  que  l'expo  ssion 

y    -c"   \     -j:    x 

*ê*  ...    I  —  X"'     I  1  —  X 


peut  -  écrire 

Y 

où  i  a  pour  ;/;  premier,  et  Cm      i  dans  les  autres  cas.  En  multipliant  par  X"—1 

et  en  intégrant  suivant  un  cercle  C  de  rayon  <  ; 

P(-)  =  -^-.    f  x-    -     ■        ■■  /  - 
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fonction   transcendante  entière  de  s,  pour  laquelle,  /;  élaut  un    nombre  entier 
il  esl 

(.)  P(ra)=o  (»  =  o), 

(j)  P(— n)  =  c„         (n|i); 

et  (  2  )  nous  donne  le  moyen  de  voir  si  un  nombre  donné  n  est  premier  (cn=  o). 

Au    moyen    de   la    fonction   P(c),   l'auteur   trouve    l'expression    donnant    le 

nombre    des    nombres    premiers    compris   entre  ot    et   p.    Pour    p>a>i2,    ce 

nombre  esl 

E(pl 

«"         2<KI     Zd      Jc     P(Z) 

E(a)-t-i      h 

où  E(a),  lî((3)  sont  les  plus  grands  entiers  contenus  eu  a,  p  et  C,,  la  circonfé- 
rence de  rayon  -7— -  dont  le  centre  esl  le  point  —  h. 

Blaserna  (P.)  [S  4^1.  —  Sur  la  théorie  <•  ï ti »'•  i i < | les  gaz.  ( 3 1 5— 

3  18). 

Fano  (G.)  [H  5].  —  Sur  les  équations  différentielles  linéaires 
d'ordre  quelconque,  définissant  îles  courbes  situées  sur  des 
surfaces  algébriques.  (322-33o). 

Extensions  aux  équations  linéaires  d'ordre  n  des  considérations  laites  sur  celles 
du  quatrième  ordre  dans  les  deux  Notes  précédentes  (p.  j32  et  292). 

L'intégration,  en  faisant  abstraction  des  quadratures  et  des  opérations  algé- 
briques, peut  se  réduire  à  celles  : 

1"  D'une  équation  linéaire  du  troisième  ordre; 

2°  D'une  ou  de  deux  équations  linéaires  du  deuxième  ordre. 

Nicoletti  (O.)  [ Il  9,/'].  —  Sur  l'extension  de  la  méthode  de 
Riemann  aux  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles  d'ordre 

supérieur.  (33o-33^). 

Celte  Note  se  rattache  a  celle  de  M.  Bianchi,  à  la  page  i33  de  ce  Tome,  et 
résout  le  problème  de  la  détermination  de  l'intégrale  de  la  même  équation 

fi  (  u  )  =  0, 

lorsqu'on   donne  de  cette  intégrale  et  de  n — 1  de  ses  dérivées  les   valeurs  sur 
une  hypersurface  de  l'espace  S„. 

Riccb  (A.)  [U]. —  Photographies  de  la  grande  nébule'use  d'Orion 
et  de  celle  plus  petite  près  de  l'étoile  42  Orionis,  faites  par 
A.  Ricci)  et  A.  Mascari,à  l'Observatoire  royal  de  Catania.  (33^- 
44-). 


n8  SECONDE  PAliTIE. 

Brioschi  {F.)  [B  n  el. — Sur  une  transformation  des  formes 
binaires  et  des  intégrales  correspondanles.  (363-36g). 

Étant/(yn  y., ).  une  forme  binaire  d'ordre  pair  n,  posons 

/(  y,  s.  - /,  *«  r, »,  +  /,  *, )  =  /( y„  y, )(«.,«,.   •.,«.)(*,.  -,  )". 

■  '       n  dy,'         -'2      «  <jy, 

Les  coefficients  a  de  la  transformée  sont  des  covariants  de  f(y^yt)  donnés 
par 

a0  =  i,         a,  =  o,        ot,  =  A.         a,  =  £,         ai  =  f-k  —  3  A-, 

a5  =  /Io  —  ->/'''        a6  =  /4A— i5/5AA:-(- 45A3+io«J, 

h  =  \{ff)v        k=\(ff\,        A  =  £(//)„ 

t  =  i(fh),        g  =  i(fk) 

Soit  'f  (>'i,y.)  un  côvariant  de  l'ordre  />/  de  f  {y^y^i  el 

i     dœ  _    i     dep 

'  '       m  <()•,  '  '2      m  dy,  ' 

la  transformée  considérée  par  l'auteur  est 

/(/r,-?:~  y,=,  +  <?,=■>)  =  (A„  A„  . ..,  AJ  (  s„  *,)», 

OÙ  les  A  sont  aussi  des  covariants  de  /,  et  l'on  a 

A„  =  /,         A,  =  -(/»), 

el   les  autres  A  sont  données  par 

/MA,=  («,,«1 «,)(A„«)'. 

Tacchini  (P.)  [U].  —  Sur  la  distribution  en  latitude  des  phéno- 
mènes solaires  observés  à  l'Observatoire  royal  du  (  lollège  romain 
dans  le  premier  trimestre  de  1896.  (36()-3-i>). 

Millosevich  (E.)  \  U"].  —  Sur  l'orbite  définitive  de  la  comète  IV, 
1 890.  (  Jog-  \  1 3). 

Fibbi  (C.)  [O  5  i\.  —  Sur  les  surfaces  divisées  en  parallélogrammes 
infiniment  petits  équivalents  par  un  double  système  de  trajec- 
toires isogonales,  sous  angle  constant,  des  lignes  de  courbure. 
(4i3-4i9). 

Soient  •!•  une  surface  rapportée  à  ses  lignes  de  courbure,  et 
ds'-=  e  dn--j-  g  </r-, 

l'élément   linéaire   de  sa   représentation  sphérique.    Eo   la   définissant   par   ses 
coordonnées   tangentielles  X,  Y,  Z,  W,  en  indiquant   par  \,.  V,,  /.,,  W,  el    \  . 
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Y...  7.  .  W2  les  coordonnées  des  plans  qui  tonclienl  les  trajectoires  d'angle  -  des 
lignes  v  =  consl.  et  en  parlant  des  formules  de  Weingarten,  l'auteur  démontre 
que,  si  ces  trajectoires  divisent  la  surface  en  parallélogrammes  équivalents,  les 
plans  normaux  touchant  ces  trajectoires  enveloppent  deux  surfaces  de  Vns>  S„ 
S,,  associées  (dans  le  scus  de  M.  Bianchi)  aux  deux  nappes  d'une  surface 
pseudosphérique,  et  l'on  a  les  relations 

(J(W.— W.)         i-f-sina,, 

\ '-■  =  W,-t-\\,)cos(M,-)-u,), 

<ut  cosa  '  -  "' 

ry(\V,+  \V,)  ,_sin<r 

~r- =  H.-H,    cos  (  m,  —  w,    , 

êv  cos t                      '              '        ' " 
où 

<T  =   a  —  — 

et  !■>,,  w,  sont  deux  angles  satisfaisant  aux  relations 
d(w, —  ii),)        i-f-sina 


1J11  cosa 

<){  <„.,+  w.  )        1  —  sina 


sin(u,+  io,), 
sin(w,-<o,). 


dv  cosa 

On  a  aussi  un  théorème  réciproque. 

Reina  (  V.  )  [U  10].  —  L'attraclion  locale  dans  l'Observatoire  géo- 
désique  de  S.  Pietro  in  Vincoli  à  Rome.  (420-425). 

Cantone  (M.)  [T;].  —  Sur  les  aires  d'hystérèse  élastique.  1   j ->y- 

445). 

Beltrami  (E.  |  [S  4  "]•  —  Sur  les  potentiels  thermodynamiques. 

(47^-48o).  ' 

On     prend     les    équations     fondamentales    de    la  Thermodynamique   sous    la 
forme 

rfQ  —  clE  +  dL  =  t  dF, 

E  étant  l'énergie,  F  l'entropie,  t  la  température  absolue,  dQ  la  chaieur  élémen- 
taire (en  mesure  mécanique)  absorbée  par  le  système  et  rfL  le  travail  élémen- 
taire dépensé  par  le  système  contre  les  forces  extérieures.  L'état  du  système 
est  déterminé  par  t  et  par  des  variables  géométriques  p„  i\.    .  .  .,  et  l'on  a 

rfL  =  S/>  dv, 

les  /)  étant  les  forces,  fonctions  de  t  et  des  v.  S'il  existe  uue  fonction  H  pour 
laquelle  on   ait 


H  peut  se  regarder  comme  le  potentiel  de>  /t,  représentant  l'énergie  libre  du 
système.  Une  telle  fonction  ne  peut  dépendre  des  v  seulement,  m. us  aussi  d'un 
paramètre  u  —  m  v,  t  ).  Pour  u  =  «(<),  H  est  le  potentiel  des  procès  isother- 
miques; pour  «  =  u(  F),  celui  des  procès  isentropiques. 

L'auteur  se    propose   de  \oir  si  à  toute  espèce    de    procès   thermodynamique 
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inversible    u    ■■  consl.,  correspond   toujours    un    potentiel    II.   Dans    les  procès 
isothermiques   u  =  /,  «m  peut  prendre  pour  potentiel  G  =  M  —  t\;,  et  ilans  les 
procès  isentropiques  u  =  F,  on  peut  prendre  l'énergie,  considérée  <  <>m nie  une 
fonction  de  v  et  de  F. 
En  posant,  en  général, 

H  =  G  -+-  ij<, 

on  douve  (|iie  si  u  contient  les  v,  •]/  est  une  fonction   de  t  et  de  u  satisfaisant 
à  la  condition 

àj_ 
(H 


F, 


qui  établit  une  relation  entre  F,  /  et  u.  Par  cela  les  procès  thermodyna- 
miques admettant  un  potentiel  sont  seulement  ceux  pour  lesquels  u  est  de  la 
forme 

u=  u(t,  F). 

Lorsque  la    forme   de   u  est  donnée  et   contient    F  effectivement   (les  procès 
isothermiques   ainsi  exclus),  la  détermination  de  i>  se  réduit  à  une  quadra- 

Le  cas  des  systèmes  isothermes,  auxquels  on  ne  peut  appliquer  ce  procédé, 
est  aussi  ramené  indirectement  à  cette  solution. 
Puis,  l'auteur  traite  le  cas  des  procès  du  type 

«=  *X(F), 
pour  lesquels  il  trouve 

+  =  «*({;)■ 


Enfin  il  montre  le  parti  qu'on  peut  tuer  de  l'équation 
Sçdp      '/  du  =  d(H  4-Sjbw), 


•n  en  déduisant 


ayant  posé 


dp  du        ou 

K  =  Il  +  Epv. 


Il    déduit   aussi   d'autres  formules,  où    les   p,   i.    li.    F    sont    expr ies    au 

moyen  de 

K,  =  G  +  Zpv, 

et  qui  sont  relatives  a  l'hypothèse  isotliermique. 

Vijalli  (P.)  [N,  i  /].  — ■  Sur  les  complexes  engendrés  par  deux 
plans  en  correspondance  biralionnelle   réciproque.  (480-487). 

Cantone  {M.)  [T2].  —  Elude  des  propriétés  élastiques  des  corps, 
fondée  sur  l'usage  simultané  des  méthodes  statique  et  dynamique. 
(488-496). 

FIN    DE    LA   SECONDE    PARTIE    I>1     TOME    \X\V. 
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